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COMPETENTE GENERALE SI SPECIFICE

Ce vei invata anul acesta la matematica?

CGA1 - Identificarea unor date, marimi si relatii
matematice, in contextul in care acestea apar

IX.CS1.1. Identificarea propozitiilor elementare din care este
alcatuit un enunt matematic

IX.CS1.2. Identificarea elementelor specifice sirurilor/
progresiilor in contexte variate

IX.CS.1.3. Identificarea unor relatii de tip dependenta
functionald intre variabile sau entitati, pentru a
evidentia elemente ale functiilor

IX.CS:1.4. Identificarea pe cercul trigonometric a punctelor
asociate unor numere reale

IX.CS.5. Identificarea elementelor necesare pentru calcularea
unor masuri (lungimi de segmente, unghiuri, arii)

CG.2 - Prelucrarea unor date matematice de tip
cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse
surse informationale

IX.CS.2.1. Identificarea operatiilor cu propozitii elementare din
cadrul unui enunt matematic

IX.CS.2.2. Efectuarea de calcule pentru determinarea
elementelor sirurilor, progresiilor aritmetice si
geometrice, utilizand formule specifice

IX.CS.2.3. Extragerea unor date matematice de tip cantitativ,
calitativ si structural, din reprezentari grafice pentru
a descrie proprietatile unei functii (monotonie,
convexitate, puncte de extrem etc.) intr-o situatie
practica data

IX.CS.2.4. Stabilirea unor caracteristici calitative/cantitative
folosind functii trigonometrice, inclusiv folosind
instrumente digitale

IX.CS.2.5. Aplicarea unor metode adecvate pentru
determinarea unor distante, a unor masuri de
unghiuri si a unor arii

C€G.3 - Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici
in diverse contexte matematice

IX.CS.3.1. Determinarea valorii de adevar a unui enunt
matematic format din propozitii legate prin
operatori logici

IX.CS.3.2. Aplicarea algoritmilor de calcul pentru determinarea
unor termeni si a sumelor unor termeni consecutivi
ai progresiilor aritmetice si geometrice, in diferite
contexte

IX.CS.3.3. Aplicarea unor concepte si algoritmi matematici
(functii, rate de variatie etc.), pentru a interpreta
reprezentari grafice in scopul extragerii de informatii
relevante pentru rezolvarea, in contexte matematice,
a unor probleme practice

IX.CS.3.4. Calcularea valorii unei functii trigonometrice cind se
cunosc informatii despre valorile unei alte functii
trigonometrice

IX.CS.3.5. Determinarea masurilor unor unghiuri si a lungimilor
unor segmente utilizind relatii metrice

CG.4 - Exprimarea in limbajul specific matematicii a
informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare
pentru o situatie data

IX.CS.4.1. Precizarea structurii logice a unui enunt

IX.CS.4.2. Transpunerea in limbaj specific matematic a unor
situatii din viata cotidiana referitoare la siruri sau
progresii in scopul analizarii comportamentului
acestora

IX.CS.4.3. Exprimarea unor concluzii i justificari matematice,
utilizand limbajul specific functiilor (simboluri,
formule, expresii, reprezentari), pentru a comunica
informatii extrase din reprezentari grafice, in contexte
matematice practice

IX.CS.4.4. Stabilirea unor relatii matematice utilizand calculul
trigonometric

IX.CS.4.5. Caracterizarea in limbaj matematic a unei configuratii
geometrice folosind elemente de trigonometrie sau
relatii metrice

CG.5 - Analizarea caracteristicilor matematice ale unei
situatii date

IX.CS.5.1. Formularea unui enunt matematic (axioma, definitie,
relatie/proprietate/teorema) asociat unei situatii date

IX.CS.5.2. Analizarea unor situatii date in contexte intra si
interdisciplinare, selectand modelul de progresie
adecvat si metoda de rezolvare eficientd in functie de
datele disponibile

IX.CS.5.3. Analizarea unor situatii date prin interpretarea
reprezentadrilor grafice si evidentierea solutiilor
posibile pentru a interpreta situatii reale si a formula
concluzii argumentate in contexte intra si
interdisciplinare

IX.CS.5.4. Analizarea proprietatilor functiilor trigonometrice
folosind reprezentarea grafica sau cercul
trigonometric

IX.CS.5.5. Aplicarea unor metode variate pentru optimizarea
calculelor de distante, de masuri de unghiuri si de arii

C€G.6 - Modelarea matematica a unei situatii date, prin
integrarea achizitiilor din diferite domenii

IX.CS.6.1. Validarea unui enunt matematic asociat unei
situatii date

IX.CS.6.2. Modelarea matematica, folosind sirurile sau
progresiile, a unor situatii reale pentru interpretarea
implicatiilor n contexte interdisciplinare si pentru
luarea unor decizii fundamentate pe datele obtinute

IX.CS.6.3. Modelarea unei situatii reale, utilizand un model
matematic (functii, relatii) construit pe baza datelor
extrase din reprezentari grafice, pentru a explica, a
anticipa sau a optimiza rezultate in contexte precum
economie, biologie sau fizica

IX.CS.6.4. Descrierea unor relatii intre marimi din diferite
domenii, cu ajutorul functiilor trigonometrice

IX.CS.6.5. Modelarea unor configuratii geometrice utilizand
metode metrice, trigonometrice, sintetice
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GHID DE UTILIZARE A MANUALULUI DIGITAL

Manualul digital reproduce integral versiunea tiparita, oferindu-le elevilor posibilitatea de a interactiona cu
diverse elemente de continut. Astfel, acestia vor putea sa vizioneze animatii sau filme, sa rezolve exercitii
interactive si sa navigheze prin manual.

Simboluri:

O

1. Elemente grafice 2. Elemente video 3. Exercitii interactive
(AMII statice): (AMII animate): (AMII interactive):
imagini, informatii si activitati videoclipuri cu informatii si exercitii de alegere multipla, de
suplimentare. activitati suplimentare, curiozitati. tip adevarat sau fals, de asociere,

de completare etc.

Cum se foloseste manualul digital?

1. Meniul superior
Q Q Marire/micsorare - se mareste sau
se micsoreaza fereastra.

Q Cautare - pot fi efectuate cautari in
manualul digital dupa cuvinte-cheie.

Pagina urmatoare - se acceseaza pagina
urmatoare paginii curente.

Salt la ultima pagina - se acceseaza ultima
pagina a manualului digital.

v ¥

'

« = Cuprins - deschide cuprinsul

+ === manualului digital.

Adnotari - deschide o galerie de instrumente,
cu functii diferite, ce permit operatii in timp

real: sublinieri, adnotari, incercuiri, demarcari,

« Inapo la prima pagina - se revine la mascari, evidentieri etc.
prima pagina a manualului digital.

N

'r.

) o 5 Tipareste pagini din manualul digital.
e Pagina anterioara - se acceseaza

pagina anterioara paginii curente. Indicatii - se acceseaza ecranul cu indicatii.

- Qi

2. Ajutor in utilizarea exercitiilor interactive (AMII interactive):

Deschide exercitiul interactiv dand click pe @ Citeste cerinta, apoi utilizeaza mouse-ul si/sau tastatura
pentru a rezolva exercitiile conform instructiunilor. Apasa butonul Verifica pentru a vedea daca ai ales corect.
Pentru toate tipurile de exercitii apare v in cazul raspunsului corect si x in cazul raspunsului gresit. Pentru a
relua rezolvarea exercitiului, apasa butonul Mai incearca sau reincarca pagina.

3. Ajutor in utilizarea elementelor video (AMII animate):
Apasa butonul pentru a deschide videoclipul. Butonul Play (Vizualizare) este localizat pe bara de jos a
ferestrei, alaturi de Volum si de optiunea Afisare completa pe ecran. Pentru a opri temporar videoclipul, apasa

butonul Pauza, de pe bara de jos a ferestrei. Pentru a inchide videoclipul, apasa butonul @ din coltul din
dreapta sus al ferestrei.

4, Ajutor in utilizarea elementelor grafice (AMII statice):

Apasa butonul @ Imaginea se va deschide intr-o fereastra noud. Apasa butonul @ din coltul din dreapta
sus, pentru a inchide imaginea.



. Compara numerele reale a si b.

a)a=2v50 - 3v18 + V98 - 38, b 77 5 oo

-1
_(15.00,5Y 18,2y o Sl2y 4 1]. } 1.

ba= (4371 7) 17'(7)'b'{[(3> 5775 3§

c)a=2%:8%-16%-47,b=9%:27%

. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) -4 +2X=0; €)3-2(1-3X)=31+2X) +1; e) X2 =36;
b)1-4X=6X-7; d)3+24x—3)§2'5=1'42X+3; f)X2-X=6.

. Se considera multimile A= {X | X e Rsi [2x+1] < 5} siB={X X eRsix-2x+1<-3}.

a) Scrie multimile A si B sub forma de interval.

b) Determina suma numerelor intregi din multimea A.

c) DeterminaAuUBsi AnB.

. Pentru 4 caiete tip dictando si 5 caiete cu foaie velina, Ana a platit la casa 174 de lei, iar pentru 3 caiete tip

dictando si 2 caiete cu foaie velina, de acelasi tip cu cele cumparate de Ana, Maria a platit 99 de lei.

Determina pretul unui caiet tip dictando si pretul unui caiet cu foaie velina.

. Se considera expresia E(X) = (X + 1)2 + 3(X = 2)(X + 2) - &(X + 1)(X + 2), X € R.

a) Arata ca E(1) este un numar intreg mai mic decat - 20.

b) Determina multimea numerelor reale X pentru care E(X) > 1.
3X-6 _2x—1+x+3> X+

X2-4X+4 X2-4 X+2) X-2

Si X #2. Arata ca E(X) = 1 X 1 5 pentru orice numar real X, unde X # -2, X # -15i X # 2.

. Se considera functia f: R = IR, f(X) = 3X + 4.

a) Arata ca f(%) - g(-%) =3.

b) Reprezinta grafic functia fin sistemul de axe ortogonale XOy.

c) Verifica daca punctul A(-1, -7) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f in sistemul de axe

ortogonale X0Y.

d) Determind numarul real m pentru care punctul M(m, -8) apartine reprezentarii geometrice a graficului

functiei fin sistemul de axe ortogonale X0y.

e) Determina coordonatele punctului N de pe reprezentarea geometricd a graficului functiei f in sistemul de

axe ortogonale XOY, stiind ca acesta are coordonatele egale.

f) Determind distanta de la originea sistemului de axe ortogonale XOY la reprezentarea geometrica a

graficului functiei fin sistemul de axe ortogonale X0y.

g) Determind coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarile geometrice ale graficelor functiilor f si

g,undeg:R — R, g(X)=-2X +5.

h) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 9.

. Fie MNP un triunghi dreptunghic <N =90° cu MN =12 cm si NP =9 cm. Punctul Q este proiectia ortogonala

a punctului N pe dreapta MP.

a) Calculeaza aria triunghiului MNP.

b) Calculeaza lungimea segmentului NQ.

¢) Calculeaza sin(<PNQ).

. Fie ABC un triunghi dreptunghic ABC (<A = 90°) cu BC = 16 cm si <tB = 30°. Punctul M este mijlocul segmentului

BC. Arata ca perimetrul triunghiului AMB este mai mic decat 32 cm.

. Se considera expresia E(X) = ( unde X este numar real, X # -2, X # -1

10. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD cu AB = 6 cm si VA = 5 cm. Punctul M este mijlocul

segmentului VA si AC n BD = {O}.
a) Determina aria totala si volumul piramidei VABCD.
b) Demonstreaza ca dreapta OM este paralela cu planul (VCD).

7 .



Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul | 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A. Se considera intervalele de numere reale | = (-0, 3) si J = [-2, +o). Intersectia intervalelor
I si) este intervalul:
a) (-0, 3); b) [-2, 3); 0 (-2,3}; d) (3, +=).
(10 p.) B.Dacd a =3 +1si b=+12, atunci a? - b este egal cu:
a) \V12; b) 4 - \12; C) & d) -1.

(10 p.) C. Daca ABC este un triunghi cu AB = 4 cm, AC = 3 cm si BC = 5 cm, atunci aria triunghiului
ABC este egala cu:

a) 6 cm% b) 12 cm? ¢) 15 cm? d) 17 cm

Subiectul al ll-lea 60 de puncte
Scrie rezolvdrile complete.

45 de puncte 1. Se considera functia f: R — R, fiX) = -4X + 8.

(10 p.) a) Calculeaza f@) - 2f<—%).

(5p.) b) Verifica daca punctul A(-1, 4) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f
in sistemul de axe ortogonale XOY.

(10 p.) c) Determina distanta de la originea sistemului de axe ortogonale XOY la reprezentarea
geometrica a graficului functiei fin sistemul de axe ortogonale XOY.

(10 p.) d) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentdrile geometrice ale
graficelor functiilor fsi g, unde g : R — R, g(X) = 2X + 10.

(10p.) e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > 4.

15 puncte 2. Se considera tetraedrul regulat ABCD cu AB = 12 cm. Punctele M si N sunt mijloacele
segmentelor CD, respectiv AD.

(5p.) a) Determind volumul tetraedrului ABCD.
(10 p.) b) Determina lungimea segmentului MN.
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua cunostintele dobandite in anul scolar precedent.
LA SFARSITUL ACESTEI UNITATI: 5foarte bine 4&bine 3mediu 2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.

. 8



Elemente
de logica
matematica

» 1. Propozitii, predicate; operatii cu
propozitii si predicate: negatia,
conjunctia, disjunctia, implicatia,
echivalenta; cuantificatorul existential
si cuantificatorul universal; reguli de
negare, reducere la absurd

» 1. Propozitii, predicate

» 1.2. Operatii cu propozitii si predicate:
negatia, conjunctia, disjunctia,
implicatia, echivalenta

» 1.3. Cuantificatorul existential si

cuantificatorul universal

> 1.4 Reguli de negare

> 1.5. Reducere la absurd

» 2. Metoda inductiei matematice

Unitatea




UNITATEA 1 Elemente de logica matematica

1.1. Propozitii, predicate

Descopar

Precizeaza daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false.

1. Balena este un peste.

2.0 ora are 3 600 de secunde.

3.Solutia ecuatiei X +2=3,X € R, este X = 1.
4. Hai acasa!

5X+y+2=2,XY,Z€R.

6. Unde mergem?

7. 7 este numar irational.

8.X=Y,X,yeR.

Invat

N 10

Logica matematica studiaza regulile de baza, dupa care se pot combina afirmatiile pentru a construi
rationamente valabile. In matematica, enunturile pot fi adevarate sau false. Putem spune ca logica
matematica este ,gramatica gandirii corecte”.

Definitia 1. Un enunt este un ansamblu de simboluri carora li s-a dat un anumit sens.

EXEMPLE:
1. ,Numarul 2 este impar” 3., X+5<3,XeR”

2..3eZ" 4, ,Cat este ceasul?”

Rezolvand exercitiul propus la sectiunea Descopar, observam ca:

- despre unele enunturi putem spune cu certitudine ca sunt adevarate sau false;
- unor enunturi nu li se poate atribui una dintre valorile ,adevarat” sau ,fals”;

- unele enunturi devin adevarate sau false in functie de valorile pe care le primesc necunoscutele de care
depind.

Definitia 2. Se numeste propozitie, in sensul logicii matematice, un enunt care este adevarat sau fals (dar
nu ambele simultan).

Propozitiile se noteaza cu litere mici, de obicei p, g, r, s, sau cu litere mici cu indici, de exemplu p,, g,, .
EXEMPLE:

1.p:,5-2=2" 3.r;,3<6"

2.q:,9:3" 4. g: Craiova este resedinta judetului Dolj.”

Definitia 3. Proprietatea unei propozitii p de a fi adevarata sau falsa se numeste valoarea de adevar a
propozitiei p.

Valoarea de adevar a unei propozitii este ,adevdrul” (notat A sau 1), daca propozitia este adevdrata, sau
Jfalsul” (notat F sau 0), daca propozitia este falsa.
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OBSERVATIE.

Logica matematica se mai numeste si logica bivalenta, deoarece singurele valori de adevar care pot fi
atribuite unei propozitii sunt ,,adevarul” si ,falsul”.

EXEMPLE:
1. Propozitia p: 7 + 3 = 21" este falsa, deci valoarea sa de adevar este F (sau 0).

2. Propozitia g: ,Laturile patratului sunt congruente”” este adevarata, deci valoarea sa de adevar este A (sau 1).

OBSERVATII.

1. O teorema din matematica este o propozitie adevarata.

2. Enunturilor de tipul ,Hai acasa!” sau ,Unde ai fost?” nu li se poate atribui o valoare de adevar. Acestea nu
sunt propozitii in sensul logicii matematice.

Definitia 4. Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau mai multe variabile si care devine
propozitie adevarata sau propozitie falsa in functie de valorile pe care le atribuim variabilei/variabilelor.

OBSERVATIE.
La definirea unui predicat se indica multimea/multimile in care variabila/variabilele ia/iau valori.

Definitia 5. Multimea de adevar a unui predicat este multimea tuturor valorilor variabilei/variabilelor
pentru care predicatul devine o propozitie adevarata.

OBSERVATII.
1. Predicatele se noteaza tot cu litere mici, urmate de paranteze rotunde intre care se pun variabilele, de
exemplur p(X)r q(xy y)y p’l(Xy yr Z)r qz( X’lr X21 X3)

2.1n functie de numarul de variabile de care depinde, un predicat poate fi: unar - notat, de exemplu, p(X);
binar - notat, de exemplu, p(X, Y); ternar - notat, de exemplu, p(X, Y, Z) etc.

EXEMPLE: @)

1. Enuntul p(X): ,X2 - 2X - 3= 0", unde X € R, este un predicat unar.

Pentru X = 1, obtinem propozitia p(1): ,12-2-1-3=0" care este falsa.

Pentru X = 3, obtinem propozitia p(3): ,,3% - 2 - 3 - 3= 0", care este adevaratd.

Multimea de adevar a predicatului p(X) este {-1, 3}, adica multimea solutiilor ecuatiei X2 - 2X -3=0,X € R.
2. Enuntul p(X, Y): ,X? +y2=5", unde X € Z si Y € Z, este un predicat binar.

Pentru X =1,y = 0, obtinem propozitia p(1, 0): ,12 + 02 = 5", care este falsa.

Pentru X = -2,y =1, obtinem propozitia p(-2,1):,(-2)? + 12 = 5", care este adevarata.

Multimea de adevar a predicatului p(X, y) este {(-2, -1), (-2, 1), (-1, -2), (-1, 2), (1,-2), (1, 2), (2, -1), (2, )}.
3. Enuntul p(X, Y, 2): ,X* + y? = 2, unde X, Y, Z € N, este un predicat ternar.

Pentru X =1, = 2, Z = 3, obtinem propozitia p(1, 2, 3): 1> + 22 = 3%", care este falsa.

Pentru X =3,y =4, =5, obtinem propozitia p(3, 4, 5): ,3% + 4 = 5", care este adevarata.

Multimea de adevar a predicatului p(X, Y, Z) este formata din toate tripletele pitagoreice: {(3, 4, 5), (5, 12, 13),
(6, 8,10) etc.}.
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Gottlob Frege
(1848-1925)

STIAI CA...?

» Denumirile
anterioare ale logicii
matematice au fost
logica simbolica
(opusa logicii
filosofice) si
metamatematicd.
Primul termen inca
este folosit, dar al
doilea termen este
utilizat in prezent
pentru a desemna
anumite aspecte ale

teoriei demonstratiei.

« Gottlob Frege,
matematician, filosof
si logician german,
este considerat
fondatorul logicii
moderne datorita
volumului Notatia
conceptelor: limbajul
formal al gandirii
pure, elaborat dupa
modelul aritmeticii
(nu a fost tradus n
limba romana).

Exercitii rezolvate

1. Precizeaza care dintre enunturile urmatoare este sau nu propozitie. Stabileste
valoarea de adevar a propozitiilor identificate.
I"

e) X2+1=10"XeZ
f) ,Cartea este un aliment.”

¢) ,1 este numar prim.”
d),2+2=4"

a) ,Inchide usa
b) , Ce faci?”
Rezolvare:

a) Enuntul nu este o propozitie, deoarece nu Ti putem atribui una dintre valorile
,adevarat” sau ,fals”.

b) Enuntul nu este o propozitie, deoarece nu ii putem atribui una dintre valorile
,adevarat” sau ,fals”.

¢) Enuntul este o propozitie falsa.
d) Enuntul este o propozitie adevarata.

e) Enuntul nu este o propozitie, deoarece pentru anumite valori ale variabilei
este adevarat, iar pentru altele este fals (enu ntul este predicat unar).

f) Enuntul este o propozitie falsa.

2. Stabileste multimea de adevar a predicatului p(X).
a) pX): ,2X-1N+3=X",XeR; b) p(X): ,3X -9 <4X+2" X € R.
Rezolvare:
a) Rezolvam ecuatia2(X-1D+3=X,XeR.
2X-1N+3=Xe2X-2+3=X&2X-X+1=0X+1=0X=-1
Multimea de adevar a predicatului p(X) este {-1}.
b) Rezolvam inecuatia 3X -9 <4X +2,X € R.
3X-9<4X+2 93X -4X<2+96 -X<NeX>-TTe Xe(-11, +©)
Multimea de adevar a predicatului p(X) este (-11, +o).

3. Determina multimea de adevar a predicatului p(X, Y): ,I3X - 4| + |-2y - 5] = 0",

unde X,y € R.
Rezolvare:
[3X - 4| > 0, pentru orice numar real X
[-2y - 5] = 0, pentru orice numar real y
[3X-4]+|-2y-5[=0

= 13X - 4| =0si|-2y -5/ =0

|3x—4|=o©3x—4=o©3x=4©x=§

|-2y-5|=0©—2y—5=0©—2y=5@y=_g

Multimea de adevar a predicatului p(X, Y) este { (— ——) }
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Aplic @

1. Identifica propozitiile si predicatele dintre enunturile urmatoare. Pentru fiecare

dintre propozitiile identificate, precizeaza valoarea de adevar, iar pentru fiecare
dintre predicatele identificate, precizeaza multimea de adevar.

a) ,10 este numar prim.’

c),72:8=7"

d) ,Triunghiul isoscel are doua laturi congruente.”
e),72:X=12"XeZ"

f) X+\Y=1,X€ZYyeN

g) . X+2=3"X€EZ

h) X2-4X+4=0"XeZ

i) ,Aria unui triunghi este egala cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi si
lungimea inaltimii corespunzatoare acesteia.’

b) ,Cum este vremea?”
)

j) ,Sterge prafull”

k),2:8=04"

), Xx-3<5" XeR

m) 4X2-4X+1=0"XeR

n) ,In intervalul de numere reale (-3, 2] sunt 5 numere intregi.’

0) N9 + 16 =~25"
1.2_3,
p%5+§=g
1 g'"

q) ,Calculeaza 7+3!

. Fie predicatul p(X): ,X*2 X", unde X € RR. Stabileste valorile de adevar ale
propozitiilor:

ap0;  bp dp(3) det2: ep(3).

. Fie predicatul p(X, y): ,X divide y”, unde X € N, y € N. Stabileste valorile de

adevar ale propozitiilor:

a)p(2,1);  b)pG3,9;  p(,10);  d)p(5,5).

. Fie predicatul p(X, y): ,X? - 2y? = 3", unde X, Y € RR. Stabileste valorile de adevar

ale propozitiilor:

. Determina multimile de adevar ale predicatelor urmatoare:

a)pX): ,(X+2)-3-1=-2X+5"XeR; g pX):,X-32-1=0"X€eER;

h) p(x): ”2x2— 1, % = % XeR;

i) pxX): ,12-3Xl < 4" X ER;
P, 2X-1-(X+3)<4-X"XER;
k) p(X): ,5(X +2) -3(X-1) >-2" X € R;

b) p(X): ,X2-5X + 6 =0" X € Z;

) pX): ,IX -2 =5" X eR;

d) px): ,Ix+3] +[xX*-9] = 0" X € R;
e) p(x): ,15 : X', X € N

f) p(x): "xé TEN'XEN;

) pex, Yy X =21+ ly-11=0" X eR.

UNITATEAT

LUCRAT! iN PERECH!'

Harta conceptuala:
Propozitii si predicate
Realizati o harta
conceptuala cu titlul
,Propozitii si
predicate”.

» Creati 0 ramura
principala pentru
propozitii si o alta
pentru predicate. Dati
cate trei exemple din
fiecare categorie.

» Creati ramuri
secundare pentru
predicate: unar, binar
si ternar. Dati cate un
exemplu pentru
fiecare caz.

Folositi culori diferite

pentru fiecare
sectiune.
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1.2. Operatii cu propozitii si predicate: negatia,
conjunctia, disjunctia, implicatia, echivalenta

Descopar
Precizeaza valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
1. p: ,2 nu divide &." 3.r:,2 divide &4 sau 2 este numar prim.”’
2.q: ,2 divide 4 4, s: ,Daca 2 divide 7, atunci 2 este numar prim.”

5.t:,2 divide 4 si 2 este numar prim.”

Utilizand elemente de legatura, care in limbajul curent sunt exprimate prin cuvintele ,nu”, ,sau”, ,si",
,implica”, ,echivalent”, din propozitii simple se pot forma propozitii noi.
OBSERVATII.

1.Tn loc de ,implicd” se poate folosi ,daci ..., atunci’, iar in loc de ,echivalent” se poate folosi ,daca si
numai daca”.

2. Elementele de legatura ,nu’, ,sau”, ,si", ,implica’, ,echivalent” se numesc operatori logici sau conectori
logici.

3. Propozitia obtinuta in urma folosirii conectorilor logici se numeste propozitie compusa.

EXEMPLU:
Se considera propozitiile p: 2 + 3= 5" si g: ,Numarul natural 2 este numar prim.”.

Cu ajutorul operatorilor logici se pot forma propozitii compuse, precum:
»,2 +3=5si numarul natural 2 este numar prim.’
¢,2 +3=5sau numarul natural 2 este numar prim.”’
+,2 +3 =5 implica numarul natural 2 este numar prim.” sau
,Daca 2 + 3 =5, atunci numarul natural 2 este numar prim.”’
+,2 +3 =5 echivalent cu numarul natural 2 este numar prim.” sau
,2 +3 =5 daca si numai daca numarul natural 2 este numar prim.’

Valoarea de adevar a unei propozitii compuse este determinata de valorile de adevar ale propozitiilor
componente.

Operatiile logice elementare cu propozitii sunt negatia, disjunctia, conjunctia, implicatia si echivalenta.

1. Negatia
A. Negatia propozitiilor

Negatia propozitiei p este propozitia ,,non p”, care se noteaza —p sau p si care este adevarata cand p este
falsa si falsa cand p este adevarata.
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Valoarea de adevar a propozitiei ,non p” este ilustrata in tabelul de adevar alaturat:

p —p
EXEMPLE: 1 0
1. p: ,Cainele este un mamifer”” (A) 2. p: ,Numarul 7 este par.” (F) 0 1

—p: ,Cainele nu este un mamifer.” (F) =p: ,Numarul 7 nu este par.” (A)

B. Negatia predicatelor
Se considera predicatul p(X), unde X € E, E # @.

Negatia predicatului p(X) se noteazd —p(X) sau p(X). Multimea de adevar a predicatului —p(X) este
multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care predicatul p(x) devine o propozitie falsa.

EXEMPLU:

pX): X22"XeR, 7pX): , X<2"XER

Multimea de adevadr a predicatului p(X) este [2, +e0), iar multimea de adevar a predicatului —p(X) este (-0, 2).
2. Conjunctia

A. Conjunctia propozitiilor

P 4 PpAg
Conjunctia propozitiilor p si g este propozitia ,,p si g”, notata p A g, care este 0 0 0
adevarata cand ambele propozitii sunt adevarate si falsa in celelalte cazuri. 0 ] 0
Valoarea de adevar a propozitiei ,,p si g este ilustrata in tabelul de adevar ] 0 0
alaturat:

1 1 1
EXEMPLE:

1. Fie propozitiile p: 15> 10" si g: ,8 : 2". Propozitia p A g:,15 > 10 i 8 : 2" este adevarata, deoarece atat p,
cat si g sunt propozitii adevarate.

2. Fie propozitiile p: ,2 + 3 = 6" si g: ,Patratul este un paralelogram”. Propozitia p A g: ,2 + 3 = 6 Si patratul
este un paralelogram” este falsa, deoarece propozitia p este falsa.

OBSERVATIE.

Propozitia p A (—p), care este intotdeauna falsa, exprima principiul contradictiei, potrivit caruia o propozitie
nu poate fi simultan si adevarata, si falsa.

B. Conjunctia predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € E si E # @&.
Conjunctia predicatelor p(X) si q(X) este predicatul ,,p(X) si g(x)", notat p(X) A g(X).

Multimea de adevar a predicatului p(X) A g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
ambele predicate p(X) si q(X) devin propozitii adevarate.
EXEMPLU:

Se considera predicatele p(X): ,X este numar prim”’, X € N, si g(X): ,X < 17", X € N. Conjunctia predicatelor
p(X) si q(x) este predicatul p(X) A g(X): ,X este numar prim si X < 17, X € N. Multimea de adevar a
predicatului p(x) este {2, 3, 5,7, 11, 13, 17, ...}, iar multimea de adevar a predicatului g(X) este {0, 1,2, 3, ..., 16}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) A q(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
ambele predicate (p(X), g(x)) devin propozitii adevarate, adica multimea {2, 3, 5, 7, 11, 13}.

15
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Observam ca, daca notdm cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a
predicatului g(X), atunci multimea de adevar a predicatului p(X) A g(X) este An B.

intr-adevar, un element X, apartine multimii de adevar a predicatului p(X) A g(x) atunci cand propozitiile
p(X,) si q(X,) sunt simultan adevarate, adica atunci cand X, € A si X, € B, deci X, € An B.
3. Disjunctia

A. Disjunctia propozitiilor

Disjunctia propozitiilor p si q este propozitia ,,p sau g", notata p v g, care
este adevarata daca cel putin una dintre propozitii este adevarata si falsa
cand ambele propozitii sunt false.

- a0 O o T

- O = O X
RO G - B <

Valoarea de adevar a propozitiei ,p sau q” este ilustrata in tabelul de adevar
alaturat:

EXEMPLU:

Se considera propozitiile p: ,3 este numar natural.” si g: 3 este numar par”. Propozitia p v g: 3 este numar
natural sau este par.” este adevarata, deoarece propozitia p este adevarata.

OBSERVATIE.
Propozitia p v (—p) este adevarata pentru orice propozitie p si exprima principiul tertului exclus, potrivit
caruia o propozitie este sau adevarata, sau falsa.

B. Disjunctia predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € Esi E # @.

Disjunctia predicatelor p(X) si q(X) este predicatul ,p(X) sau g(X)", notat p(X) v g(X). Multimea de adevar
a predicatului p(X) v q(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care cel putin unul dintre
predicatele p(X) si g(X) devine propozitie adevarata.

EXEMPLU:

Se considera p(X): X + 3> 6", X € N, si g(X): ,X <7", X € N. Disjunctia predicatelor p(X) si q(X) este predicatul
p(X) v g(X): ,X+3 > 6 sau X < 7", X € N. Multimea de adevar a predicatului p(X) este {4, 5, 6, 7, 8,...}, iar
multimea de adevar a predicatului g(x) este {0, 1,2, 3, 4, 5, 6}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) v g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care cel
putin unul dintre predicatele p(X) si q(X) devine propozitie adevarata, adica multimea {0, 1,2, 3, 4,5, 6, ..},
care reprezinta multimea numerelor naturale.

Observam ca, daca notdm cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a
predicatului g(Xx), atunci multimea de adevar a predicatului p(X) v q(X) este AU B.

intr-adevar, un element X, apartine multimii de adevar a predicatului p(x) v q(X) atunci cand cel putin una
dintre propozitiile p(X,) si q(X,) este adevarata, adicd atunci cand X, € A sau X, € B, deci X, € AU B.

4. Implicatia

A. Implicatia propozitiilor

Implicatia propozitiilor p si g, in aceasta ordine, este propozitia ,,p implica g” sau ,daca p, atunci g” (notata
p — q), care este falsa daca p este adevarata si g este falsa si este adevarata in toate celelalte cazuri.
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Propozitia p se numeste premisa sau ipoteza, iar propozitia q se numeste

concluzie P I P

' 0 0 1
Valoarea de adevar a propozitiei ,p implica q” este ilustrata in tabelul de 0 1 1
adevar alaturat:

1 0 0

OBSERVATIE. ] ] ]
Propozitia ,,p implica g” se poate citi si ,daca p, atunci g” sau ,din p rezulta q".
EXEMPLE:

1. Se considera propozitiile p: ,8 este multiplu al lui & si g: 6 este numar par.”. Propozitia p — g: ,8 este
multiplu al lui 4 implica 6 este numar par.” este adevarata, deoarece ambele propozitii p si g sunt adevarate.

2. Se considera propozitiile p: ,2 + 3 = 5" si g: .22 + 32 = 52", Propozitia p — q: 2 + 3 =5 implica 22 + 32 = 52"
este falsa, deoarece propozitia p este adevarata si propozitia g este falsa.

B. Implicatia predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € E si E # @.

Implicatia predicatelor p(X) si q(x) (in aceasta ordine) este predicatul ,p(x) implica g(x)” sau
»daca p(x), atunci q(x)", notat p(x) — g(x).

Multimea de adevar a predicatului p(X) — g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
predicatul p(X) — q(X) devine o propozitie adevarata.

EXEMPLE:

1. Fie predicatele p(X): ,X > 3", X € N, si g(X): ,X >5", X € N. Implicatia predicatelor p(X) si g(X) este predicatul
p(x) — q(x): X >3 implica X >5.", X € N. Multimea de adevar a predicatului p(x) este {4, 5, 6, ...}, iar multimea
de adevar a predicatului g(X) este {6, 7, 8,...}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) — g(x) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care fie
predicatul p(X) devine propozitie falsa (multimea {0, 1,2, 3}), fie ambele predicate p(X) si g(X) devin propozitii
adevarate (multimea {6, 7, 8, ...}, adica N \ {4, 5}).

2. Fie predicatele p(X): X : 6", X € N, si q(X): ,X : 3", X € N. Implicatia predicatelor p(X) si q(X) este predicatul
p(X) - q(X): ,X : 6 implica X : 3", X € N. Multimea de adevar a predicatului p(X) este {0, 6, 12, 18, ...}, iar
multimea de adevar a predicatului g(X) este {0, 3, 6,9, 12, 15, 18, ...}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) — g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care fie
predicatul p(X) devine propozitie falsa (multimea N \ {0, 6, 12, 18, ...}), fie ambele predicate p(X) si g(x) devin
propozitii adevarate (multimea {0, 6, 12, 18, ...}, adica N).

Daca notdm cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a predicatului g(X),
atunci A=1{0, 6,12,18, ...} siB={0, 3, 6,9, 12, 15, 18, ...}. Observam ca orice element din multimea A apartine
si multimii B (orice multiplu de 6 este si multiplu de 3), deci A C B.

5. Echivalenta

A. Echivalenta propozitiilor

Echivalenta propozitiilor p si q este propozitia ,p echivalent cu ¢” sau ,p daca si numai daca q"
(notata p < q), care este adevarata cand ambele propozitii au aceeasi valoare de adevar si este falsa in
celelalte cazuri.
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Valoarea de adevar a propozitiei ,p echivalent cu g” este ilustrata in

< rs p a P<q
tabelul de adevar alaturat: 0 0 3
EXEMPLU: 0 ] 0
1. Se considera propozitiile p: ,8: 4=2"siq: ,6 +3=9" 1 0 0
Propozitia p < q: ,8: 4 =2 echivalent cu 6 + 3 = 9" este adevarata, » . -

deoarece ambele propozitii p si g sunt adevarate.

2. Se considera propozitiile p: ,3 +3=9"si g: 5 < 6". Propozitia p < g: ,3 + 3 =9 daca si numai daca 5 < 6"
este falsd, deoarece propozitiile nu au aceeasi valoare de adevar (propozitia p este falsa si propozitia g este
adevarata).

B. Echivalenta predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € E si E # @.

Echivalenta predicatelor p(X) si g(X) este predicatul ,,p(X) este echivalent cu q(X)" sau ,,p(X) daca si numai
daca g(x)”, notat p(X) < g(X).

Multimea de adevar a predicatului p(x) < g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
predicatele p(X) si g(x) devin propozitii cu aceeasi valoare de adevar (sunt ambele adevarate sau ambele
false).

EXEMPLU:

Se considera predicatele p(X): X este numar par”, X € N, si q(X):,.X : 2", X € N. Echivalenta predicatelor p(X)
si g(x) este predicatul p(x) < g(X): X este numar par daca si numai daca X : 2", X € N. Multimea de adevar
a predicatului p(X) este {0, 2, 4, 6, ...}, iar multimea de adevar a predicatului g(X) este {0, 2, 4, 6, ...}.

Daca notdam cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a predicatului g(X),
atunciA=B.

in general, doua predicate sunt echivalente dacé au aceeasi multime de adevar.

in calculul propozitional, cu litere (prin care se noteaza propozitii) si cu simbolurile operatorilor logici
(A, Vv, —, <) se formeaza expresii numite formule ale calculului propozitional.

Doua formule ale calculului propozitional a si  se numesc echivalente daca, pentru orice valori de adevar
ale propozitiilor care le compun, au aceeasi valoare de adevar. Notam acest lucru prin « = p.

EXEMPLU:
pAlgvr =(pAgvipar)

P q r qvr pA(gvr) pPAq pAr (PAQ V(PAT
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 1
17 0 0 0 0 0 0 0
o 1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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0 formula a calculului propozitional care este adevarata, indiferent de valorile
de adevar ale propozitiilor care o compun, se numeste tautologie.

EXEMPLU:
[(p — q) A p] = q este tautologie.

pP—>q (p—qAp (P — q)Ap) - q

q
1 1
0 0
1 0
0

O O = =~ T
= 1= 1 |
= = 1 | =

0

0 formula a calculului propozitional care este falsa, indiferent de valorile de
adevar ale propozitiilor care o compun, se numeste contradictie.

Aplic

1. Scrie negatiile urmatoarelor propozitii: @

a) ,Temperatura aerului este pozitiva.” e),2+9=10"

b) ,imi place matematica.’ f) ,Trenul are intarziere”

C) 122 = 144" g),2<5"

d),m=3)14" h) ,Un triunghi are & varfuri”

. Verifica daca urmatoarele propozitii compuse sunt adevarate:

a) ,Numarul natural 10 este par si este mai mare decat 8"

b) ,10 < 11 sau 10% = 20"

c) ,Daca 5 > 8, atunci 7 este numar par”’

d) ,Daca triunghiul are trei laturi, atunci patratul are cinci varfuri.”
e) ,N2 € N daca si numai daca \'5 € Q"

f) ,Numarul 121 este par sau este patrat perfect.”

. Se considera urmatoarele propozitii: p: ,5 este numar prim”, g: ,.2 este patratul
unui numar natural” sir: 2 + 2 = 5". Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor:
pvqpvnLq—>pr<q,p,pALr—p,p<q,q.

. Se considera propozitiile: p;: ,3,2 < 3,15"; p;: ,N6(N3-2) - 3v2 + V12 =0";

psin(3-5-87) 2= 5Py + VT8 = 6 ps: 5,36 + 24 =7,40"
Stabileste valoarea de adevar a fiecarei propozitii:

a) =py; d) p, = pa; 8 p, < p; ) p;V ps

b) —ps; e)p, = ps; h) p, APy k) p, v py
c)pyVp,; f) p; < p; i) ps APy D) (=p,) v (=py).

. Se considera predicatele p(X): ,2X - 6 <3X + 1", X € R, si q(X): ,IX + 2| < 11", X € R.
Determina multimea de adevar a predicatului p(X) A q(X).

UNITATEA1
sTIAICA..? @) @

« Tautologia este o
propozitie compusa
care este adevarata,
pentru orice valori de
adevar ale
propozitiilor
componente.

» Contradictia logica
este o propozitie
compusa care este
falsa, pentru orice
valori de adevar ale
propozitiilor
componente.

EXERSEAZA!

Se dau propozitiile:
p: ,Vremea este
frumoasa.” si

g: ,Mergem in parc.’
a) Scrie urmatoarele
propozitii:
PAGP—q,(-p)Ag,
=(pva)gep,
(=q) = (=p).

b) Scrie urmatoarele
enunturi folosind
literele p, g si
operatorii logici.

* Vremea este
frumoasa, dar nu
mergem in parc.

« Daca nu mergem in
parc, inseamna ca
vremea nu este

frumoasa. @

+ Nu este adevarat ca
mergem in parc sau ca
vremea este frumoasa.

- Mergem in parc daca
si numai daca vremea
este frumoasa.
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EXERSEAZA!

Fie propozitiile:

p: ,Andrei invata la
matematica.’

q: ,Andrei este
obosit.”

r: ,Andrei primeste o
nota mare.”

i) Scrie urmatoarele
propozitii:

q-—n

pAG;

-p;

—(p v q);

(=p) v (=q);
(raq)—p;

(pAG VP

i) Scrie formulele de
calcul propozitional
corespunzatoare
enunturilor:

a) Andrei nu invata la
matematica, dar
primeste o nota mare.

b) Daca Andrei este
obosit si nu invata la
matematica, atunci nu
primeste o nota mare.

¢) Nu este adevarat ca
Andrei este obosit sau
nu invata la
matematica.

d) Daca Andrei invata
la matematica, atunci
primeste o nota mare.
e) Andrei invata la
matematica daca si
numai daca nu este
obosit.

N 20

6. Se considera predicatele p(X):,2(X - 3) - 4(X + 1)>-18", X € R, 5i g(X): ,3X = 920",
X € R. Determina multimile de adevar ale predicatelor:

a) =p(X); c) pX) A (X); e) p(X) < q(X).
b) p(X) v q(X); d) p(x) = q(X);

7. Se considera predicatele p(X,y): ,2X +y = 6", X, Y € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} si
qx, Y): ,3X+y=8"XYel0,1,723, 475, 6}. Determind multimile de adevar ale
predicatelor:

a) P, Y) v a(%, Y); <)X y) = px,Y);
b) P(X, ¥) = a(X, Y d) px, y) < ax, y).
8. Folosind propozitiile p: 12 este numar impar”, g: ,3 + 4 =7" si r:,7 divide 12", scrie

in caiet cate doua propozitii cu fiecare dintre operatorii logici ,nu”, ,sau”, ,si",
»implica”, ,echivalent”. Precizeaza valorile de adevar ale acestora.

9. Se considera predicatele p(x): ,X-1< 10" X € R, si q(X): ,2X-3>5", X € R.
Determina multimea de adevar a fiecarui predicat: =p(X), p(X) v q(X), p(X) A q(X).

10. Se considera predicatele p(X): ,X - 1=0", X € R, si q(X): ,X*-1=0", X € R.
a) Determina multimea de adevar a predicatului p(X) — g(X).
b) Sunt predicatele p(X) si q(X) echivalente?

11. Identifica predicatele implicate in urmatoarele enunturi, apoi scrie enunturile
folosind simboluri logice.

a) ,Un numdr natural este par daca si numai daca este divizibil cu 2"
b) ,Daca un numar natural este multiplu de 4, atunci este numar par.”

¢) ,Un numar natural este divizibil cu 3 daca si numai daca suma cifrelor sale
este divizibila cu 3

d) ,Daca un patrulater este romb, atunci laturile lui sunt congruente.”
12. Se considera propozitia compusa ,,Daca in triunghiul ABC, <A = 30° si <B = 70°,
atunci «C=80°".
a) Identifica propozitiile simple care alcatuiesc propozitia data si noteaza-le cu
literele p, g sir.
b) Scrie propozitia compusa data folosind literele p, g, r si operatori logici.

13. Fie p si g doua propozitii simple. Realizeaza tabelul de adevar pentru fiecare
dintre urmatoarele propozitii compuse:

a)(pvag)-p; d) (=p v q) - —p; g)(pA—q)— (=pva)
b)g— (p Aq); e)gA(pva) h)(=p v q) = —p.
Adp-aq) -gq f)(pag) —(pva)

14. Demonstreaza urmatoarele echivalente cu ajutorul tabelelor de adevar:
a) p = ~(=p); A p—q=(=q) - (=p)
b)p—>qg=(p)vg; dpvigan=pvanalpvr).
15. Arata ca urmatoarele formule ale calculului propozitional sunt tautologii:
a)p—(pva) Adpva elgvp; elpvavrelpvigvr)]
b)(p A q) - p; dprg)elgap) Hllpbagardelpalganl



1.3. Cuantificatorul existential si cuantificatorul universal

1.
2. Care dintre propozitiile p: ,Pentru orice numar natural X, X + 1> X." si g: , Exista un

3. Care dintre propozitiile p: ,Orice numar par este divizibil cu 2", g: ,Exista un i f.f /

Elemente de logica matematica UNITATEA 1

Descopar

Intr-o clasa sunt 28 de elevi. Se considera propozitiile p: ,Toti elevii sunt prezenti””
si g: ,Exista un elev absent.”. Pot fi adevarate simultan cele doua propozitii?

numar natural X pentru care X + 1= X." este adevarata?

numar natural divizibil cu 7" si r: ,Orice numar natural este divizibil cu 7." sunt
adevarate?

Invat

Cuantificatorul universal
Se considera p(X) un predicat unar, unde X € ESi E # @.

Propozitia ,Oricare ar fi X € E are loc p(X).", notata (VX) p(X), se numeste propozitie universala asociata
predicatului p(Xx).

Cuantificatorul ,oricare ar fi” sau ,pentru oricare” se numeste cuantificator universal si se noteaza cu
simbolul ,V".

Propozitia (VX) p(X) este adevarata, daca pentru orice X € E, propozitia p(X) este adevarata.

Propozitia (VX) p(X) este falsa daca exista cel putin un element X, € E pentru care propozitia p(X,) este
falsa.

EXEMPLE:

1. Fie predicatul p(X): ,Xx2+3>0", X € R.

Propozitia (VX) p(X): ,Oricare ar fi X € R, X? + 3> 0" este adevarata.

2. Fie predicatul p(X): ,X2-5<0" X €R.

Propozitia (VX) p(X): ,Oricare ar fi X € R, X2- 5 < 0." este falsa, deoarece exista X, = 3 pentru care
propozitia p(3): ,3% - 5 < 0" este falsa.

Cuantificatorul existential

Fie p(X) un predicat unar, unde X € E si E # @.

Propozitia ,,Exista cel putin un X in E astfel incat are loc p(X).", notata (3x) p(X), se numeste propozitie
existentiala asociata predicatului p(X).

Cuantificatorul ,exista” se numeste cuantificator existential si se noteaza cu simbolul ,,3".

Propozitia (3X) p(X) este adevarata daca exista cel putin o valoare X, € E pentru care p(X,) este
propozitie adevarata.

Propozitia (3X) p(X) este falsa daca, pentru orice X € E, propozitia p(X) este falsa.
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EXERSEAZA!

1. Precizeaza valoarea
de adevar a fiecarei
propozitii:

a) (vx) (vy) (X - y = 0),
X,Y€ETR;

b) (vx) (3y) (X -y = 0),
X,YETR;

c) (3x) (vy) (x -y =0),
X,YETR;

d) (3x) (3y) (X -y =0),
X,YyeR.
2.FieEz QD ,F# Q.
Scrie cate o propozitie
adevarata si una falsa
pentru fiecare
structura:

a) (vX) (vy) p(x, y),
XeEYyef

b) (vX) (3y) p(X, y),
XeEYyefF

) (3x) (vy) p(X, y),
XeEYyefF

d) (3x) (3y) p(x, y),
XeEyekf.

INDICATII PENTRU
REALIZAREA
PORTOFOLIULUVI
Pregateste o mapa de
dimensiunea A4 in
care sa adaugi fisele
de lucru realizate de
tine pe parcursul
anului scolar.

Fiecare fisa va avea un
titlu adecvat, va fi
rezultatul activitatii si
al documentarii tale
individuale si poate fi
prezentata in fata clasei.

. 22

EXEMPLE:

1. Fie predicatul p(x): ,X2-4<0" X € Z.

Propozitia (3X) p(X): ,Exista X € Z astfel incat X2 - 4 < 0" este adevarata,
deoarece exista X, = 1 pentru care propozitia p(1): 12 - 4 < 0" este adevarata.
2. Fie predicatul p(X): ,Xx?< 0", X € R.

Propozitia (3X) p(X): ,Exista X € IR astfel incat X? < 0." este falsa, deoarece nu
exista niciun numar real X, astfel incat X2 < 0.

OBSERVATIE.

Daca predicatul are mai multe variabile, atunci se pot forma propozitii utilizand
fie numai cuantificatorul universal V", fie numai cuantificatorul existential
,3" dar si combinatii ale ambilor cuantificatori. De exemplu, pentru predicatul
binar p(X, y), putem alcatui urmatoarele propozitii folosind cuantificatorii:

o (vX) (vy) p(X, y); « (vX) (3y) p(X, y);
« (3X) (3Yy) p(X, Y); « (3X) (vy) p(X, ).

Exercitiu rezolvat

Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor urmatoare:

a) (vX) (X +1>X), unde X € N; ) (vX)(3y) (y=X+2),unde X,y € N;
b) (3X) (X -3=0), unde X € Z; d) (3X) (X < 0), unde X € N.
Rezolvare:

a) Rezolvam n N inecuatia X + 1 > X si obtinem 1 > 0, ceea ce este adevarat.
Asadar, X + 1> X pentru orice numar natural X, de unde rezulta ca propozitia
este adevarata.

b) Rezolvam in Z ecuatia X - 3 = 0 si obtinem X = 3. Deci, exista X, = 3 € Z astfel
incat X, - 3 =0, prin urmare propozitia este adevarata.

)XeN=X+2eN=(3y) eN,Y=X+2= Propozitia este adevarata.
d) Cum orice numar natural este mai mare sau egal cu 0, propozitia este falsa.

Portofoliu

Logica in viata cotidiana

Logica este prezenta in viata de zi cu zi, chiar daca nu ne dam seama. De
fiecare data cand luam o decizie sau respectam o regula, folosim operatii
logice. De exemplu, cand spui ,daca invat, iau nota buna”, folosesti implicatia.
Astfel, logica ne ajuta sa gandim corect si sa luam decizii mai bune.

1. Pentru fiecare operatie logica, scrie definitia, formularea cu ajutorul
simbolurilor si doua exemple (unul cu propozitii si unul cu predicate).

2. Descrie o situatie reala din viata ta (la scoala, in familie, cu prietenii) in care
sa folosesti cel putin trei operatii logice.

3. Creeaza o banda desenata (trei-sase cadre) in care sa folosesti cel putin
trei operatii logice.
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Aplic

1

Stabileste valorile de adevar ale urmatoarelor propozitii: @
a) ,Exista substante care nu se dizolva in apa.”

b) ,Toti camenii au nevoie de apa pentru a trai"

c) ,Exista o persoana care Ti cunoaste pe toti oamenii.”

d) ,Toti oamenii folosesc internetul.”

e) ,Fiecare pacient are un medic

. Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor urmatoare:

a)(3X)(2x-3=7),XeR;
b) (3X) (4X +5=3), X € Z;
c) (vX) (6 -2x#2),XeN;

d) (VX) (5-2x>2+X), XeN;
e)(AX) (5X +3<2(X + 4)), X € R;
f@EAX)(1-X2-2(x- 1)), X € Z.

. Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor urmatoare:

e) (vX)(3y) (X=2ysaux=2y + 1), X,y €N;
f) (3x) (vy) (Xy =y), X,y € Z;
g) (vX) (3y) (Xy =y), X,y € Z.

a) (vX) (3y) (y2x), X,y €N;
b) (3X) (YY) (X2Y), X,y €R;
o) (vx) (Ay) (y=x-1),X, Yy €N;
d) (3x) (vy) (y=X-1),X, Y €N;

. Scrie propozitiile urmatoare folosind cuantificatori si precizeaza valorile de

adevar ale acestora:

a) ,Pentru orice numar intreg, exista un numar intreg mai mare decat el

b) ,Pentru orice numar real X, existd un numar real Y astfel incat X +y =1

c) ,Exista un numar natural care este multiplu de 4 si multiplu de 6.

d) ,,Pentru orice numar natural, exista un numar natural mai mare decat dublul sau.”
e) ,Pentru orice numar real X, exista un numar real Y astfel incat y? = x2”

f) ,Oricare ar fi numerele reale X siy, X2+ 1+Yy2>0."

g) ,Oricare ar fi numarul natural X, exista un numar natural y astfel incat X : y."
h) ,Exista numere naturale X si y astfelincat X +2y =3si2x -3y =-1"

i) ,Exista un numar real X astfel incat X - y = 0, pentru orice numar real y."
Stabileste valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:

(vx) (vy) p(X, ¥) A q(X, Y), (3X) (3Y) p(X, Y) A (X, y), (vX) (vy) p(X, ) v q(X, Y),
(3%) (3y) p(x, Y) v q(X, Y).

a) p%, Y): 33X -2y +5=0" X, Y €R,si q(X, Y): X+ 4y =5 X,y €R;

b) p(X, Y): 22X -3y = 8", X, Y € R, Si q(X, Y): ,~6X + 9y =24 = 0", X,y € R;

Q) P, Y): 3X+Y +5=0"X, Y €R,siqeX Y): ,6X+2y=-10" X,y €R.

. Precizeaza valoarea de adevar a fiecareia dintre propozitiile urmatoare:

A (@X) (vy) (X +y=0),X,Y €R;
d) (@) 3Qy) (x+y=0), X,y €R.

a) (vX) (vy) (X +y =0), X,y € R;
b) (vX) (3y) (X +y =0), X,y €R;

UNITATEAT

STIAI CA..?

Notatia actuala pentru
cuantificatorii
predicatelor se
datoreaza in principal
influentelor filosofului
si logicianului
Bertrand Russell si a
matematicianului
Giuseppe Peano.

V (cuantificatorul
universal): un ,A”
inversat, derivat din
cuvantul All sau Alle
(toti/fiecare).

3 (cuantificatorul
existential): un ,E”
rotit, derivat din
cuvantul Exists sau
Existiert (exista).

Bertrand Russell
(1872-1970)

Giuseppe Peano
(1858-1932)
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1.4. Reguli de negare

Descopar

L Scrie negatia fiecareia dintre propozitiile urmatoare:

N

a),teQ” e) ,Daca ploua, atunci iau umbrela.’
7 b),321" f) 12 este multiplu de 3, daca si numai
f c) ,Astizi ploua si este frig” daca 12 este multiplu de 4.
d) ,Triunghiul ABC este isoscel sau g) ,Toti elevii au rezolvat problema.’
dreptunghic.” h) ,Exista un numar natural divizibil cu 7"

Din rezolvarea subpunctelor de la c) la f) ale exercitiului propus la sectiunea Descopar, observam ca
negarea unei propozitii compuse nu inseamna doar addugarea cuvantului ,nu”, ci presupune modificarea
operatorului logic al enuntului.

Regulile de negare ale propozitiilor compuse @
Se considera p si q propozitii simple. Atunci:
« Negatia propozitiei ,p si g” (p A q) este propozitia ,,non p sau non g”, notata (—p) v (—q).
« Negatia propozitiei ,p sau q” (p v q) este propozitia ,non p si non g", notata (—p) A (—q).
« Negatia propozitiei ,p implica " (p — g) este propozitia ,p si non q", notata p A (—q).
« Negatia propozitiei ,p echivalent cu g” (p < q) este propozitia ,,(p si non q) sau (non p si q)", notata
[p A (=g)] v [(=p) A g.
EXEMPLE:
1. Negatia propozitiei ,Numarul 6 este par si este multiplu de 3.” este propozitia ,Numarul 6 nu este par sau
nu este multiplu de 3.

2. Negatia propozitiei ,Numarul 5 este par sau este numar prim.” este propozitia ,Numarul 5 nu este par si
nu este numar prim.’.

3. Negatia propozitiei ,Daca 12 este multiplu de 4, atunci este numar par.” este propozitia ,12 este multiplu
de 4 si nu este numar par”.

4. Negatia propozitiei ,2° = 8 echivalent cu 2-2-2 = 8" este propozitia ,(23 = 8 si 2:2-2 # 8) sau
(23#8si2-2-2=8)"
OBSERVATIE.

Regulile de negare ale conjunctiei si disjunctiei se numesc Legile lui De Morgan,
dupa matematicianul britanic Augustus De Morgan.

Augustus De Morgan (1806-1871)
matematician britanic,
considerat intemeietorul logicii formale
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Regulile de negare ale propozitiilor universale si existentiale @

Fie p(X), unde X € E, E # @, un predicat unar.

« Negatia propozitiei ,Oricare ar fi X din E are loc p(X)." este propozitia
»Exista cel putin un element X in E pentru care nu are loc p(X).".

« Negatia propozitiei ,,Exista cel putin un X in E astfel incat are loc p(X).” este
propozitia ,Oricare ar fi X din E, nu are loc p(X).".

EXEMPLE:

1. Negatia propozitiei ,(VX) (X? 2 0)", X € R, este ,(3X) (X2 < 0)", X € R.

2. Negatia propozitiei ,(3X) (X2 = 2)", X € R, este ,(vX) (X2#2)", X € R.
OBSERVATIE.

Regulile de negare formulate anterior se adapteaza in mod corespunzator si
pentru negarea propozitiilor obtinute prin cuantificarea predicatelor care au n
variabile. De exemplu, negatia propozitiei (VX) (3y) p(X,y) poate fi formulata
(3x) [=((3y) p(x, y))] sau (3X) (VY)(=p(X, Y)).

Aplic

1. Pentru fiecare dintre propozitiile compuse de mai jos, scrie propozitiile simple
care o alcatuiesc si negatia.
a) ,Elevul a invatat si a rezolvat exercitiile.”
b) ,12 este numar natural par sau impar”’
c) ,Daca un numar natural este divizibil cu &, atunci este par”
) ,Daca un numar este multiplu de 6, atunci este multiplu de 2"
e) ,Triunghiul ABC este dreptunghic si are un unghi cu masura egala cu 30°.
f) ,Numarul 16 este divizibil cu 2 si numarul 10 este divizibil cu 3.
g) ,Un triunghi este echilateral daca si numai dacd toate unghiurile sale au
masurile egale cu 60°.”
h) ,Un numdr natural este prim daca si numai daca are exact doi divizori."

o

. Scrie negatia fiecarei propozitii.

a) ,,Orice numar natural este mai mare sau egal cu 0"

b) ,Exista un numar intreg care este multiplu de 3”

c) ,Pentru orice numar real X, daca X > 1, atunci X2> 1

d) ,Exista un numar natural care este divizibil cu 4 si cu 6.

e) ,Toate numerele reale pozitive au inversul pozitiv.”

f) ,Exista un numar prim mai mare decat 50.”

g) ,Pentru orice numar intreg X, daca X este multiplu de 10, atunci este multiplu
de5”

h) ,Nu exista un numar real al carui patrat sa fie negativ.”

i) ,Pentru orice numar real X si orice numar realy, X +y # 0"

j) ,Pentru orice numar real X, exista un numar real y astfel incat Xx2-y >0
k) ,Exista un numar real X astfel incat y > X, pentru orice numar real y."

) ,Exista numerele reale X si y astfel incat y3 < 3"

m) ,Toti elevii din clasa au manualul de matematica.”

n) ,Toate magazinele sunt deschise duminica.

0) ,Exista un autobuz care ajunge la timp in fiecare zi."

UNITATEAT

JOC INECHIPE: @)

”

,Universalul sub atac

Elevii se vor imparti in
doua echipe:

¥ Echipa A:
,Demolatorii” (neaga
propozitiile date).

O Echipa B:
,Aparatorii” (sustin
propozitiile date).
Demolatorii trebuie sa
gaseasca UN
contraexemplu.

Aparatorii trebuie sa
arate ca NU exista
exceptii.

a. Toate patratele au
perimetrul mai mare
decat 10 cm.

b. Exista 6 luni ale
anului care au 31 dezile.
¢. Numarul statelor
membre ale Uniunii
Europene care au euro
ca moneda oficiala
este mai mic decat 27.
d. Toate continentele
sunt locuite.

e. Toate echipele de
fotbal au 11 jucatori
pe teren.

f. Exista monumente
mai vechi de 3 000 de
ani care sunt
conservate si in
prezent.

g. Unele animale pot
trai atat in apa, cat si
pe uscat.

h. Toate telefoanele
au tastatura fizica.

i. Exista tari care au
mai multe capitale
oficiale.
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Elemente de logica matematica

1.5. Reducere la absurd

Descopar

1. Fie a, bsi c trei numere reale, astfelincat a + b + c < 12. Demonstreaza ca cel putin
unul dintre numerele a, b sau ¢ este mai mic decat 4.

2. Demonstreaza ca nu exista niciun numar rational al carui patrat sa fie egal cu 5.
3. Fie propozitiile p si . Demonstreaza echivalenta p — g = (—q) - (—p).

Pitagora (c. 570-495 .H.)
filosof si matematician grec

STIAI CA...?

Scoala pitagoreica,
fondata de Pitagora in
secolul al VI-lea 1.H.,
sustinea ca toate
marimile pot fi
exprimate prin
rapoarte de numere
intregi, adica prin
numere rationale. in
acest context,
pitagoreicii au studiat
lungimea diagonalei
unui patrat de latura 1
(adica v2). Unul
dintre discipoli a
descoperit faptul ca
aceasta nu poate fi
exprimata ca raport
de numere intregi,
deci este un numar
irational.

Surse antice i
atribuie aceasta
descoperire lui
Hippasos din
Metaponte, dar nu
exista dovezi istorice
sigure. Se spune ca
rezultatul a fost tinut
secret, deoarece
contrazicea
convingerile
pitagoreice.
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Invat

Se considera propozitiile p si g si echivalenta p — g = (=q) — (=p).

Tabelul valorilor de adevar este:

p q P—q -q -p (—q) - (-p)
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1

Folosind aceasta echivalentd, in loc sa demonstram implicatia p — g,
demonstram implicatia (—q) — (—p). Aceasta metoda de demonstratie se
numeste metoda reducerii la absurd.

EXEMPLU:

Sa demonstram ca numarul natural 2 nu este patratul niciunui numar rational.

Presupunem ca numarul natural 2 este patratul numarului rational pozitiv a
(altfel spus, a2 = 2). Putem scrie a = %, undemeN, neN"si(m,n)=1(msin
sunt prime intre ele).

2
Avem (%)2 =2, de unde rezulta m_z =2,decim?=2-n%
n
Cum 2-n? : 2, obtinem m? : 2, ceea ce implica m = 2k, k € N (m este numar
par).

Inlocuind m cu 2k in relatia m? = 2 - n? obtinem 4 - k2= 2 - n? ceea ce implica
n?=2- k% De aici rezulta ca n este un numar par.

Am obtinut ca m si n sunt numere naturale pare, deci 2 este un divizor comun
al lor, ceea ce contrazice (m, n) = 1.

Aceasta contradictie ne arata ca presupunerea facuta (a numar rational, a? = 2)
este falsa.

Deci a nu este numar rational.
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Exercitii rezolvate STIAI CA..?

1. Daca in n cutii se afld m bomboane (m > n), atunci exista cel putin o cutie in care Principiul lui Dirichlet
se afla cel putin doua bomboane (principiul lui Dirichlet). (Principiul cutiilor)
Rezolvare: Se considera k obiecte
Presupunem ca nu exista nicio cutie in care sa se afle cel putin doua bomboane, plasate in n cutii. Daca
adica in fiecare cutie exista cel mult o bomboana. Astfel, in cele n cutii vom avea k>n, adica sunt mai
cel mult n bomboane. Cum numarul de bomboane este m si m > n, am obtinut o multe obiecte decat
contradictie. Asadar, exista cel putin o cutie in care sunt cel putin doua bomboane. cutii, atunci exista cel

Aplic

. La o reuniune, fiecare persoana prezenta da mana cu exact trei persoane. Arata ca

. Demonstreaza ca numarul natural 3 nu este patratul niciunui numar rational.
. Fie n un numar natural. Demonstreaza ca, daca n? este impar, atunci n este impar.

1
2
3.
4. Demonstreaza ca nu exista numere naturale X si y astfel incat X2 -2y? = 1 si

. Demonstreaza ca, pentru orice numar natural nenul n, numarul 12n +1 nu se

putin o cutie care
contine cel putin doua

numarul participantilor la reuniune este par. }
obiecte.

Rezolvare:

Fie n numarul persoanelor participante la reuniune.
Presupunem ca n este impar. Deoarece vor avea loc 3n strangeri de mana, rezulta
ca 3n este impar. Dar fiecare strangere este numarata de doua ori, astfel ca 3n
trebuie sa fie par, ceea ce este o contradictie. Asadar, presupunerea este falsa,
deci la reuniune participa un numar par de persoane.

Demonstreaza ca exista o infinitate de numere prime.

Rezolvare:

Presupunem ca exista un numar finit de numere prime. Fie p,p,,.., p, toate
numerele prime existente. Atunci numarul N = p,p,...p, + 1 nu este divizibil cu
niciunul dintre numerele prime p,, p,, .., p,- Deci N este numar prim sau este
divizibil cu un alt numar prim diferit de p, p, .. p, ceea ce contrazice
presupunerea facuta. Asadar, exista o infinitate de numere prime.

3n+8
2n+5

Demonstreaza ca fractia este ireductibila, pentru orice numar natural n.

ambele numere, X si 'y, sa fie pare.
Fie a, b, ¢ si d numere reale. Arata ca cel mai mic dintre numerele a - b% b - &
1

¢ - d? d - a* nu poate fi mai mare decat 4

poate scrie ca diferenta a doua numere prime.

Portofoliu

Rezolva urmatoarea problema, aplicand principiul lui Dirichlet.

La un seminar participa treisprezece persoane. Fiecare persoana cunoaste cel mult doua limbi straine, iar
oricare doua persoane pot comunica intr-o limba straina comuna. Demonstreaza ca exista cel putin sapte
persoane care cunosc aceeasi limba.
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2. Metoda inductiei matematice

Descopar

1. Se considera expresia E(n) = n? + n + 17, unde n este numar natural.
a) Arata ca E(0), E(1), E(Q2), E(3) sunt numere prime.
b) Sunt E(10) si E(14) numere prime?

¢) Pe baza observatiilor facute prin rezolvarea subpunctelor a) si b), putem afirma
ca E(n) este prim pentru orice numar natural n?

d) Calculeaza E(16). Ce observi?

2. Se considerasumasS, =1+3+5+..+(2n - 1), unde n este numar natural nenul.
a) Calculeaza sumele S, S,, S5 5i S,. Ce observi?
b) Propune o formula generala pentru calculul sumei S,

¢) Cum poti demonstra ca aceastd formula este valabild si pentru calculul sumei
S1000 fara a efectua suma?

Invat

N 238

Principiul inductiei matematice

Daca o propozitie P(n), n fiind un numar natural, este adevarata pentru n = 0 si, din faptul ca propozitia
este adevarata pentru n = k (k fiind un numar natural oarecare), rezulta ca aceasta este adevarata si pentru
numarul natural n = k + 1, atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural n.

Din acest principiu deriva metoda de demonstratie numita metoda inductiei matematice.
Fie P(n) o propozitie care depinde de un numar natural n > m, m fiind un numar natural fixat.
Demonstratia prin metoda inductiei matematice a propozitiei P(n) consta in doua etape:

1. Se verifica faptul ca propozitia P(m) este adevarata.

2. Se presupune ca propozitia P(k) este adevarata si se demonstreaza ca propozitia P(k + 1) este adevarata,
k fiind un numar natural mai mare sau egal cu m.

Daca ambele etape ale demonstratiei sunt verificate, atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice
numar natural n 2 m.

EXEMPLE:
1.2+ 4+6+...+2n=n(n+1), pentru orice numar natural nenul n.

Fie propozitia P(n): 2 + 4 + 6 + ...+ 2n = n(n + 1), unde n este numar natural nenul.
- Verificam faptul ca propozitia P(1) este adevarata:

P(1): 2 =1(1+ 1) = P(1) este adevarata.
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- Demonstram P(R) — P(k +1).

P(R):2+ 4 + 6 + ... + 2R = k(R + 1), unde k este numar natural nenul;
P(R+1):2+4+6+..+2kR+2(k+1)=(k+1)(k+1+1),unde k este numar natural nenul;
P(R+1):2+4+6+..+2kR+2(kR +1)=(k+1)(k + 2), unde k este numar natural nenul.

2+4+6+.. +2R+2(kR+1)=R(R+1)+2(R+1)=(kR+1)(k+2)= P(k + 1) este adevarata.
R(R+1)

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate, prin urmare propozitia
P(n) este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

2.7" - 1 este divizibil cu 6, pentru orice numar natural n.

Fie propozitia P(n): 7" - 1 este divizibil cu 6, unde n este numadr natural.

- Verificam faptul ca propozitia P(0) este adevarata:

P(0): 7° -1 este divizibil cu 6 = P(0) este adevarata.

- Demonstram P(R) — P(k +1).

P(k): 7% - 1 este divizibil cu 6, unde k este numar natural;

P(k +1): 7%*1 - 1 este divizibil cu 6, unde k este numar natural;

7k*1-1=7-7k-7+6=7(7% - 1) + 6, unde k este numar natural.

Cum 7% - 1 este divizibil cu 6, rezulta ca 7(7% - 1) + 6 este divizibil cu 6, deci propozitia P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate, prin urmare propozitia
P(n) este adevarata pentru orice numar natural n.

Exercitii rezolvate

1 1 1 1
13735757 =" 2n-10-Qn+1)’
demonstreaza ca rezultatul obtinut este corect, folosind metoda inductiei
matematice.

1. Calculeaza suma S = unde n € N', si apoi

Rezolvare:
.. . . . 1
Observam ca forma generala a unui termen al sumei S este QR-1)-QReD

unde k este numar natural nenul.

1 -1 2 1 QR+1)-0QkR-1) _
QR-1-2kr+1) 2 2k-1)-QkR+1) 2 Qk-1)-Qk+1)
-1 Qr+1 k-1 111 .
2 ((2k-1)-(2k+1) (Zk-1)-(2k+’l)> 2 <2k—_1 2k+1>,pentruonce

numar natural nenul k.

111 1 _

STT3'3.5 5.7 - @non- @i+

S O e A O A | 1 1T \_ 1. /__1 \__n_

=2 (1 3'375%57 7 "0 2n+1> 2 (1 2n+1) 2n + 1 pentru

orice numar natural nenul n.

. S S B 1 S—(
F|eP(n).1_3+3_5+5.7+---*(2,,_1).(2n+1) 2n+1

natural nenul.

unde n este numar
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Elemente de logica matematica

STIAI CA..2 @

« Intregul univers
digital se bazeaza pe
logica lui George
Boole. El a inlocuit
cuvintele ,adevarat”
si fals” cu cifrele 1si
0. Fara aceasta
simplificare, denumita
algebra booleana,
computerele si
telefoanele mobile de
astazi nu ar fi putut
exista.

» Matematicianul
roman Grigore Moisil
este considerat
»parintele
informaticii” n
Romania. Acesta a
fost printre primii din
lume care a folosit
logica matematica
pentru a explica
functionarea
circuitelor electronice,
demonstrand ca
matematica pura
poate fi folosita
pentru a construi
masini de calcul
inteligente. Grigore
Moisil este cel care a
introdus informatica
in scolile si
universitatile din
Romania, intr-o vreme
in care multi
considerau
computerele doar
niste curiozitati
ingineresti.
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Demonstram ca P(n), unde n este numar natural nenul, este adevarata prin
metoda inductiei matematice.

- Verificam faptul ca propozitia P(1) este adevarata:

P S 2rats
P(): 773=57+7 = P() este adevarata.
- Demonstram P(k) — P(k + 1).

U N I 1 - R ;
PR 5+5 5% 5.7+ R -GReD - 2R+ unde k este numar natural
nenul.

N S S 1 1 - R+1

A1k 57 35757~ " Gr-n)- Q1) Q1) GRv3) 2k+3 Y€

k este numar natural nenul;
1 1 1 1 1 _
173735 5.7 " 0Qk-10-Qk+1) Qk+1-Qk+3)

_k_
2k+1

__k 1 __RQR+3)+1 _ 2R +3k+1 _
2k+1 (2R+1)-(2k+3) (k+1)-(kR+3) (kR+1)-(2k+3)
_R+1)-(k+1)  R+1
T (k+1)-(k+3) 2k+3
Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate,
prin urmare propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

= P(k + 1) este adevarata.

. Arata ca 2" > n?, pentru orice numar natural n > 5.

Rezolvare:

Fie P(n):2">n% unden e N, n 2 5.

- Verificdm ca propozitia P(5) este adevarata:

P(5): 2° > 52 = P(5) este adevarata.

- Demonstram P(k) — P(k + 1).

P(R): 2k > k2, unde ke N, k 2 5;

P(kR +1): 2> (kR + 1), unde REN, k 2 5.

Deoarece 2> R? < 2-2k>2 - R?2 < 2k > 2. R? pentru a demonstra 2k > (k + 1)?
este suficient sa demonstram ca 2 - k? > (k + 1)? pentru orice R € N, k 2 5.

2:R?>(R+1)02<2-R2>R*+2k+1R*-2kR-1>0R*-2k+1>2 &

< (k- 1)?>2, adevarat pentru orice k€ N, k > 5.

Asadar, 2% > 2-k% > (kR+1)? pentru orice k € N, k 2 5, de unde rezulta ca
propozitia P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate,
prin urmare propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural n 5.

Aplic
1. Folosind metoda inductiei matematice, demonstreaza ca:
a)1+2+3+..+n= n(n2+ 1), pentru orice numar natural nenul n;

_n(n+1)2n+1)
- 6

nn +1)
2

b) 12 +22+ 32+ . +n? , pentru orice numar natural nenul n;

2
C)1P+23+33+ . +n3= [ ] , pentru orice numar natural nenul n;
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nn +1)(n +2)

d)1:2+2-3+3-4+..+n-(n+1)= , pentru orice numar natural

3
nenul n;
e) 1-4+2-7+3-10+..+n-(3n+1)=n(n+1)% pentru orice numar natural
nenul n;
f)i+ ! 1 .0 pentru orice numar natural nenul n;
1272373 n(n+1) n+1’ '
101 1 n . <
g) —= T5'5.9' 013" Gn-3)Gn+1) " in+1’ pentru orice numar natural
nenul n;
h) 1, 2 ., 3 n _ n(n +1)
1-3-5 3-5-7 5~7-9 (2n D@2n +1Qn +3)  22n +1)(2n +3)’

pentru orice numar natural nenul n;

N (1-1). (1.1 _1 41 __n+2 . .
i) (1 4> (1 9) (1 16) (1 Tr 1)2> X+ 1)’ pentru orice numar
natural nenul n;

+1 _
Pr1+X+X2+ .+ XN = X)n( — 11, X # 1, pentru orice numar natural nenul n;
n+l _ -
R)3+33+333+..+ 33.3 =w, pentru orice numar natural nenul n.

n cifre de 3

. Demonstreaza inegalitatile:
a) 3" >2n + 1, pentru orice numar natural n, n > 2;

b) 2" > (n + 1), pentru orice numar natural n > 6;

1 1 1 L1 13 . . )
C)n+1+n+2+n+3+ n >24,pentru orice numar natural n > 3;

1 1 1 1
d) n+1+n+2+n+3+“'+3n+1

_+1>1+n

> 1, pentru orice numar natural n;

e)1+ , pentru orice numar natural n, n > 2;

L
2" 3
f) \/1_ \/_ \/_ \/_ < n, pentru orice numar natural n > 2.
. Demonstreaza ca, pentru orice numar natural n, avem:
a)n+5n : 6 d) 3521+ 23 : 17,

b) 72" - 420 : 33; e)2n3+3n2+7n: 6;
C)4n+15n-1:9; f)9m1-8n-9:16.

. Pentru n numar natural nenul, calculeaza si apoi demonstreaza prin metoda
inductiei matematice ca rezultatele obtinute sunt corecte.

1 1 1 1
—t——+ + ...+
14 4-777-10 (3n—2)(3n+1)'

N

et 2 e — T peN
373 @n-1n+1)" =

1-3
1-2-3+2-3-4+3-4-5+_+n-(n+1)-(n+2),neN"

€)2-5+3-6+4-7+..+(n+1)-(n+4),neN"
1+2-(1+2)+3-(1+2+3)+...+n-(1+2+..+n),neN".

a) neN

~
~
. |
~
N

UNITATEAT

STIAI CA..?

« Matematicianul
Bertrand Russell a
descoperit o eroare
logica celebra, numita
»paradoxul lui
Russell”, care a fortat
savantii sa rescrie
bazele matematicii.

El a aratat ca logica
are nevoie de reguli
stricte pentru a nu
intra in contradictie
cu ea insasi.

« David Hilbert, unul
dintre cei mai mari
matematicieni, a
crezut ca matematica
poate fi complet
automatizata. Acesta a
lansat provocarea ca
orice problema
matematica sa poata
fi rezolvata printr-un
set finit de pasi logici,
deschizand calea catre
inventarea
algoritmilor.

« Kurt Godel a
demonstrat, spre
uimirea tuturor, ca
logica are limite. El a
dovedit matematic
faptul cq, in orice
sistem complex, exista
adevaruri care pot fi
intuite, dar care nu vor
putea fi niciodata
demonstrate prin
calcul.
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. Scrie negatiile propozitiilor urmatoare:

. Scrie negatiile propozitiilor urmatoare:

Recapitulare

Exercitii recapitulative {®

1. Stabileste valoarea de adevar a propozitiei p.

a) p: ,\2 este numdr rational”; b) p: ,-1,(13) = —%"; c)p:,N22+32=5" d)p:,2"=-2"

. Determina multimea de adevar a predicatului p(X).

a) pX): ,IX -2 +14-%X21=0"XeR; b) p(X): ,3X2 - 14X -35=0", X € Z.

. Fie propozitiile p: 196 este patrat perfect.” si g: ,Un triunghi echilateral cu latura egala cu 10 cm are aria mai

mare decat 40 cm?”. Determina valorile de adevar ale propozitiilor p, p v g, p — q.

. Stabileste corespondenta intre coloanele A si B, astfel incat fiecarei propozitii compuse din coloana A sa-i

corespunda notatia adecvata din coloana B:

A B
1.,105>8si2+8=10" apeq
2. ,Daca [2,05] = 2, atunci {2,05} = 0,05 b.pAq
3—3 3 cl H 3 _§ _§n C‘p_)q
3. ,,|+7| =7 daca si numai daca| 71=7 dpvg
4.,2N3 - 55 =10\15 sau -2 - 8 = -10” e. p

. Se considera predicatul p(X,y): ,X + 2y = 3", unde X, Y € Z. Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor:

a) p(1,7); b) p(1, 0); c) (3x) p(X, -1); d) (vx) (3y) p(x, y).

. Precizeaza valorile de adevar ale urmatoarelor propozitii compuse:

a) ,,Daca un numar este divizibil cu 12, atunci este divizibil cu &
b) ,Daca 3 + 4 = 10, atunci Luna este un satelit al Pamantului””
c) 3 este multiplu de 3 si 2 este multiplu de 4

=x),xeTR*;
=2), XeR.

X|=

2) (vX) (25#1), x e R\ {1} 0 (3x) (
b) (¥X) (X este par sau X este impar), X € N; d) (3x) (x

N

a) ,Printr-un punct exterior unei drepte trece o singura paralela la acea dreapta.”’
b) ,Toate patratele sunt dreptunghiuri”’

¢) ,Daca un numar este patrat perfect, atunci este natural.”

d) ,Numarul 7 este prim si este impar”’

e) ,Cel putin un numar intreg este negativ.”

f) ,8 este impar sau &4 > 2

g)

h)

,Un numar este multiplu de 6 daca si numai daca este multiplu de 3"
,Toti elevii care participa la olimpiade au medii peste 9.”
»Exista in biblioteca o carte noua, care nu este imprumutata.”

)
k) ,Niciun tren anulat nu soseste la timp.”’

— ~—

,Toate produsele perisabile din magazin sunt la reducere.”

1) ,Exista un locuitor al orasului care detine masing, dar nu are permis de conducere.”



Recapitulare

9. Se considera predicatele p,(X): ,X +2>0", X € R si p,(X): ,X - 1< 0", X € R. Determina multimile de adevar
ale predicatelor:

a) py(X); €) p4(X) V py(X); e) (3p(X) A p,(X);
b) p,(X); d) p,(X) A poX); f) p,X) A (=p,(X)).

10. La ora de matematica, cei 28 de elevi ai unei clase participa la urmatorul joc: ies la tabla in ordine
alfabetica si fiecare dintre ei scrie cu doua numere mai mult decat a scris colegul care a iesit la tabla
inaintea lui. Primul elev a scris un numar.

a) Cate numere a scris cel de-al 28-lea elev?

b) Cate numere vor fi pe tabla dupa ce scrie numerele ultimul elev?

c) Cate numere ar fi pe tabla dupa ce scrie ultimul elev, daca in clasa ar fin (n € N, n > 1) elevi?
Demonstreaza ca rezultatul este corect folosind metoda inductiei matematice.

11. Demonstreaza ca:

2
a)2+7+14+,,,+(n2+2n_1)=—”(2” +9n+1)

6
1.2 .3 n_ n+2 . . .
b)2+22 > ...+ﬁ—2— o , pentru orice numar natural nenul n;

1 1 1 2n -1 , . ,
T3 ~*733. < [ Ppentruorice numar natural n > 3;
+

, pentru orice numar natural nenul n;

+..+ \/iﬁ < 2+/n , pentru orice numar natural n > 2;

1 135 -1 1 : . )
e) nS3h 6~ ap S NTEEL pentru orice numar natural nenul n;
f) (21 -5"+7) : 9, pentru orice numar natural nenul n;

g) (2121 - 23" - 41) : 19, pentru orice numar natural n;

h

) 3273 + 40n - 27 : 64, pentru orice numar natural nenul n.

12. Fie n un numar natural, n > 3. Demonstreaza ca oricare ar fi n puncte in plan, astfel incat oricare 3 puncte

sa fie necoliniare, se pot construi W triunghiuri avand varfurile in aceste puncte.

Portofoliu

Bucla memoriei

Esti in ziua 40 a show-ului Survival Genesis. Te afli pe o insula vulcanica, izolata, din Pacificul de Sud, iar
tribul tau ,,Phoenix” este la limita epuizarii. Ca sef de trib, porti pe umeri responsabilitatea intregii echipe:
daca nu ajungeti la punctul de extractie inainte de apus, sunteti eliminati din competitie.

In fata ta, jungla se desparte in doua poteci identice. In mijlocul lor sta Pastratorul Timpului, un localnic
care cunoaste insula ca pe propria palma. Insa producdtorii au adaugat o regula: acest om spune intr-o
zi adevarul, iar in urmatoarea zi minte. Nu ai nicio metoda electronica de a verifica in ce zi te afli, iar
ceasul tau biometric indica faptul ca mai ai doar doua minute pentru a decide.

a) Formuleaza o singura intrebare pe care sa i-o adresezi Pastratorului Timpului, astfel incat, indiferent
daca astazi el spune adevarul sau minte, sa poti deduce cu certitudine, in functie de raspunsul lui, care
este drumul spre salvare.

b) Creeaza propria versiune a jocului ,Bucla memoriei” cu trei personaje: unul care spune adevarul, unul
care minte si unul care raspunde la intamplare. Scrie setul minim de intrebari pe care le folosesti pentru
a-l identifica pe cel care spune adevarul.
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A. Dintre enunturile urmatoare, cel care este propozitie in sensul logicii matematice este:
a) X+5=12"XeR c) ,Ai facut tema?”
b) ,Inchide geamul!” d),7 este multiplu al lui 3

(10 p.) B. Disjunctia propozitiilor simple p si q este propozitia:

a)pAg; b)pvg; o)p<q d)p—q.
(10p.) C. Dintre propozitiile de mai jos, cea adevarata este:
a) ,8 este numar impar.”’ c) ,Toate numerele intregi sunt pozitive.”
b) ,3>10" d) ,Exista un numar natural mai mare decat 9.”
Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvarile complete.

10 puncte 1. Determina multimea de adevar a predicatului p(X): ,2(X - 1) +3X =X - 3(X + 2)", X € R.

20 de puncte 2. Scrie negatiile urmatoarelor propozitii:
(10 p.) a) (VX) (X este par sau X este impar), X € N;
(10 p.) b) (3X) (X2 = - 4), Xe Z.
10 puncte 3. Se considera propozitia p: ,Un numar este multiplu de 6 daca si numai daca este
multiplu de 3.
(4p.) a) Scrie propozitiile simple care compun propozitia p.

(6p.) b) Determina valoarea de adevar a propozitiei p.

10 puncte 4. Stabileste daca propozitia urmatoare este adevarata sau falsa:
(vX) (Qy) (X2 - 4X+ 4>Yy),unde X eN,y € Z.

10 puncte 5. Demonstreaza ca 1:2+2-3+3-4+..+n(n+1) = W, pentru orice numar
natural nenul n.

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFﬁR$ITUL ACESTEI UNITI‘-'\'[I: 5foarte bine 4&bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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Unitatea

Siruri si
progresii

» 1. Siruri; moduri de definire a unui sir.
Progresii aritmetice si progresii
geometrice: determinarea termenului
general al unei progresii; suma
primilor n termeni ai unei progresii,
caracterizarea unei progresii prin
relatia dintre orice trei termeni
consecutivi, conditia ca n numere
reale sa fie in progresie aritmetica
sau geometrica, pentru n >3

» 1.1. Siruri; moduri de definire a unui sir

» 1.2. Progresii aritmetice: determinarea
termenului general al unei progresii;
suma primilor n termeni ai unei
progresii, caracterizarea unei progresii
prin relatia dintre orice trei termeni
consecutivi, conditia ca n numere
reale sa fie in progresie aritmetica,
pentrun >3

» 1.3. Progresii geometrice: determinarea
termenului general al unei progresii;
suma primilor n termeni ai unei
progresii, caracterizarea unei
progresii prin relatia dintre orice trei
termeni consecutivi, conditia ca n
numere reale sa fie in progresie
geometrica, pentrun =3




UNITATEA 2 Siruri si progresii

1.1. Siruri; moduri de definire a unui sir

. Descopar

1. Se considera succesiunea de numere naturale: 1, 8, 27, 64, ... .
a) Completeaza succesiunea cu urmatorii trei termeni.
b) Scrie o formula care face legatura intre locul pe care il ocupa fiecare termen in
succesiune si valoarea lui.
¢) Ce loc ocupa n succesiune numarul 512?
d) Este numarul 1000 termen al succesiunii?

2. Un antreprenor decide sa vanda online tablete grafice destinate designerilor. in
prima zi dupa lansarea site-ului vinde 2 tablete, iar in a doua zi vinde 3 tablete.
Dupa ce investeste intr-o campanie de promovare pe retelele de socializare si
analizeaza vanzarile zilnice, observa un tipar interesant: incepand cu a treia zi,
numarul de tablete vandute zilnic este egal cu suma vanzarilor din cele doua zile
precedente, la care se adauga inca o tableta.

a) Determina numarul de tablete vandute in ziua a treia, a patra si in cea de-a
cincea zi.

b) Scrie o relatie prin care sa exprimi numarul de tablete vandute in ziua n in
functie de numarul celor vandute in zilele anterioare.

Invat

in mod obisnuit, prin sir de numere reale intelegem o infinitate de numere reale, distincte sau nu, scrise
unul dupa altul, fiecare avand un loc bine determinat.

EXEMPLE:
1.1,2,3, 4,5, ... (sirul numerelor naturale nenule);

2.1,4,9,16, ... (sirul patratelor numerelor naturale nenule);

3.-1,1,-1,1, ... (sirul puterilor cu exponent natural nenul ale Lui -1);

1 ,%,,,, (sirul inverselor numerelor naturale nenule). 1 4 6 9 16

lil
0BSERVATI. @
1. Un sir de numere nu este o multime de numere.

4.1

W=

2. Intr-un sir, fiecare element are un loc bine stabilit.

in general, un sir se scrie a,, a,, ..., @,, ... sau (a,), sau (a,). in locul literei a se poate folosi orice alta liter,
de exemplu (b,),, (¢,), etc.

in scrierea a,, a,, .., a,, indicele arata pozitia sau rangul unui termen in sir astfel: a, este primul termen,
a, este al doilea termen, ..., a, este al n-lea termen sau termenul de rang n.
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Siruri si progresii UNITATEA 2

De exemplu, se considera sirul: 1, 4, 9, 16, .. n? ..

ividy 1491625

a, a, a; a, .. Q,..

Prin precizarea rangului unui termen cu ajutorul indicelui acestuia se stabileste o corespondenta intre
multimea numerelor naturale nenule si multimea ale carei elemente sunt termenii sirului. Aceasta
corespondenta este definita de functiaf: N* - R, fin) = a,,.

Definitia 1. Se numeste sir de elemente ale multimii nevide X o functie f: N* — X.

OBSERVATIE.

Exista cazuri in care domeniul de definitie al unei functii ce reprezinta un sir este N sau

N,={k k+1,k+2, ..}, ke N.Tn aceste situatii, sirul se noteaza (a,),cy SaU (y)pst R € N.

EXEMPLE:

1. Sirul puterilor cu exponent natural ale lui 3, a, = 3", unde n € N, are termeniia,=1,a,=3,a,=3% ...;

-1
"on-3'

Moduri de definire a unui sir @ 3 33 333 3333
A. Siruri definite descriptiv
EXEMPLE:

Sirul (a,), definit prin a, = 3, a, = 33, a, = 333, a, = 3333, a, = 33 333, ... poate fi descris astfel: fiecare termen
al sau este un numar natural care se scrie cu ajutorul cifrei 3, numarul cifrelor unui termen al sirului fiind
egal cu rangul acestuia.

2.a n>hab,

B. Siruri definite analitic - sirurile sunt definite cu ajutorul unei formule care permite aflarea oricarui
termen al sirului.

EXEMPLE:
1. Sirul (a,), este definit prina, =n(n + 1), n e N".
inlocuind n in aceastd formula cu valorile 1, 2, 3, ... obtinem a,=2,a,= 6,a,= 12, ...

-1)n
2. Sirul (a,), este definit prin a,, = ( r11) ,neN.

Inlocuind n in aceasta formula cu valorile 1,2, 3, ... obtinema, = -1, a, = %, a,= —%, .

C. Siruri definite recurent - se cunosc primii k (k € N°) termeni ai sirului, iar urmatorii termeni se exprima
printr-o formula in functie de termenii precedenti (relatie de recurenta).

EXEMPLE:
1. Sirul (a,), este definit prin:a,=1,a,,,=1+ al, neN.
n
inlocuind a, cu valoarea termenului precedent in relatia de recurentd, obtinem a, =2, a, = %, a,= %, s

. L X,
2. Sirul (X,), este definit prin X, =1, X, =2, X4 =XL1, neN,nz2.
n

inlocuind X, cu valoarea termenului precedent in relatia de recurentd, obtinem X, = %, X, = 4, Xg = %, -t
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UNITATEA 2

Siruri si progresii

STIAI CA..?

Leonardo Fibonacci
(aprox. 1170-1250) este
considerat unul dintre
cei mai talentati
matematicieni
occidentali ai Evului
Mediu. S-a nascut in
Pisa, dar a calatorit
mult in Africa de Nord
(Bugia, in prezent in
Algeria), unde tatal
sau era reprezentantul
negustorilor. Acolo a
invatat despre
sistemul de numeratie
indo-arab (cifrele 0-9).
in anul 1202, a publicat
lucrarea Liber Abaci
(Cartea calculelor),
prin care a introdus
acest sistem in Europa,
inlocuind cifrele
romane, care erau
extrem de greu de
folosit in calcule
complexe.
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Exercitii rezolvate

1.

. Se considera sirul (a,), cu a, =% sia,, =

. Fiesirul(a,),cua,= ; sia,,=a,+

Scrie urmatorii trei termeni ai sirului: 1, 3,7, 15, ......

Rezolvare:

Observam ca: a, =2'-1,a, =22-1,a; = 2°-1, a, = 2* -1, de unde deducem
caa,=2"-1Atunci,a;=2°-1=31,a,=2°-1=63si a,=2"-1=127.

Se considera sirul (a,),, unde a, reprezinta restul impartirii lui n la 5. Determina
termenii ag, a,, Si G,y

Rezolvare:

ag este restul impartirii lui8la5 = az=3;

a,, este restul impartirii lui 42 la5 = a,, = 2;

0,096 €Ste restul Impartirii lui2 026 [a5 = a,p, = 1.

. Verifica daca numarul real 57 este termen al sirului (a,,),, definit prina,=n?+n +1,

nen".
Rezolvare:
57 este termen al sirului (a,),.< Ecuatia a, = 57 are solutii in N".

Rezolvand ecuatia a, = 57, obtinem n € {~8, 7}. Deoarece n € N', rezulta n = 7, deci
57 este termen al sirului (este termenul de rang 7).

20,41 .
a,+2'"€

a) Determina termenii a, si a,.
b) Exprima termenul a,, in functie de a,,, pentru n 2 3.

Rezolvare:
: L2301,
a) Pentru n =1 obtinem a, = o+ deunde rezultd a, = — =5
7 2
Pentru n =2 obt 92" de unde rezult 25 1
entru n =2 obtinem a; =~ - +2, e unde rezultd a, = TSP T
5
5 2a,,+1 ba,,+2+a,,+2
—+
b)a =Za,,_1+1= ap,,*2 3 a,,*+2 =50,,_2+l+
"0t 2 T 20,00 20,0 1420,,+4 7 40,5
Ay *2 Ay * 2
58 th
=05 sonENN23.

1

s+ "EN
a) Determina termenii a,, a, si a,.

b) Determina formula termenului general al sirului (a,), si demonstreaza prin
metoda inductiei matematice ca aceasta este corecta.

Rezolvare: : 1 1 4 2
a)Pentrun=1avema,=a,+ A a2 de unde rezulta a, = 27.376°3
; P B 2, 1 .93
Pentrun =2 avem a;=a, + 5~ 5y5- 5y, de unde rezulta a; =3+ 377,955
Pentru n =3 avem a, = a, + =, de unde rezulti g, == + —— =10 _ %
T EH NG ‘44572005



Siruri si progresii

b) Din ipoteza si din punctul a), stim ca a, = %, a,= %, a, =% sia, = g,

deducecaa -ﬁ, neN".

deci putem

Demonstram prin metoda inductiei matematice caa, = N pentru orice numar

+ 17
natural nenul n.

Fie P(n): a _n+1'

- Verificam faptul ca propozitia P(1) este adevarata:

P():0,= 74

- Demonstram P(R) — P(k + 1).

P(R): a, = ﬁ, ke N

Pk + : = R0 R EN'

1 _ R 1 k(R +2) +1 (R+1)? _kR+1
(R+D(k+2) k+1 (R*Dk+2) R+ Nk+2) (k+1)k+2) k+2'
Vk e N" = P(k + 1) este adevarata.

neN".

= P(1) este adevarata.

Opa =0 *

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt
verificate, prin urmare propozitia P(n) este adevarata, pentru orice numar natural
nenul n.

Aplic @

1. Completeaza sirurile cu urmatorii trei termeni:

a)7,71,777, 7777 ... d) V2, 5,10,V17, ...;

b)7,14,21,28, ...; e)0,-3,-8,-15,...;
€)3,6,12, 2, ..; £) 1,122, 122333, 1223334444, ... .
. Scrie formula termenului general pentru fiecare dintre sirurile urmatoare:
a)-2,4,-8,16, ...; d)1,5,9,13,17,...;
1357 . 1222 32 42
O ot g 013355778
00,3,8,15 24, ..;
. Determina primii cinci termeni ai sirului (a,),.
n?-1

a)a,=—fp—,neN

_2"-1 *
b)a,,-zn_1,neN,

-1, 1 1 ,
C)0"'1-2+2-3+'"+n(n+1)'n€N'
d)a,=— =ttt ——— neN;

142 2443 N+ N+ 1

1,1 1
€)a, =g+ gt —*zy, NEN]

. an + an+’| *

f)a, 251X, g NEN;

3n+5
“2n-1

. Se considera sirul (X,), cu termenul general X, = n 2 1. Precizeaza care

dintre numerele 2, 5 si % sunt termeni ai sirului (X

n)n'

UNITATEA 2
sTialcA.? @ @

Sirul lui Fibonacci
este unul dintre cele
mai captivante
subiecte din
matematica, deoarece
face legatura intre
matematica, biologie,
arta si chiar
economie. in Liber
Abaci, Fibonacci a
prezentat o problema
ipotetica privind
reproducerea
iepurilor:

- exista o pereche de
iepuri nou-nascuti
intr-un camp;

- iepurii pot procrea
la varsta de o lung;

- la sfarsitul fiecarei
luni, o pereche fertila
da nastere unei noi
perechi, iar iepurii nu
mor niciodata.
Numarul de perechi la
finalul fiecarei luni
urmeaza exact sirul:
1,123,5,8,13, 21...
Folosind valorile
termenilor din sirul lui
Fibonacci, se poate
construi Spirala de aur
(trasand arce de cerc
in patrate cu lungimile
laturilor egale cu
valorile termenilor din
sir), considerata
perfecta din punct de
vedere estetic.
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Siruri si progresii

STIAI CA..? @)

in studiul sirului lui
Fibonacci, exista
numeroase relatii
remarcabile Tntre
termenii sai. Una
dintre cele mai
cunoscute este
identitatea lui Cassini,
formulata in anul 1680
de astronomul Gian
Domenico Cassini.

Se considera (F,),»o
sirul lui Fibonacci,
definit prin relatia de
recurenta:

e F,=0,
e F,=1,

o Fo=FpatF Ly,
pentru orice n > 2.
Identitatea lui Cassini
afirma ca, pentru orice
numar natural n >1,
produsul vecinilor
unui termen din sirul
lui Fibonacci difera de
patratul acelui termen
cu exact 1sau -1

P e = 5 = (=)
POT MAI MULT

Fiesirul(a,), cua,=1si
a,,=0a,+ #, nelN".
a) Determina primii
cinci termeni ai

sirului (a,,),.

b) Determina formula
termenului general al
sirului (a,), Si
demonstreaza prin
metoda inductiei
matematice faptul ca
aceasta este corecta.

B 40

5. Se considera sirul (a,), cu termenul general a, =n?-n +1, n 2 1. Precizeaza care
dintre numerele 2, 7 si 91 este termen al sirului (a,),.

6. Fie sirul (a,), definit prin a,=p, p € N, si @, =yaz+1,n>1.
a) Determina termenul general al sirului (a,),.
b) Determind cardinalul multimii A= {a, | n € N",n <100} n {R\Q}, pentru a, = 2.
c) Determina a,, stiind ¢ multimea A = {a,| n € N, n <100} n{R \ Q} are
95 de elemente.

7. Se considera sirul (f,),, unde f, = f, = 15i f,., = f, * fou, N € N (cunoscut sub
denumirea de sirul lui Fibonacci).

a) Scrie primii sapte termeni ai sirului (f,),.

b) Demonstreaza prin metoda inductiei matematice ca f2 - f,f,, = (-1)", pentru
orice n € N (identitatea lui Cassini).

c) Demonstreaza prin metoda inductiei matematice:

i.fy+fy+ fo+ w* frnq = fon, PENtru orice n € N

i fy* f,* fo+ oo fon = fonw = 1, pentru orice n € N"™.

S 1.1.1 1 1
8. Se considera sirurile (X,), cu termenul general X, =1- 2*37 4t p -1
nx1,si (y,,),,cutermenulgeneraly,,=nl1+n12+...+n1n,n21.

a) Arata ca (X, - Y;)2+ (X, - ¥,)? = 0.

b) Demonstreaza ca X ,= Y,, pentru orice numar natural nenul n.
9. Fie sirul (a,),, unde a, reprezinta restul impartirii lui n la 5.

a) Calculeaza termenii a3 Si G,y

b) Determina cardinalul multimii M = {a, | ne N’}

c) Determina cardinalul multimii N ={a, | n = k%, ke N'}.

10. Fie sirul (a,),, unde a, reprezinta a n-a zecimala a numarului %

a) Calculeaza termenii a,, G, Si G-
b) Calculeaza suma elementelor multimii M ={a, | ne N"}.
c) Calculeaza suma a, + @, + @y + ... + Gy

11. Fiesirul(a,), unde a, reprezinta ultima cifra a lui 7",
a) Calculeaza termenii a,, G,5 Si G-
b) Calculeaza suma elementelor multimii M ={a, | ne N"}.
c) Calculeaza suma a, + @, + @y + ... + G,y

12. Fiesirul(a,), cua,=1sia,,=a,+2n+1, pentru orice numar natural nenul n.
a) Determina primii cinci termeni ai sirului (a,),.
b) Determina formula termenului general al sirului (a,), si demonstreaza prin
metoda inductiei matematice ca aceasta este corecta.

1
(n+1(n+2)’

a) Determina primii cinci termeni ai sirului (a,),.

13. Fiesirul(a,),cua,=1sia, =a,+ pentru orice ne IN".

b) Determina formula termenului general al sirului (a,), si demonstreaza prin
metoda inductiei matematice ca aceasta este corecta.



Siruri si progresii UNITATEA 2

1.2. Progresii aritmetice: determinarea termenului
general al unei progresii; suma primilor n termeni ai
unei progresii aritmetice, caracterizarea unei progresii
aritmetice prin relatia dintre orice trei termeni
consecutivi, conditia ca n numere reale sa fie in
progresie aritmetica, pentrun 23

Descopar

Mircea a cumparat o livada de pomi fructiferi, care este situata pe un teren agricolin
forma de trapez isoscel. Livada este formata din 24 de randuri de pomi, paralele cu
bazele trapezului. Pe primul rand, care este situat langa baza mica a trapezului, sunt
17 pomi, iar pe fiecare dintre randurile urmatoare sunt cu 2 pomi mai mult decat pe
randul precedent (figura 1).

a) Calculeaza numarul de pomi de pe randurile 2, 3, 4 si 5.

b) Poti determina numarul de pomi de pe randul al cincilea fara sa calculezi
numarul de pomi de pe randurile 2, 3 sau 4? Formuleaza o concluzie.

¢) Determina numarul de pomi de pe ultimul rand.

d) in figura 2 este reprezentat paralelogramul format prin aldturarea la trapezul
initial a trapezului obtinut prin rotatia acestuia cu 180°. Folosind aceasta
reprezentare, calculeaza cati pomi sunt in total pe primul si pe ultimul rand, pe al
doilea si pe penultimul rand, pe al treilea si pe antepenultimul rand. Ce observi?
e) Calculeaza numarul de pomi din livada.

\ 7 N 7,
N 7 .
I3 [

I.
s / 3 7 2
r, 7 r / \7
A / r / \l2

Figura 1 Figura 2

« Definirea progresiei aritmetice

Definitie. Se numeste progresie aritmetica un sir de numere reale in care fiecare termen, incepand cu al
doilea, se obtine din cel precedent prin adunarea aceluiasi numar, numit ratia progresiei aritmetice.
OBSERVATII.

1. Sirul a,, a,, .., a,, ... este progresie aritmetica daca si numai daca a,,, = a,, + r, pentru orice numar natural
nenul k, unde numarul r este ratia progresiei aritmetice.

2.Sirul a,, ay, ..., a, .. este progresie aritmetica daca si numai daca a,,, - a, = r, pentru orice numar
natural nenul k, unde numarul r este ratia progresiei aritmetice.

3. Pentru a pune in evidenta faptul ca sirul a,, a,, ..., a,, ... este progresie aritmetica scriem <+ @, @y, ..., @, ... .
4. Progresia aritmetica (a,), este complet determinata, daca se cunosc primul termen a, si ratia r.

41 .
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EXEMPLE: @)

1. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, =12 sir = -1 Atunci:

2
1 23
02=a1+r$02=12+(-5>=7;
ay=a,+rsa,= 2 (-1)= 2=,
1 21
04=G3+r=>04=11+<—§>=?.

2. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, = 5 si a, = 11. Atunci:
a;-a,=r=>r=1M1-5=>r=6.

3. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, =7 si a, = 15. Atunci:
a,=a;+r=(a,+r+r=a,+r+r=a,+2r

=>15=7+2r=>r=4
a,=15a,=7 }

» Proprietatile progresiei aritmetice

Teorema 1. Un sir de numere reale este progresie aritmetica daca si numai daca orice termen al sau,
incepand cu al doilea, este media aritmetica a termenilor vecini lui.

a.+a, .
—1_—m1" pentru orice

Altfel spus, sirul (a,), este progresie aritmetica daca si numai daca a, = 3

numar naturaln, n 2.

Demonstratie: Sirul a,, a,, ..., a,, ... este progresie aritmetica daca si numai daca a, - a,, = a,,, - a,, pentru
orice numar natural n, n 2 2. (1)

a,,+a, . .
Oy~ Qpq = Qpy = 0, €20, = Qg + Oy € 0, =—5—"" pentru orice numér natural n, n > 2. (2)

Apq*Apa

Din (1) si (2) rezulta ca sirul a,, a,, ..., a,, ... este progresie aritmetica daca si numai dacd a, = -

pentru orice numar natural n, n > 2.

OBSERVATII.
1. Proprietatea din teorema 1justifica denumirea de progresie aritmetica.

2. Spunem cd numerele a,, a,, ..., a, sunt in progresie aritmetica daca ele sunt termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice.

EXEMPLU: @

Sa determinam numarul real X pentru care numerele 4X - 5, 3X + 3, 2X? - 1 sunt in progresie aritmetica.

4X-5+2X%*-1

Numerele 4X - 5, 3X + 3, 2X? - 1 sunt in progresie aritmetica. <& 3X + 3 = 5

S6X+6=2X2+4X -6 2X2-2X-12=0]:2 X2 -X-6=0<Xe{-2 3}

<

o Formula termenului general al unei progresii aritmetice
Daca intr-o progresie aritmetica se cunosc primul termen si ratia, se poate gasi o formula care permite
determinarea oricarui termen al progresiei in functie de primul termen si de ratie.
Fie progresia aritmetica (a,), cu ratia r. Atunci, din definitia progresiei aritmetice, avem:
a,=a,+r;
Ay=0,+r=(a,+r+r=a,+2r,
a,=as+r=(a,+2r)+r=a,+3r;

as=a,+r=(a,+3r)+r=a,+4rsam.d.
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Teorema 2. in orice progresie aritmetica (a,), cu ratia r avem a, = a, + (n - 1) - r, pentru orice numar natural
nenul n.

Demonstratie:
Demonstram prin metoda inductiei matematice ca a,=a, +(n-1)-r, pentru orice n € N",
Fie P(n):a,=a,+(n-1)-r,neN"
- Verificam faptul ca propozitia P(1) este adevarata:
P(M):a,=a,+(1-1-r = P(1) este adevarata.
- Demonstram P(R) — P(k +1).
P(R): a,=a,+(kR-1)-r,ke N
P(R+1):ap,=a,+[(R+1)-1]-r,keN"
Deci P(k + 1): @, = a, + kr,k e N".
Qpq=0a,*+r=a,+(R-10-r+r=a,+kr-r+r=a,+kr,vk € IN", = P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate. Asadar, propozitia P(n)
este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

EXEMPLE:
1. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, =5 si ratia r = 3. Atunci:
A =0+ -Nr=>a,=5+&1-1-3=5+40-3=125.

2. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, = 200 si ratia r = -5. Sa determinam rangul termenului care este egal
cu 15.

a,=a,+(n-1r=15=200+(n-1)-(-51<-185=(n-1)-(-5)<n-1=37<n=38.

Asadar, rangul termenului egal cu 15 este 38.

o Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice

Fie progresia aritmetica (a,),. NotamS,=a,+a, +a, + ..+ a,.

Ne propunem sa determinam suma primilor opt termeni ai progresiei aritmetice (a,), cu a,=3sir=5.
Prin calcul obtinem: a,=3,a,=8,a,=13,a,=18, a; =23, a, = 28, a, = 33, ag = 38.

Scriem suma acestor termeni de doua ori: pe primul rand scriem termenii sumei in ordinea in care apar in
suma, iar pe al doilea rand ii scriem in ordine inversa. Obtinem:

Sg= 3+ 8+13+18+23+28+33+38
S54=38+33+28+23+18+13+8+3

Syt Sy=dl+ b1+ 41+ L1+ M1+ 41+ 41+ 41 25,418 S, =28 o 5, =164

Observamca a,+0agz=0a,+0a,=0a;+ 0z =0, * Q.

Plecand de la aceasta observatie se obtine urmatorul rezultat:
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Teorema 3. Daca numerele a,, a,, @, ..., a, (n € N) sunt in progresie aritmetica, atunci:

a,+a,,,=a,+a,pentruoricekeN,1sksn

Demonstratie:

Fie r ratia progresiei aritmetice a,, a,, ... . Atunci:

a,=a,+(kR-"r, pentruorice ke N, 1<k<n;(1)

Ay =0, +(n-k+1-1r =a,+(n-Rr,pentruorice REN,1<k<n.(2)

Din (1) si (2) rezulta a, + a, ., = @, + (R = Dr +a,+ (n - RIr = 2a, + (n - Dr,pentru orice RE N, 1< k<n. (3)
a,=a,+(n-"Nr,pentruorice n€N*=a,+a,=a,+a,+(n-1r=2a,+(n-"Nr,pentruorice n € N*(4)
Din relatiile (3) si (4) obtinem: a, + a,_,,= a, + a,, pentruorice REN,1sk<n.

Folosind aceasta teorema, vom determina formula pentru suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice (a,),.

S,=a,+a, +a;+.. +a,,+a,,+a,

S,=a,+a,,+a,,+..+a; +a, + a,
25n = (01 + an) + (az + an—1) + (03 + an—z) .t (an—z + a3) + (an—1 + az) + (an + a1)
Folosind faptul ca a,+a,=a,+a,,=a,+a,, = ... (conform teoremei 3), obtinem:

(a,+a,)-n

2 ,neN",

25,=n-(a,+a,), de unde rezulta S, =

‘. . . [2a,+(n-1)r]-n .
Daca tinem cont de relatia (2), obtinem S, ==— ( 3 ) ,neN".

Teorema 4. Suma primilor n (n € N*) termeni ai progresiei aritmetice (a,), este data de formula:

a.+a,)-n
Sn=7(1 2") ,neN*

EXEMPLE:

1. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, = 6 si a, = 13. Sa determinam suma primilor 30 de termeni ai progresiei
aritmetice (a,),.

Determinam ratia progresiei aritmetice (a,),:r=a,-a,=>r=13-6=7.
Calculam valoarea termenului asy: G5y = @, + (30 = 1)r = a5, =6 + 29 - 7 = 209.
Aplicand formula pentru calculul sumei primilor n termeni, obtinem:

s - (01%0%) "30 _ (6+209)-30
30 2 2

2. Robert doreste sa cumpere o pereche de casti care costa 390 de lei. El economiseste in prima zi 5 lei,

iar in fiecare dintre urmatoarele zile economiseste cu 3 lei mai mult decat suma pe care a economisit-o in

ziua anterioara. Sa determinam numarul de zile in care Robert reuseste sa economiseasca suma de bani

necesara pentru achizitionarea castilor.

=3 225.

Sumele de bani economisite de Robert zilnic sunt termenii unei progresii aritmetice (a,), cua,=5sir=3.

Daca notam cu n numarul de zile necesare pentru a economisi 390 de lei, atunci S, = 390.
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Aplicand formula pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice

[2a,+(n-Dr]-n
n- 2

2a,+(n - r]- 5+(n-1)-3]-
[2a, nz M0 g0 2 5+(n2 0-3]-n

< (3Bn+7)-n=780<3n2+7n-780=0.

,(V)n € N, obtinem:

(10+3n-3)-n

2 =390 &

=390 &

A=7%-4-3-(-780) =49 + 9360 = 9 409
_-7+~N9409 _-7+97 _90

n=t R T D 5e N
-7-49409 _-7-97_ 104_ 52
Mm=—">.3 ~~6 6 3&N

Robert economiseste suma de bani necesara achizitionarii castilor in 15 zile.

Exercitii rezolvate

1. Aura are 1000 de lei si economiseste in fiecare luna cate 200 de lei.
Ce suma va avea dupa doi ani?

Rezolvare:

Sumele de bani pe care le are Aura in fiecare luna sunt termenii unei progresii
aritmetice (a,), cu a, = 1000 si r = 200 (a, reprezintd suma pe care Aura o are in
luna n).

Folosind formula de calcul a termenului general a,, in functie de primul termen
si de ratie, obtinem a, = 1000 + (n - 1) - 200.

Pentru a determina suma pe care Aura o are dupa doi ani, trebuie sa calculam a,
(doi ani au 24 de luni).

G, =1000 +(25-1)-200=1000 +24-200=1000 + 4 800=5800 =

= Dupa doi ani, Aura va avea 5 800 de lei.

. Maria depune la banca suma de 40 500 de lei pe o durata de 3 ani, cu rata dobanzii
de 4,8%, in regim de dobanda simpla.

a) Ce suma va avea Maria in cont la termenul scadent?

b) Cat ar trebui sa dureze plasamentul astfel incat, la termenul scadent, Maria sa
aiba in cont 50 220 de lei?

Rezolvare:

A . . .. 4,8 .
a) Dobanda anuala este 4,8% din 40 500, adica 1700 40500 = 4,8 - 405 =1 944 lel.

Daca notam cu s, suma (soldul, capitalul) dupa un plasament de n ani, observam
ca (S,), este o progresie aritmetica, avand ratia r egala cu dobanda anuala. Deci,
S, =S,+(n-"Nr, pentru orice n € N*, unde s, = 40 500 + 1944 = 42 4444,

Asadar, s, = 42 444 + (n - 1) - 1944, pentru oricen € N".

Dupa trei ani, Maria are in cont: s; = 42 144 + 2 - 1 944 = 46 332 lei.

b)s,=50220 < 42 44k +(n-1)-1944=50220 < (N -1)- 1944 =7776 < n=5.
Deci, Maria va avea in cont 50 220 de lei peste 5 ani.

Bn+7)-n

UNITATEA 2

=390 &

CONTEXTUALIZEZ

Dobanda simpla
reprezinta suma de
bani cu care banca
recompenseaza o
persoana pentru
mentinerea capitalului
initial (suma initiald) in
contul de depozit, pe
0 anumita perioada.
Aceasta dobanda se
calculeaza doar in
functie de suma
depusa initial, fara a se
lua Tn considerare
dobanda acumulata in
perioadele anterioare.

Cu alte cuvinte,
dobanda nu se
capitalizeaza, adica nu
se adauga la capital
pentru a produce, la
randul ei, dobanda.
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 Amortizarea
reprezinta recuperarea
treptata a valorii unui
bun (utilaj, cladire,
echipament etc.) pe
durata utilizarii sale.

- Amortizarea lunara
se obtine impartind
valoarea amortizabila
a bunului la durata de
utilizare, exprimata

in luni.

- Cota anuala de
amortizare arata
ce procent din
valoarea bunului
se amortizeaza
intr-un an.

N 46

2. 0 societate comerciala achizitioneaza un echipament tehnologic cu valoarea

de intrare de 19 200 de lei. Durata de utilizare stabilita este de 8 ani.
a) Calculeaza cota anuald de amortizare si valoarea amortizarii lunare.
b) Identifica progresia aritmeticad asociata activitatii descrise in enunt.

c) Care este valoarea contabila neta (valoarea ramasa) a utilajului in al saselea
an de utilizare?

d) Construieste o diagrama in care sa se observe valoarea contabila neta pentru
fiecare an.

Rezolvare:
a) Amortizarea liniara presupune repartizarea uniforma a valorii de intrare a unui
produs (activ) pe parcursul duratei sale de utilizare.

1(%0 %, unde

Cota anuala de amortizare (Ca) se calculeaza dupa formula Ca =

T este durata de utilizare stabilita.

100
8

o . . .12 .
amortizarii anuale este 12,5% din valoarea de intrare, adica ﬁ -19200=2 400 lei.

Valoarea amortizarii lunare este % din valoarea amortizarii anuale, adica

1. = i
73 2400 =200 lei.

b) Modelam acest proces prin progresia aritmetica (a,),, unde a, reprezinta
valoarea contabild (neta) a produsului in anul n utilizare, iar r = -2 400. in acest
caz, a, reprezinta valoarea contabila (neta) a produsului in primul an de utilizare,
deci a, = 19 200. Atunci a, = 19 200 + (n - 1)(-2 400), n € {1, 2, ..., 8}.

c) as =19 200 + (6 -1)(-2 400) = a,=19200+5- (-2 400) = 7 200.

d) Pentru construirea diagramei, avem nevoie de urmatorul tabel de date:

in cazul de fata, cota de amortizare este Ca = %, adica Ca = 12,5%. Valoarea

anul 1 2 3 4 5 6 7 8
valoarea 19200 16800 14400 12000 9600 7200 4800 2400

25000

20000 in figura 3 este reprezentata

diagrama asociata datelor din
tabel. Observam ca descresterea
este liniara.

15000

valoarea

10000

5000

Figura 3
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4. Determina primul termen si ratia progresiei aritmetice (c,)), Cu ¢ =23 i c;=7.

Rezolvare:
C5=Cq+hr 23=Cy+hbr C,=23-4r {c1=23—4r
C3=Cy+12r = 7=c1+12r© C,=7-12r < 23—4r=7—12r©
{c1=23—4r {c1=23—4r {c1=23—4-(-2) {c1=31
& S S @
8r=-16 r=-2 r=-2 r=-2

. Demonstreaza ca sirul cu termenul general a, = 4n -3, n € N, este progresie
aritmetica.

Rezolvare:

a,=4n-3=>a,,=4(n+1)-3=>aqa,,=4n+1
Opq-0,=4n+1-(4n-3)=4n+1-4n+3=4

Cuma,, - a, = constant, (V)n € N", sirul (a,,), este progresie aritmetica.
. Suma primilor n (n € N*) termeni ai unui sir (a,), este S, = w

a) Arata ca sirul (a,)), este progresie aritmetica.

b) Calculeaza a, - a,.

Rezolvare:
a)Din S, = 3n(r12- N 5 .- 3(n + 1)[(51 +1)-1] o5, 3n(nz+ D)
Spq=0;+0y+ 03+ ..+ 0,40y © 0y =S,0-S, <
S
0, =D I D g 230 e1)- (- 0,23, (M €N

Dina,,=3n=a,=0ap,4,=3(n-1)=>a,=3(n-1),vneN".

Sirul (a,), este progresie aritmetica daca si numai daca diferenta a doi termeni
consecutivi este constanta. Calculam diferenta a doi termeni consecutivi:
a,,-0,=3n-3(n-1=3,(V)neN".

Rezulta ca sirul (a,),,, este progresie aritmetica.
b)a,=3-(7-1)=18;a,=3-(2-1)=3=>a,-a,=15.

. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia 1+5+ 9 + 13 + ... + X = 435.
Rezolvare:

Observam ca termenii sumei din membrul stang sunt termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice (a,),, unde a,=1,r=4,a,=XsiS,=1+5+9+ 13+ ..+ X. (1)
Exprimand termenul general a, in functie de primul termen si ratie, obtinem:
a,=1+(n-1-4=4n-3,(V)neN".

(a,+a)dn  (+4n-3)n_4n2-2n_
2 n- 2 2
Inlocuind in ecuatia initiala relatiile (1) si (2), obtinem ecuatia 2n? - n = 435,

S, = >S5 2n%2-n(2)

care are solutiile n, =15 si n, = -%. Cum n este numar natural nenul, obtinem
n =15, de unde rezulta ca a,; = X.
a,=4n-3,(V)neN"=>a,;=4-15-3=0a,,=57

Asadar, X = 57.

UNITATEA 2

STIAI CA..2
Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) a fost unul
dintre cei mai mari
oameni de stiinta
germani.

Legenda spune ca
intr-o zi, la scoala,
Gauss a facut o sotie.
Pentru acest lucru, a
fost pedepsit sa stea
la colt, cu genunchii
pe graunte, pana
aduna in minte
numerele dela1la
100. Gauss a spus
imediat rezultatul:
5 050. intrebat cum a
facut calculele atat de
repede, Gauss a
raspuns:
»Am grupat termenii
astfel:

1+100 =101

2+99 =101

3+98=101

50 +51=101

In total avem 101 de
50 de ori, adica 5 050",

De fapt, elevul

Gauss observase ca
numerele din suma au
proprietatea ca suma
termenilor aflati la
distante egale de
capetele sirului este
aceeasi.
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CONTEXTUALIZEZ

Progresiile aritmetice
sunt modele
matematice esentiale
pentru descrierea
fenomenelor cu variatii
constante. Acestea
sunt utilizate in diverse
domenii pentru
predictii si analize:

* Economie si finante:

- dobanda simpla;

- amortizarea liniara,
deprecierea activelor
(de exemplu, utilaje,
vehicule) cu o suma
fixa in fiecare an;

- anuitati*, plata
constanta a ratelor
sau a contributiilor
la fonduri de pensii,
putand fi calculate
folosind suma
termenilor unei
progresii.

* Constructii:

- aranjarea locurilor
in stadioane sau
amfiteatre, unde
fiecare rand are cu
un numar fix de
scaune mai mult
decat precedentul;

- treptele unei scari
construite astfel
incat fiecare treapta
sa aiba aceeasi
indltime.

*anuitate = suma de bani
(incluzand o parte din
capital si dobanda
corespunzatoare) care se
plateste periodic (de obicei,
anual) spre a rambursa un
capital sau o datorie.

N 48

Aplic @

1. Fie progresia aritmeticd (a,), cu ratia r si S, suma primilor n termeni ai acesteia.

Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate. @
a) Dacd a,, = 45si a, = 41, atuncia, =

b) Daca a, = 45sir=-6,atunciag=__ .
c)Dacda,=4sir=9atuncia, = .

d) Daca a,=12siay=36,atuncir=___.
e)Dacaa,=1,r=-05sia,=1atuncin=___.
f)Dacaa,=2,r=3siS,=155atuncin=___.
g)DacdS,=2n(n+1),atuncir=___.

2. Tncercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. @

A.Tn progresia aritmetica (a,), avem a, = -25 si r = 6. Atunci:

a) ag = 6; b) ag = -55; ¢)ag=5; d)ag=9.
B. Tn progresia aritmetica (b,), avem b, = 30 si r = -3. Atunci:
a) bg=6; b) by, = 6; c) by = 6; d) b, = 6.

C.1n progresia aritmetica (c,), avem ¢, + ¢,, = 11. Atunci:
a)C,+¢;=22;  b)c,+cy;=18; )¢ +cy;=16;  d)c,+cpy =10
D. In progresia aritmetica (d,), avem d, + d, + d. = 33. Atunci:
a)d, =11 b)d, =22 d, =12 d)d, =14
E. Suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice (a,), este S, = n(3n - 1). Atunci:
a)a,=n+1,(¥)ne N ca,=3n-1,(V)n e N5
b)a,=6n -4, (V)n € N d)a,=2n,(¥)neN".,

. Determina primii cinci termeni ai progresiei aritmetice (a,),:

a)a,=22sir=-4 e)a,=-7sia;-a,=4

b)a,=10sir= 2

5 f)a,=-5sia,=5;

ca,=4sia,-a,=-0,5; g a,+a,=4sia,-a,=2
d)a,=1sia;=-7; h)a,=-3sia,,=a,-3.

. Determina primii doi termeni ai progresiei aritmetice (a,,),:
a)a,a,10,8,6,..; b)a,a,5, %, g, - 0) a,,a, V12,V27, 48, ....

. Determina primul termen al progresiei aritmetice (a,),:

a) 0, =15sir=-6; b)a,,=15si a,g- ay=4; ¢)as=15sia,- ag=8.

. Fie progresia aritmetica (a,), si S, suma primilor n termeni ai acesteia. Determina

formula termenului general al progresiei aritmetice (a,), stiind ca:
f)a,,;=8n-15,(V)n € N
g)S,=7sia,=7,

a)a,;=7sir=-2
b)a,+a,=7sia,=5

ca,-a;=751a,=2 h)S, =n? (V)n e N
d)a,+a,=70sia;-a,=3; i) S, =4n?-1,(V)neN".
e)a,;=5n+9,(V)ne N
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7. Determind primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),, stiind ca:
a)a,=4n-5,(¥)ne N
b) a5 = 15 si ag = -5;
c)a,+a,*+as=9sia,+a,= 46
d)
e)a,+a,* as=33sia, +a,+ a, =45

a,+a,=0siay-as=4

f)S,=365siS,, =30, unde S, este suma primilor n termeni ai progresiei (a,),;

) Sg=33sia,+ a,=23,unde S, este suma primilor n termeni ai progresiei (a,),.
8. Demonstreaza ca sirul cu termenul general a, = 7n - 5, n € N, este progresie

aritmetica. Determina primul termen si ratia.

9. Demonstreaza ca sirul cu termenul general b, = 10 - 5n, n € N’, este progresie
aritmetica. Determina primul termen si ratia.

10. Demonstreaza ca sirul cu termenul general X, = 4n -7, n € N’, este progresie
aritmetica. Determina primul termen si ratia.

11. Determina valorile numarului real X pentru care:
a) 3, 1, 2X + 7 sunt in progresie aritmetica;

b) 2X - 3, X + 1, X + 7 sunt in progresie aritmetica;
€)X +1, 4, 2X suntin progresie aritmetica;
d) X2-3, X +1, X +3 suntin progresie aritmeticg;
@) X2-X-1, X2-X+1, X2+ X+ 1suntin progresie aritmetica;
f)X2-7, 2-X% 1+X-X%suntin progresie aritmetica.

12. Calculeaza:
a)1+3+5+7+ .. +5] d)7+10+13+16 + ... + 100;
b)2+7+12+ 17 + .. + 102; e)1+5+3+ 430,
C)42+37+32+27 +...+(-23); ) 100 +97 + 94 + .. +1

13. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
a)3+9+15+21+ ...+ x=432
b) (-15) + (=12) + (=9) + (=6) + ... + X = 18;
C)1+3+5+7+..+X=121,
d)7+10+13+16+..+ X =205.

14. Cat a fost capitalul initial al unei operatiuni bancare daca, dupa plasarea
acestuia in regim de dobanda simpla pe o perioada de 9 luni, cu rata dobanzii
de 6%, s-a obtinut un capital de 1254 de lei?

15. 0 persoana depune la banca 3200 000 de lei in regim de dobanda simpla. Dupa
trei ani, in contul persoanei sunt 3 699 200 de lei. Care este rata dobanzii?

16. Un client depune la banca suma de 80 000 lei pe o durata de 9 luni, cu rata
dobanzii de 3,6%, in regim de dobanda simpla.

a) Ce suma va avea clientul in cont la termenul scadent?

b) Cat ar trebui sa dureze plasamentul, astfel incat, la | Sl
termenul scadent, clientul sa aiba in cont 83 600 de lei?

CONTEXTUALIZEZ

Progresiile aritmetice
pot fi utilizate si in:

* Antrenament
sportiv si fitness:
Sportivii folosesc
adesea secvente
aritmetice pentru a-si
structura programele
de antrenament. De
exemplu, cresterea
numarului de repetari
sau a greutatii ridicate
cu o cantitate fixa in
fiecare saptamana
urmeaza o progresie
aritmeticd, ajutand la
imbunatatirea treptata
a conditiei fizice si

la prevenirea
accidentarilor.

* Medicina:
administrarea unui
tratament progresiv
pentru adaptarea
organismului la un
medicament nou:
introducerea
tratamentului se face
gradual - n prima zi se
administreaza o doza
care contine o
cantitate minima de
substanta activa, apoi
se adauga in fiecare zi
aceeasi cantitate de
substanta activa pana
se ajunge la doza
standard.
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PORTOFOLIU

Un elev urmeaza un
program de pregatire
fizica timp de 12 zile,
in care numarul
exercitiilor creste
zilnic pentru a evita
suprasolicitarea.
Programul incepe in
prima zi cu 10 flotari,
15 genuflexiuni si

20 de abdomene, apoi
se adauga zilnic

2 flotari,

3 genuflexiuni si

4 abdomene.

1. Scrie progresiile
aritmetice care
modeleaza fiecare tip
de exercitiu fizic.

2. Determina numarul
de exercitii fizice
efectuate in a
douasprezecea zi.

3. Calculeaza numarul
de exercitii fizice de
fiecare tip efectuate
in douasprezece zile.

4, Calculeaza numarul
total de exercitii fizice
efectuate pe parcursul
intregului program.

5. Consideri ca
aceasta crestere este
realista intr-un
program de
antrenament fizic?
Argumenteaza
raspunsul.

17. 0 sala de spectacole are 18 randuri de scaune. Pe fiecare rand, incepand cu al
doilea, sunt cu doua locuri mai multe decat pe randul anterior. Pe randul 10 sunt
33 de locuri.

a) Cate locuri are sala?

b) Biletele de pe randurile 1-10 sunt de categoria I, biletele de pe urmatoarele
cinci randuri sunt de categoria a Il-a, iar restul sunt de categoria a Ill-a. Un bilet
de categoria | are pretul de 200 de lei, un bilet de categoria a II-a costa 160 de lei,
iar pretul unui bilet de categoria a Ill-a reprezinta 60% din pretul unui bilet de
categoria I. Ce suma se incaseaza la un spectacol unde s-au vandut toate biletele?

c) inainte de inceperea spectacolului, persoanele cu bilet se prezinta la intrare
astfel: in primul minut vine un spectator, in al doilea minut vin trei spectatori,
in al treilea minut vin cinci spectatori si asa mai departe. In cate minute se va
umple sala?
18. Fie progresia aritmetica (a,)), cu termeni pozitivi, cu ratia r = 3 si a,a,a,a, = 880.
Determina primul termen al progresiei (a,),,.

19. Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni pozitivi, cu ratia r = 3 si

1 1 1 1
+ + + .+
a,a, a,a; asa, Ay 0y

20. Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni pozitivi, cu a, + a, = 14 si a,as = 33.
Determina primul termen si ratia progresiei (a,,),.

= % Determina primul termen al progresiei (a,),,.

21. Demonstreaza ca urmatoarele numere nu pot fi termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice:
a)2,V6,2+2; b)V2,V3,¥n+1,neN; cWn-2,vm,Vn+2,neN,n>1.
22. Demonstreaza ca, daca numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica, atunci si
numerele a2 - bc, b% - ac, ¢? - ab sunt in progresie aritmetica.

23. Demonstreaza ca numerele a? b? c2 sunt in progresie aritmetica daca si numai
daca numerele (b + )7, (a + ¢)™, (a + b)" sunt in progresie aritmetica.

24. Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni strict pozitivi si ratia r (r € R, r > 0).
Demonstreaza ca:

1 1 1 1 _n-1 .
a) a,a,*a,a,* aya,* a,qa, " aa, " € N
1 1 1 n *
b + ot = nenN.
) a,a; 030 G0y A10504"
1 1 1 1 < 1 1 ) *
C + ot =52 - neN.
a,a,a; a,asa, Ay0palpy  2r\0,0; 0pq0y,)7

2T
ay Qyy

)a1+az+az+a3+ +an+an+1=1<1 1

afa; ~ ajai 4305, '

),neN*.

n \
) A+ Qpp * rgpe * o +Qaynnp = 7120, + (n-=1krl,n,keN".

1 NG ~ NGy

f) ,neN".

1 1
+ L -
N R R
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1.3. Progresii geometrice: determinarea termenului DIVIZIUNEA
general al unei progresii; suma primilor n termeni ai SN
unei progresii geometrice, caracterizarea unei progresii

geometrice prin relatia dintre orice trei termeni
consecutivi, conditia ca n numere reale sa fie in
progresie geometrica, pentrun 23
|
Descopar ( :
o)
A

1. Diviziunea bacteriana este un proces asexuat, prin care o celula bacteriana se

imparte in doua celule fiice identice. Este o metoda extrem de rapida de

multiplicare, in conditii optime, unele bacterii divizandu-se la fiecare 20-30
de minute. Presupunem ca avem o celula bacteriana care se divide la fiecare

20 de minute.

a) Determina numarul de bacterii care se obtine dupd a patra diviziune.
b) Identifica sirul (y,), unde Y, reprezinta numarul de bacterii dupa a n-a
diviziune. Determina termenul Y,. Care este regula de formare a sirului?
¢) Dupa cate diviziuni vor fi 1024 de bacterii?
d) Cate diviziuni se pot face in 24 de ore?
e) Presupunand ca fiecare bacterie traieste cel putin 24 de ore, care este numarul
de bacterii la 24 de ore dupa prima diviziune?
2. Fie sirul (b,), descris astfel: 1,3, 9, 27, ....
a) Identifica termenii b,, b,, b,, b,
b) Scrie urmatorii trei termeni ai sirului.
c) Care este regula de formare a sirului?

d) Compara termenul b, cu media geometrica a vecinilor lui. Procedeaza in acelasi
mod cu termenii b, si b,. Ce observi?

. . C + . o
e) Construieste un sir (c,),, unde ﬁ = 0,(3), pentru orice numar natural nenul n.

Invat

« Definirea progresiei geometrice

Definitie. Se numeste progresie geometrica un sir de numere in care fiecare termen, incepand cu al doilea,
se obtine din precedentul prin inmultirea cu acelasi numar, numit ratia progresiei geometrice.

0BSERVATII. @

1. Sirul by, b,, ..., b, ... este progresie geometrica daca si numai daca b,,, = b, - g, pentru orice numar
natural nenul k, unde numarul q este ratia progresiei geometrice.

b R+

b, =q,

2. Sirul b, b,, .., b, .., cu termeni nenuli, este progresie geometrica daca si numai daca
pentru orice numar natural nenul k, unde numarul g este ratia progresiei geometrice.
3. Pentru a pune n evidenta faptul ca sirul b,, b,, ..., b,, ... este progresie geometrica scriem = by, by, .., by, ...

3 4. Progresia geometrica (b,), este complet determinatd dacd se cunosc primul termen b, si ratia g.
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EXEMPLE:
1. Fie progresia geometrica (b,), cu b, = 24 si q = —%. Atunci:

by=b, q=b,=(-12)- (-3) =6;

]
b4=b3'q = b4=6° <_§>=_3.
2. Fie progresia geometrica (b,,), cu b, = 45 si b, = 135. Sa determinam primul termen si ratia progresiei.

b, 135
b—3:'q—4—5=>q—3.

Cum by, = b, - g, pentru orice numar natural nenul k, obtinem:

(b,), este progresie geometrica = q =

by=b,-q=> 45=b,-3=> b,=15;

b,=b,-q= 15=b,-3= b,=5.

Asadar, primul termen al progresiei geometrice (b,), este 5, iar ratia este 3.
» Proprietatile progresiei geometrice

Teorema 1. Un sir de numere reale pozitive este progresie geometrica daca si numai daca orice termen
al sau, incepand cu al doilea, este media geometrica a termenilor vecini lui.

Altfel spus, sirul de numere pozitive (b,), este progresie geometrica daca si numai daci b, = b, - b,., ,
pentru orice numar naturaln, n 2 2.

Demonstratie: Sirul cu termeni pozitivi b, b,, .., b, .. este progresie geometrica daca si numai daca

by, _ b, : .
=—" pentru orice numar natural n, n > 2. (1)
b, bp,

. b, b . .
Cumb,>0,(V)neN",n>2, b" 1= b—”@ b2=b,, b, ,<b,=b,,b,., , pentruorice numar natural n,n >2.(2)
n n-1

Din (1) si (2) rezulta ca sirul cu termeni pozitivi b, b,, .., b, .. este progresie geometrica daca si
numai dacd b, = b, b,., , pentru orice numar natural n, n >2.

OBSERVATIE.

Proprietatea din teorema 1 justifica denumirea de progresie geometrica.

Teorema 2. Sirul cu termeni nenuli b, b,, .., b, .. este progresie geometrica daca si numai daca
b?=b,,-b,., pentru orice numar natural n,n 22.

Intr-adevar, sirul cu termenii nenuli b, b,, .., b, .. este progresie geometrica daca si numai daca
b
n¥1 _ Yn

b, " by

, pentru orice numar natural n, n > 2.

b,, b . .
b" 1= b—"@ b2=b, - b,., pentru orice numar natural n, n > 2
n n-1

OBSERVATIE.

Spunem ca numerele b,, b,, ..., b, sunt in progresie geometrica daca acestea sunt termeni consecutivi ai
unei progresii geometrice.
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Atunci, conform teoremei 2, numerele X, Y, Z sunt in progresie geometrica daca si numai daca y?=X- z.

EXEMPLE: @)

1. Sa determinam numarul real X pentru care numerele X - 2, 6, X + 7 sunt in progresie geometrica.

Numerele X - 2, 6, X + 7 sunt in progresie geometrica < 62=(X-2)(X +7) & 36 =X?>+5X - 14 &
& X2+5X-50=0< X e{-10, 5}.

2. Numerele X - 1, X, X + 2 sunt in progresie geometrica. Sa determinam ratia acestei progresii.
Numerele X - 1, X, X + 2 sunt in progresie geometrica. © X2 = (X-D(X+2) © X?=X?+X -2 X-2=0&X=2

Daca X = 2, atunci numerele in progresie geometrica sunt 1, 2, 4. Ratia unei progresii geometrice reprezinta
raportul a doi termeni consecutivi, deci ratia este 2.

» Exprimarea termenului general al unei progresii geometrice in functie de primul termen si de ratie

Daca intr-o progresie geometrica (b,), stim primul termen b, si ratia g, putem deduce o formula prin
care sa exprimam orice termen in functie de primul termen si de ratie.

Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g. Atunci, din definitia progresiei geometrice, avem:
b,=b,-q;
by=b,-q=(b,-q)-g=b;-q%
b,=by-q=(b,-q°)-q=b,- g5
bs=b,-q=(b;-q%-q=b,-q*s.a.m.d.
Teorema 3. in orice progresie geometrica (b,), cu ratia q (q # 0), avem b, = b, - 9™, pentru orice numar

natural nenul n. 7 7
4 ;136 1 0 “ '75‘

Demonstratie: A - 9
' 12 b ,

Demonstram prin metoda inductiei matematice faptulca b, = b, - g™, pentru orice n € N". 5 }5-‘

Fie P(n):b,=b,-q"",neN". 6

- Verificam daca propozitia P(1) este adevarata:
P(1):b,=b,- @™ = P(1) este adevarata.
- Demonstram P(R) — P(k +1).
P(k):b,=b,-q*", ke N
P(k +1): by, =b,- q*"" ke N
Deci P(k +1): b,,,= b, - q*, ke N".
bui=by-q=(b;-q*")-q=b,-q*" =b,-q* = P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate. Prin urmare, propozitia
P(n) este adevarata, pentru orice numar natural nenul n.

EXEMPLU:
Fie progresia geometrica (b,), cu b,;=15-3" siratia q = -%. Sa determinam termenul b,,.

(b,), este progresie geometricd = b,=b,-q"™,(V)neN"=>b,y=b,-¢""=>

9
by =153+ (-3) =15-30. (—%) = -15- 3109 = -45, Asadar, by, = ~45.
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Teorema 4. Fie numerele b,, b,, b, ..., b, (n € N°) in progresie geometrica. Atunci b,-b,_,,=b,-b,,
pentru orice numar natural k, k € {1, 2, ..., n}.

Demonstratie:
)g#0
b,, b, b, ..., b, suntin progresie geometrica = b, = b, - g*', ke {1,2, .., n}. (1)
Atunci: b, p,=b,-q"* M b . =b,-q"*(2)si
b,=b,-q".(3)
Din (1) si (2) obtinem:
by by =(by-q") - (by-g"*) = b7 - g"". (4)
Calculdnd b, - b, obtinem: b, - b, = b, - (b, q"") = b2- g"".(5)
Din (4) si (5) obtinem b, - b, .= b, - b, k€{1,2, ..., n}.
i)g=0=b,=0,(V)neN,n22=b,-b,,,=b,-b,(Vke{1,2,..,n},nz2
o Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice

Teorema 5. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g. Daca notamcu S, = b, +b, + b, + ... + b, atunci:

q" - .
z1
s - b,- q- 1,dacaq

n-b,,dacag=1

Demonstratie:

1.Dacaqg#1,atunciS,=b,+ b, +by+..+b,=b,+b,q+b,q*+..+b,q"". (1)

Inmultind relatia (1) cu g, obtinem: S, - q = b,q + b,q? + b,q* + ...+ b,q". (2)

Scazand membru cu membru egalitatea (1) din egalitatea (2), obtinem:
S,°q-S,=b,-q"-b,=>S,(qg-1)=b,(q"-1).

qn =

q-1°

2.Dacd g=1,atuncib,=b,- 1= b, ke{1,2,..,n}, de unde rezulta:
S,=b,+b,+by+..+b,=b,+b,+b,+..+b,=n-b,

EXEMPLE:

1. Fie progresia geometrica (b,), cu b, = 3 si b, = -6. Sa determinam suma primilor 10 termeni ai progresiei.

Deoarece g # 1, obtinem S, =b, -

6

b,
Determinam ratia progresiei geometrice: q = b, 25 q-= -2(g#1).

n _

Cum q # 1, aplicam formula S, = b, - (ZJ

pentru n =10 si obtinem:

-1
—2)10 _
$,,=b, - qq : _3.(_2;_11=3 102_43 1_ 1003,
x < 1.1 1
2. Sa calculam suma 1+ AR TR
Numerele 1 % % s 128 sunt termeni consecutivi ai progresiei geometrice (b,), cu b, =1siq = 2

A 01414 (1Y (2 ) .1
Observam ca suma se poate scrie 1+ >+ <2> +, deci by = 128
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- n-1 )
Aplicand formula S, = b, - (11 —7 pentrun=8, obtinem:

V., g 1-28
5=b.q8‘1:>5=1,<2> 1=1,28 ' _1-256 2255
8- g1 7 8 1, T, 1-2° 25 -1 128

2 2 2
Deci1+d+te 41 222

274 " 1287 128"

Exercitii rezolvate

1. Demonstreaza ca sirul (b,), cu termenul general b, = 4-3"", n € N, este
progresie geometrica.

Rezolvare:

by=4-3"1 > by =430 5 b =43

%-4-3”_&-3(V) N* S l t l lb _4.3‘1_1 N*
b, T3 3> n € N = Sirul cu termenul general b, = ,neN’,

este progresie geometrica.

. Demonstreaza ca sirul (y,),, care are suma primilor n termeni S, = 32" - 1),
n € N', n 22, este progresie geometricd. Apoi determina primul termen si ratia
acestei progresii geometrice.

Rezolvare:

Sn=Yait Yot Y3t tYn 2S00 = Y1t Yo+ Y3t et Vi = Yo = Spi = S, (1)
Deoarece S, =3(2"-1) = S,.,, = 3(2™" - 1), atunci, conform (1),

Ypa =32™-1)-3(2"-1),de unde rezulta y,., = 3 - 2".

)g,”” = 33 '22,:1 =2,(¥)n € N" = Sirul (y,), este progresie geometrica.
.03,

Din formula termenului general y, = 3-2™", (V)n € N, pentru n = 1 obtinem

Y, = 3. Ratia progresiei geometrice (Y ), este q = )% =2
n

. 0 minge de baschet cade de la o inaltime de 5,12 m. La fiecare contact cu podeaua
din sala, mingea pierde energie, ridicandu-se la 75% din inaltimea anterioara.

a) Identifica progresia geometrica asociata fenomenului descris in enunt.

b) De la ce Tnaltime (exprimata in cm) coboara mingea inainte de
a atinge podeaua a cincea oara?

c) Realizeaza o diagrama cu coloane in care sa ilustrezi inaltimea
la care urca mingea dupa fiecare contact cu podeaua.

d) Determina distanta totald parcursa de minge din momentulin
care este lasata sa cada pana la al patrulea contact cu podeaua.
Rezolvare:

a) Exprimam indltimea de la care cade mingea in centimetri: 512 m = 512 cm.

75 .3
100 %74

Fie progresia geometrica (b,), cu primul termen b, = 512 si ratia q = %, unde
b, reprezinta lungimea inaltimii de la care coboara mingea inainte de atinge
solul de n ori.

Stim ca 75% din X = X

UNITATEA 2

CONTEXTUALIZEZ

Progresiile geometrice
sunt modele
matematice
fundamentale pentru
descrierea
fenomenelor in care
variatia (cresterea sau
descresterea) se
realizeaza prin
multiplicarea cu un
factor constant.
Acestea sunt esentiale
pentru intelegerea
proceselor cu evolutie
rapida.

* Economie si finante:
- Dobanda compusa:
Reprezinta cel mai
comun exemplu, in

care suma
acumulata creste
exponential,
deoarece dobanda
se aplica si asupra
dobanzilor anterior
acumulate.

- Inflatia:

Cresterea preturilor
bunurilor si
serviciilor cu un
anumit procent
anual este modelata
printr-o progresie
geometrica.

- Investitii bursiere:
Calculul valorii
viitoare a
portofoliilor care au
o rata de crestere
medie constanta.
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CONTEXTUALIZEZ

Progresiile geometrice

pot fi utilizate si in:

* Biologie si medicina:

- Diviziunea celulara:
Multiplicarea
celulelor (de la una
la doua, apoi la
patru, opt etc.)
urmeaza o progresie
geometrica avand
ratia 2.

- Raspandirea
epidemiilor: in fazele
initiale, numarul
persoanelor infectate
poate creste
geometric, fiecare
bolnav transmitand
virusul, in medie,
unui numar constant
de persoane.

- Timpul de
injumatatire a
medicamentelor:
Procesul prin care
concentratia unei
substante in sange
scade la jumatate, la
intervale regulate de
timp.

* Tehnologie si fizica:

- Legea lui Moore:
in industria
microprocesoarelor,
capacitatea de calcul
a computerelor s-a
dublat aproximativ
la fiecare doi ani,
formand o progresie
geometrica.

- Radioactivitatea:
Dezintegrarea
atomilor unui
element radioactiv
in timp urmeaza o
progresie geometrica.

B 56

351
b)b,=b, g™, (MneN' = by =512+ (3) = b,=2

4

3"

Omi=2:3'=162

inainte de a atinge solul a cincea oara, mingea coboara de la inltimea de 162 cm.
¢) Realizam tabelul cu valorile primilor termeni:

n 1 2 3 4
b, 512 38 288 216

Diagrama este reprezentata in figura 1.

5
162

6 7 8
121,5 91,125 68,34375

600
512

500 N

400

Figura 1

300 ~288
“~._216
200 s
. [ |
b, b, b, b b,

d) Notam cu L distanta totala parcursa de minge din momentul in care este lasata
sa cada pana la al patrulea contact cu podeaua.

L=b,+2b,+2b,+2b,=2S,-b,(1)

3)'_

S =b.- q4 1 (4) ! _
.=b, =5,=512- =35,
q-1 34

4
5,88 1256 5,=8-175=5,=1400 (2)

Tnlocuind (2) in
Deci L =2288 cm =22,88 m.

29

34
(22)"

2'1

-1
3-28 4

2% 3-47

=5,=2%

(1), obtinem L =2 - 1400 - 512 =2 800 - 512 = 2 288.

. Intr-o comunitate izolata apare un virus gripal nou. in prima zi (generatia 1),

exista doua persoane infectate. Medicii observa ca fiecare persoana bolnava
transmite virusul altor trei persoane sanatoase, in fiecare etapa de transmitere
(0 etapa dureaza trei zile). Persoanele care au fost infectate nu pot fi reinfectate.

a) Determina progresia geometrica prin care se modeleaza raspandirea virusului.

b) Cate persoane vor fi nou infectate in a cincea etapa de transmitere?

c) Care este numarul total de persoane care au fost infectate dupa cinci etape?

Rezolvare:

a) Fie (b,),, progresia geometrica prin care se modeleaza raspandirea virusului in
comunitate. Atunci b, = 2. Deoarece fiecare bolnav infecteaza alte trei persoane,
numarul de cazuri noi se tripleaza la fiecare etapa. Prin urmare, ratia progresiei

geometrice este g = 3.

b) Numarul cazurilor noi in a cincea etapa reprezinta termenul b al progresiei

geometrice (b,),.

Folosind formula termenului general b, = b, - ¢"™, (V)n € N", pentru n = 5, obtinem
bs=b,-q>" deunderezultab,=2-35"=2-34=2-81=162.
Asadar, in a cincea etapa de transmitere au fost infectate 162 de persoane.
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¢) Pentru a afla cati oameni s-au imbolndvit in total, calculam suma primilor

. - - . . "1 .
cinci termeni ai progresiei geometrice, folosind formula S, = a, -ng, (V)n e N7,
pentrun=5:
S22 355,22 28 5 2,
Asadar, numarul total de persoane care au fost infectate dupa cinci etape este 242.
3 S I I 1
5. Calculeaza suma 1 2*% "8 100"

Rezolvare:

111 1 . D . ..
Numerele 1,- 2 378" =1 Jops SUnt termeni consecutivi ai unei progresii
geometrice, cu primul termen egal cu 1 si ratia egala cu —%. Fie (b,), aceasta

. I
progresie. Atunci, b, =1, q = > b, = 1024, deoarece:
B P AR A W A (-1 "
1305 g -t =1 () (3) 0 ()
. m-1 .
Folosind formula S, =b,- (2 - ,(V)n € N*, pentrun=11,b, =1siq= obtlnem
il
('%) ! '%'1 2"+1 2 21 +1 2049

S11‘1'T=>511' 1 =>S5ny= oM '§:}’5ﬂ'3.21o:> n_ 3072°

1 1

2 2
1,11 _1 _2049

Asadan -7 +7 g * - * 102 - 3072°

6. Fiea,beR,a#0sia#b.Se considera

ratiaq =g

progresia geometrica (Y,), cu Y, = asi

a) Calculeaza suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (Y ,),-

b) Demonstreaza ca a” -
realeasib,a#z0sia#zb,neN,n22.
Rezolvare:

b"=(a-b)a™" +a"?2b + ...

+ b""), pentru orice numere

. . . . "-1
a) Pentru orice progresie geometrica (b,), cu ratia g # 1, avem S, = b, - %_1 .
Aplicand formula pentru progresia geometrica (y,), cu Y, = a si ratia q = g,
obtinem:
@, 5
= . a _ = . an = . bn . a = an - bn
270y T T%%h-a %@ a-b aa-by
a a
B an - bn
Asadar, S, = @by’ (1)
. - p\""  pn .
b) Cum (y,), este progresie geometrica, avemy, = a-(a) =g pentru orice
n e N, n 2 2. Atunci,
bZ bn1
SpEYitYor Yt ty,=a+b g tan (2)
. b _ b? b,
Din (1) si (2) obtinem: m—a+b+7+“.+ml am? =
a(’]':l; =a™+a™b+..+b""|-(a-b) >
-b"=(a-b)a""+a"2b+..+b""),neN,nz2.(3)

OBSERVATIE. Egalitatea (3) este valabila si in cazul in care a = b sau a = 0 sau

b = 0, demonstratia fiind evidenta.

PORTOFOLIU
Identifica si
analizeaza situatii din
viata reala in care
progresiile geometrice
apar in domenii
diferite de cele
exemplificate.

Pentru fiecare
domeniu:

* descrie o situatie
reala in care 0 marime
variaza in timp;

* explica de ce
aceasta variatie poate
fi modelata printr-o
progresie geometrica.
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CONTEXTUALIZEZ

Dobanda compusa
aferenta unui depozit
bancar reprezinta
suma de bani cu care
banca recompenseaza
0 persoana pentru
mentinerea capitalului
(suma) in banca pe o
anumita perioada
atunci cand dobanda
obtinuta se adauga la
capital si produce, la
randul ei, dobanda in
perioadele urmatoare.

Cu alte cuvinte,
dobanda se
capitalizeaza, adica
dupa fiecare perioada
de calcul (de exemplu,
un an), dobanda
obtinuta se adauga la
suma initiala, iar in
perioada urmatoare
dobanda se calculeaza
nu doar pentru
capitalul initial, ci si
pentru capitalul marit.
Astfel, suma de bani
acumulata creste mai
repede in timp,
deoarece dobanda
genereaza, la randul
ei, dobanda.

N 58

Aplic @

1. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g si S, suma primilor n termeni ai acesteia.

Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate. @
a)Daca b,=125sib, = 32, atuncib,=

b) Dacd b, =162siq = -3 yatuncibg= .

c)Dacab,=4siq=-1, atunu bio=—

d) Daca b, =5sib,=40,atuncig=____

e)Daca b,=243,9=0,3)sib,=1,atuncin=___

f)Daca b,=4,q=-3siS,=244,atuncin=____

g)Dacab, = % -3 atuncig=____

2. Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. @

A.Tn progresia geometrica (b,), avem b, = -3 si q = -2. Atunci:

a) b6 = _192; b) b6 = _13; C) b == d) b6 = 96.
B. Tn progresia geometrica (b,), avem b, = SI b, -— . Atunci:
3 9
a)b3=z; b)b4=6; C)b4=§; d)b3=§
C. In progresia geometricd (c,), avem c, c;, = 11. Atunci:
a)c,+Cpy =11, b) ¢,c,, = 11 ) csc, =11 d)cz=1.
D. Tn progresia geometricd (d,), avem d, = 7. Atunci:
a)d,d, =7, b) d,d, =7, cd,d, =49 d)d,+d, =14
E. Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (b,), este S, = (%) - 1. Atunci:
a)b,=2; b) b,=3; 0b,=3; d)b, =2
3. Determina primii cinci termeni ai unei progresii geometrice (b,),
a)b,=2siq=-3; )b=555ib =1;
- coo -
b)b1—648§|q-2, f)b,+b,= 125 sib,-b,= 125,

c)b,=4sib,-b,=8 g)b,=-3sib,,=-3b, pentruoricen e N".

b
d)b,=777si 2=0,;

b,
4. Arata ca sirul (a,), este progresie geometrica. Determina primul termen si ratia
acesteia.
a)a,=4-3"%(V)ne N’ b)a, = %, (V)n e N™.

5. a) Determina numarul real X pentru care numerele 1, 3, 2X + 7 sunt in progresie

geometrica.

b) Determina numarul real X pentru care numerele 1, &4, 2X sunt in progresie
geometrica.

¢) Determina numarul real X pentru care numerele X - 2, X -1, X + 1sunt in
progresie geometrica.

d) Determina numarul real X pentru care numerele 2X - 3, 3, 4X + 1suntin
progresie geometrica.
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6. Determina valorile numarului real X pentru care urmatoarele numere sunt in
progresie geometrica:
a)1,3,2X+7;
b)X-2,X-1X+1;

e) X2 -5, 2X, X2 + \/5:

2 2X+1
Dot Xt

7. Determina suma primilor trei termeni ai unei progresii geometrice, stiind ca suma
primilor doi termeni este egala cu 9, iar diferenta dintre al doilea termen si primul
termen este egala cu 3.

OX,X-1X+6;

d)5- X% X, X%

8. Calculeaza:
a)l +3+32+33+ . +3%0

b)1-2+4-8+..+1024
0 1.1 1 1

T-3+2

373y
N 0 R R e s )
d ( 2+——> +< 2)7 + ) +< 2)3+ ) +u.+( 2)n );
2 (V27
e)9+99+999 + ..+ 9999999..9 .
e AAagidinlars
de 2026 deori 9
9. Rezolva ecuatiile in multimea numerelor reale:
)1+ X+ X2+ X3+ ..+ X"=0; C)1+2X+4X2+8X3=0;
X, X2 X3 X4 X5_
D1+ % g 632"
10. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g (q # £1).

=1
q+1

b)1-X+X2-X3+..-X°=0;

a) Demonstreaza ca (b;' + b;l,)” b,.., pentru orice k € N".

b) Demonstreaza ca:

100 —
D204 QT+ 274 7429+ 992091 - 22020,
i) ¢ L =225 - 1),
R RN A AP R R TR A

11. Determina primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),, stiind ca:
a)b,+b,=8sib,- b, =4
b)b,+b,+by=3sib,+bs+b,=-6
c)b;-b,=48sib,-b,=36;

d) b—1 = 0,25 si Sg = 255, unde S, reprezintd suma primilor n termeni ai progresiei
3

geometrice (b,),;

€)b, - b, + by=225ib, - by + b, =-11.

2a,+1
a,+2

a,-1

—an+1,neN.

12. Fie sirurile (a,), si (b,),,undea,=3,a,, = sib,
a) Determina a,, a, si a,.

b) Aratd ca b = b, b,.

¢) Demonstreaza ca sirul (b,), este progresie geometrica.

d) Demonstreaza ca b, +b,+b,+.. + b, < 0,75, pentru orice numar natural
nenul n.

PROVOCARE!

Enigma lui Zenon: Ahile
si broasca-testoasa

in secolul al V-lea i.H.,
filozoful grec Zenon
din Elea a formulat un
paradox celebru.
Acesta dorea sa
demonstreze ca
miscarea este o iluzie
si, in esenta, imuabila.
Cea mai cunoscuta
provocare a sa ramane
0 cursa imaginara care
pare sa sfideze legile
fizicii prin puterea
matematicii.
Imagineaza-ti o
intrecere neobisnuita
intre rapidul Ahile si o
broasca-testoasa care
are un avans de

100 m. Cand cursa
incepe, Ahile ajunge
rapid in punctul de
unde a plecat broasca,
dar ea a mai inaintat o
mica distanta in acest
timp. El parcurge si
acel segment, dar
testoasa mai face
cativa pasi. Ori de cate
ori Ahile ajunge in
locul unde broasca s-a
aflat anterior, ea a
parcurs deja o noua
distanta. Teoretic,
Ahile n-ar putea sa o
ajunga niciodata,
avand de parcurs o
infinitate de segmente
de drum.

Tu cum ai rezolva
aceasta dilema?

59 N
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13. Fiea,beR,a#0,a+b#0,siprogresia geometrica (y,), cuy,=asiratia g = —g.
a) Calculeaza suma primilor 2n + 1 termeni (n € N*) ai progresiei geometrice (Y,),.
b) Demonstreaza ca a?™ + b2 = (a + b)(a?" - @b + a?"2b2 - ... - ab?" + h2"),
pentru orice numererealeasib,a#0,a+b#0,neN,n22.
14. Fie progresia geometrica (b,),. Arata ca sirul (c,), definit prin ¢, = b,- b,.,,
n € N, este progresie geometrica.
15. Se considera progresia geometrica (b,), cu b, =2 si b, = 54. Determina numarul
natural nenul n pentru care b, + b, + ... + b,, = 6 560.
16. Rata anuala de crestere a populatiei unui stat este de 1%. Populatia actuala este
de 100 000 000 de locuitori. Cu cat va creste numarul de locuitori in patru ani?
17. O instalatie de filtrare a apei reziduale retine, la fiecare ciclu de filtrare, 20% din
impuritatile ramase in apa. Initial, apa contine o concentratie de impuritati de
500 mg/l. Determina concentratia de impuritati dupa 10 cicluri de filtrare. Este
apa sigura pentru deversare, daca limita legala este de 60 mg/1?

18. Ilie a depus la banca suma de 100 000 € in regim de dobanda compusa pe o
perioada de 5 ani, cu rata anuala de 8% pe an. Ce suma va incasa la sfarsitul

perioadei?

INDICATIE 19. 0 solutie salina este lasata intr-un dispozitiv de evaporare controlata. in fiecare
Pentru calcul poti ora, din cauza caldurii, se evapora o cantitate de apa, astfel incat concentratia
folosi aplicatia sarii in solutie creste cu 10% fata de ora precedenta. Concentratia initiala
Calculator de pe este de 2%. Care va fi concentratia solutiei dupa 8 ore?

telefonul mobil, 20. Un precipitat chimic retine impuritdti care trebuie eliminate prin spaldri
tableta sau computer. succesive. La fiecare spalare cu un volum fix de solvent se elimina 60% din
Aproximeaza suma la cantitatea de impuritati prezente in precipitat. Masa initiala de impuritati este
numere intregi. de 100 g. Calculeaza masa de impuritati ramasa dupa a patra spalare.

21. 0 masina noua costa 30 000 €. Se estimeaza ca masina se devalorizeaza cu 20%
in fiecare an, ceea ce inseamna ca, la sfarsitul fiecarui an, masina valoreaza
80% din pretul avut in anul anterior. Care va fi valoarea masinii dupa patru ani?

Portofoliu

Sa presupunem ca Ahile alearga cu o viteza de 10 m/s, iar broasca-testoasa
cu 1 m/s. Broasca are un avans de 100 m.

1. Calculeaza primele patru distante pe care Ahile trebuie sa le parcurga
succesiv pentru a atinge locul prin care tocmai a trecut broasca (d, este
avansul initial de 100 m, d, este distanta parcursa de broasca in timp ce
Ahile parcurge d, etc.).

2. Demonstreaza ca sirul distantelor (d,), identificate la punctul 1 reprezinta
0 progresie geometrica. Precizeaza primul termen d, si ratia q.

3. Folosind formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice, calculeaza distanta
parcursa de catre Ahile dupa 10 astfel de ,pasi”. Ce observi pe masura ce n creste?

4.La ce borna kilometrica va depasi Ahile broasca-testoasa?

N 60
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Studiu de caz @

Jocul de sah a aparut in Gupta (pe teritoriul
actual al Indiei), n jurul secolului VI d.H., unde se
numea ,chaturanga” (cuvant sanscrit care desemna
o formatiune de luptd), referindu-se la cele patru
ramuri ale armatei indiene: elefanti, cavalerie, care
de lupta si infanterie. Din India, jocul a ajuns in
Imperiul Sasanid (Persia), unde a fost numit
»chatrang”, apoi ,shatranj".

Legenda spune ca inventatorul i-a prezentat
regelui Imperiului Sasanid jocul de sah. Regele a
fost deosebit de incantat de acest joc si a vrut sa-l
rasplateasca pe inventator din plin. Modest, el a
refuzat initial rasplata, dar apoi, la insistentele
regelui, a cerut o rasplata aparent neinsemnata:
boabe de grau dupa urmatoarea regula - un bob
pentru primul patrat al tablei de sah, doua boabe
pentru al doilea, patru pentru al treilea, opt pentru
al patrulea si asa mai departe. Regele a considerat
ca solicitarea era neinsemnata, insa in scurt timp a
realizat ca inventatorul cerea, de fapt, o rasplata
surprinzator de mare.

Pentru a afla daca ar fi fost posibil ca regele sa
onoreze plata si alte curiozitati, vei parcurge
urmatoarele etape:

Etapa 1- Progresia geometrica

1. Identifica progresia geometrica prin care poate
fi modelata situatia descrisa in enunt.

2. Determina suma primilor 64 de termeni ai progresiei
(numarul de boabe de grau cerute de inventator).

Etapa 2 - Inteligenta artificiala in actiune

3. Folosind 1A (inteligenta artificiala), determina
numarul mediu de boabe de grau dintr-un kilogram de
grau la culturile din prezent, la culturile de acum 100
de ani, respectiv la culturile din secolul al VII-lea d.H.

4. Transforma numarul boabelor de grau aflate la
punctul 2 in tone (tinand cont de numarul mediu de
boabe dintr-un kilogram in secolul al VlI-lea d.H.).

Etapa 3 - Istorie sau legenda?

5. Documenteaza-te privind granitele Imperiului
Sasanid din acea perioada, apoi identifica statele
actuale aflate pe teritoriul fostului imperiu.

6. Folosind resurse digitale (enciclopedii online,
harti sau IA), cauta care este productia anuala
de grau ce se recolteaza astazi in fiecare stat
identificat la punctul 5.

Etapa &4 - Analiza rezultatelor

7. Folosind 1A, afla de cate ori a crescut productia
mondiald de grau fata de cea din anii 1900,
respectiv fata de cea din anii 600 d.H.

8. Tinand cont de punctul 7, estimeaza care era
productia anuala de grau a Imperiului Sasanid.

9. Afla in cati ani l-ar fi putut rasplati regele pe
inventator.
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Recapitulare

Exercitii recapitulative @

1.

0 sala de spectacole are 20 de randuri de scaune. Pe fiecare rand, incepand cu al doilea, sunt cu doua locuri
mai multe decat pe randul anterior. Pe al doilea rand sunt 15 locuri. Determina numarul de locuri de pe
primul si de pe al optulea rand si numarul total de locuri din sala.

Calin si Mircea trebuie sa citeasca o carte. Mircea citeste in prima zi cinci pagini, iar in zilele urmatoare
citeste de doua ori mai multe pagini decat in ziua precedentd, terminand de citit cartea in cinci zile. Calin
citeste in prima zi doua pagini, iar in zilele urmatoare citeste cu trei pagini mai mult decat in ziua precedenta.
a) Cate pagini a citit in ultima zi Mircea?

b) Cate pagini are cartea?

c) Cate pagini citeste Calin in a cincea zi? x
- ~ . . wye y H e —
d) In cate zile citeste Calin cartea? e A
Un pacient aflat in recuperare medicala trebuie sa mearga in prima zi 500 de pasi. Medicul ii recomanda

sa creasca distanta cu 150 de pasi in fiecare zi. Pacientul este considerat recuperat atunci cand ajunge sa
parcurga 5 000 de pasi zilnic. Dupa cate zile se recupereaza pacientul?

. 0 echipa formata din mai multi specialisti trebuie sa realizeze un proiect. Durata de realizare a proiectului

este de 30 de zile. In urma negocierilor se propun doud modalitati de plata:
i. O suma fixa de 1000 000 de euro pentru intreaga perioada;

ii. 0 suma obtinuta din adunarea veniturilor primite zilnic, unde plata se face astfel: un eurocent in prima
zi, 2 eurocenti in a doua zi, 4 eurocenti in a treia zi Si asa mai departe, suma dublandu-se zilnic.

Care dintre cele doua variante de plata este mai avantajoasa? Justifica raspunsul.

. Un grup de turisti urcd pe un munte. In prima ora, acestia parcurg o diferenta de nivel de 200 de metri,

dar, din cauza oboselii, in fiecare dintre orele urmatoare urca cu 20 de metri mai putin decat in ora
anterioara. Parcurgerea intregului traseu a durat cinci ore. Daca turisti au pornit de la altitudinea de
1200 de metri, la ce altitudine se aflau dupa parcurgerea traseului?

. 0 substanta radioactiva isi injumatateste masa in fiecare ora. Daca masa initiala a fost de 640 de grame,

ce masa va mai ramane din substanta dupa sase ore?

. Pavel a depus la banca suma de 20 000 € in regim de dobanda compusa pe o perioada de 5 ani, cu rata

anuala de 8%. Ce suma va incasa la sfarsitul perioadei?

INDICATIE: Pentru calcul poti folosi aplicatia Calculator de pe telefonul mobil, tableta sau computer.
Aproximeaza suma la numere intregi.

. Un produs costd 800 de lei. in fiecare luna se aplic o reducere de 5% fata de pretul lunii precedente.

a) Identifica progresia care descrie acest proces.
b) Determina pretul produsului la inceputul celei de-a sasea luni. Rotunjeste numarul la intregi.
c) Care este scaderea totald procentuald la inceputul celei de-a sasea luni?

. Suprafata ocupata de nuferii de pe un lac se dubleaza zilnic. Daca dureaza 40 de zile pentru ca nuferii sa

acopere intregul lac, in cat timp vor ajunge acestia sa acopere un sfert din suprafata lui?

10. Fie progresia aritmetica (a,), cua, = 5sia; = 17.

N 62

a) Determina ratia progresiei aritmetice (a,),.

b) Determina termenii a,, a, Si .

c) Verifica daca numarul 533 este termen al progresiei aritmetice (a,),,.
d) Calculeaza suma primilor 25 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),.



Recapitulare

11. Fie progresia geometrica (b,), cu b, =5si b, = -40.
a) Determina ratia progresiei geometrice (b,),.
b) Determina termenii b,, b, si b,
c) Verifica daca numarul real -640 este termen al progresiei geometrice (b,),,.
d) Calculeaza suma primilor 10 termeni ai progresiei geometrice (b,),.

12. Demonstreaza ca sirul cu termenul general X, = 4 - 3n, n € N*, este progresie
aritmetica. Determina primul termen si ratia acestei progresii.

13. Demonstreaza ca sirul cu termenul general Y, = 32", n € N*, este progresie geometrica. Determina
primul termen si ratia acestei progresii.

14. Determina formula termenului general al progresiei aritmetice (a,), cu a, - a; = 6 si a; = 8.

15. Determina formula termenului general al progresiei geometrice (b,), cu b—: =8sib,=6.
16. Determina numarul real X pentru care numerele 2X - 7, 4, 2X + 3 sunt in progresie aritmetica.
17. Determina numarul real X pentru care numerele X - 8, X - 4, X + 8 sunt in progresie geometrica.

18. Calculeaza sumele:
a)29+26+23+...+5; C)’I-2+4-8+...+256;
b)2+9+16+23 + ...+ 142; d)1+d+ L] L

1+ +

3 32+§+...+§.
19. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) 1+549+13+ ... +X = 496: b)1+%+2+%+...+x=612.

20. Numerele reale a, b si ¢ sunt in progresie aritmetica, iar numerele a, b - 1 si ¢ sunt in progresie
geometrica. Determina numerele g, b si ¢, stiind ca suma lor este 15.

21. Numerele reale X, Y si Z sunt in progresie geometrica, iar numerele X - 1,y + 1 si Z sunt in progresie
aritmetica. Determina suma patratelor numerelor X, Y si Z, stiind ca produsul lor este 216.

22. Arata ca, pentru orice numar real X, numerele X + 1, X + 2 si X + 3 nu pot fi in progresie geometrica.
23. Determina primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),.

a,+a,+a; = -2 a, =>5 a;-a, = 2

. . ; b) ¢ . e Ay, - :
a, = 18 S. =5 a, = 3

24. Determina primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),,.

b, 1
b,+b, = 8 S;=-3 == 2

a) {3; -2b ; b){b3=_1; b, "8 .

1 2 1 bz‘b3 =2

25. Calculeaza suma primilor 25 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),, stiind ca a, + a,, + a5 = 99.
26. Cate submultimi cu 500 de elemente in progresie aritmetica are multimea A ={1, 2, 3, ..., 1 000}?
27. Cate submultimi cu 8 elemente in progresie geometrica are multimea A ={1, 2, 3, ..., 1000}?

L . X,=6 . X, .
28. Fie sirurile (X,), SI (Y,), CU X, =6, X,,, = X 53 Y=y —32neEN.
n n

a) Determina X,, X, Si Xs.
b) Arata ca y2=y,Y,.
¢) Demonstreaza ca sirul (Y,), este progresie geometrica.
d)Arata cay, + Y, +Y; + ... + Y, < 768.
29. Fie (b,), o progresie geometrica. Arata ca sirul (c,),, definit prin ¢, = b,b?,;, unde n, p € N’, este
progresie geometrica.

)
)
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul |
30 de puncte

(10p.)

(10p.)

(10p.)

Subiectul al Il-lea

30 de puncte

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

n?+1
n+2’

A. Fie (X,), un sir cu termenul general X, = n € N'. Numarul natural 2 este termenul

de rang k al sirului (X,),. Atunci:

a)k=-1; b) k=2 Qk=3; d) k= 4.
B. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g, b; = 48 si b, = 6. Atunci b, + g este egal cu:
a) 6; b) 9; ) 8; d) 5.

C. Fie progresia aritmetica (a,), cu Ss = 15 (S, reprezinta suma primilor n termeni). Atunci
a, este egal cu:

a)5s; b) 2 c)-1; d) 3.

60 de puncte

Scrie rezolvdrile complete.

60 de puncte 1. Laurentiu depune la banca suma de 12 000 de lei in regim de dobanda simpla, pe o
(10p.) perioada de 9 luni, cu rata anuala a dobanzii de 6%. Care este valoarea capitalului la
sfarsitul celor 9 luni?
(10 p.) 2. Determina numarul real nenul X pentru care numerele 1, X +1 si 2X?+1 sunt in
progresie geometrica.
(15p.) 3. Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni rationali, care are ratia r = 2 si a,a,a,a, = -15.
Determina primul termen al progresiei (a,),,.
4, Fie progresia geometrica (b,), cu b+ b, + by=9sib; - b, =9.
(15p.) a) Determina primul termen si ratia progresiei (b,,),,.
(10p.) b) Determind numarul natural nenul n pentru care S, =1- 2%,
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 [a 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR$|TUL ACESTEI UNITI\'!'I: 5foarte bine &4bine 3mediu  2slab  1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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» 1. Proprietati generale ale functiilor

» 1. Functii: definitie, exemple,
modalitati de a descrie o functie,
functii egale, restrictii ale unei functii,
imaginea unei functii

> 1.2. Reprezentarea grafica a unei
functii definite pe submultimi ale lui R,
intersectia graficului cu axele de
coordonate, drepte in plan de forma X =m
sau de forma'y = m, m € R; semnul
unei functii numerice, interpretarea
geometrica a solutiilor ecuatiilor de
forma fiX) = m si f(X) = g(X)

» 1.3. Proprietati ale functiilor
numerice: monotonie, marginire,
paritate/imparitate, convexitate/
concavitate; lecturi grafice

» 1.4. Functii obtinute prin operatii
algebrice elementare (suma, diferentd,
produs, raport); compunerea functiilor
» 1.5. Functii injective, surjective,
bijective, inversabile: definitie,
interpretare geometrica pentru functii
numerice, conditia necesara si
suficienta ca o functie sa fie
inversabila; lecturi grafice

» 2. Functia de gradul al doilea

» 211. Definitie, reprezentare grafica,
intersectiile reprezentarii grafice cu
axele de coordonate, axa de simetrie

» 2.2. Monotonia functiei de gradul al
doilea; punctul de extrem

» 2.3. Semnul functiei de gradul al
doilea; interpretare geometrica (pozitia

Unitatea

unei parabole in raport cu axa 0X),
inecuatii de gradul al doilea studiate pe
multimea R sau pe intervale de numere
reale; interpretare geometrica (proiectii
ale unor portiuni de parabola pe axe)

> 2.4. Relatiile lui Viete

» 2.5. Sisteme care contin ecuatii de
gradul al doilea; interpretare geometrica

» 3. Functia putere cu exponent intreg.
Functia radical

» 3.. Functia putere cu exponent intreg

» 3.2. Radicali, operatii cu radicali,
proprietatile radicalilor; expresii
conjugate

» 3.3. Functia radical

» 3.4. Ecuatii si inecuatii cu radical




UNITATEA 3

1.1. Functii: definitie, exemple, modalitati de a descrie o
functie, functii egale, restrictii ale unei functii, imaginea
unei functii

Descopar

0 firma de taxi percepe pentru efectuarea unei curse o taxa de pornire de & lei, iar
pentru fiecare kilometru parcurs costul este de 5 lei.

a) Completeaza tabelul de mai jos, unde t(d) reprezinta tariful perceput pentru
parcurgerea a d kilometri.

d (km) 5 6 72 8 95 10 N8 12

t(d) (lei)

b) Scrie functia care exprima tariful perceput in functie de distanta parcursa.

Din cele mai vechi timpuri s-au cautat modalitati de a trece de la interpretarea intuitiva a unor procese la
0 abordare riguroasa, care sa poata conduce la modelarea unor fenomene complexe. Astfel, in multe
domenii precum matematica, fizica, chimia, biologia sau economia, s-a studiat modul in care anumite
fenomene sunt interdependente, pentru a le descrie, a le explica si a le prezice evolutia. In acest context,
functia este o notiune de baza in matematica, realizand legatura intre doua multimi.

Definitia 1. Fie A si B doua multimi nevide. Prin functie definita pe multimea A cu valori in multimea B se
intelege orice lege (procedeu, conventie) f, care face ca fiecarui element a din multimea A sa ii corespunda
un unic element din multimea B, notat f(a).

Se noteaza ,f: A — B” si se citeste ,functia f definita pe multimea A cu valori in multimea B” (fa) se citeste
JSfdea").

EXEMPLE:

1. Fie A multimea tarilor membre ale Uniunii Europene si B multimea capitalelor acestora. Definim functia
f:A— Bdupa legea de corespondenta: fiecarei tari i se asociaza capitala sa.

De exemplu, flRomania) = Bucuresti, fiFranta) = Paris.

2.f:R = R, fiX)=-X?%

3.f:{1,0,1,2} > {1,2,3}, i-1) =1,f(0) =1, (1) =2,f2) =2.

Definirea functiei f: A — B presupune existenta a trei elemente:

- 0 multime A (nevida) pe care este definita functia, numitd domeniul de definitie al functiei;

- o multime B (nevida) in care ia valori functia, numita codomeniul functiei sau multimea in care functia ia
valori;

- un procedeu (lege de corespondenta, conventie etc.) f, care face ca fiecarui element X din multimea A sa
ii corespunda un unic element Y = f(X) din multimea B. Procedeul (legea, conventia etc.) se noteaza, in
general, cu diverse litere (de exemplu: f, g, h, i, j etc.).
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EXEMPLU:

Domeniul de definitie al functiei f:{0,1,2,3} = {-3,-2,-1,0,1,2, 3}, fiX) = 2X - 3, este multimea {0, 1,2, 3},
iar codomeniul este multimea {-3,-2,-1,0, 1,2, 3}.

OBSERVATIE.

Domeniul maxim de definitie al unei functii numerice reprezinta multimea tuturor valorilor pe care le
poate lua variabila pentru care legea de corespondenta are sens.

De exemplu, R \ {1} reprezinta domeniul maxim de definitie al unei functii a carei lege de corespondenta

b
este X — 7.

Definitia 2. Fie functia f: A — B, unde A si B sunt multimi nevide. Pentru fiecare X € A, elementul y = f(X) € B

se numeste imaginea lui X prin f sau valoarea functiei f in X. in scrierea f(x), X se numeste argument
sau variabila.

OBSERVATIE.

Fie functia f: A — B, unde A si B sunt multimi nevide. Daca X € A si y = f(X) € B, atunci X se numeste
preimaginea lui y prin f.

EXEMPLU:

Se considera functia f: {-1, 0, 1} - {0, 1, 2, 3, 4}, fiX) = X + 2. Imaginea lui 1 prin f sau valoarea functiei f
in 1 este 3, deoarece f(1) = 3. Putem spune ca 1 este preimaginea lui 3 prin f.

Modalitati de a descrie o functie
Se disting doua moduri de a descrie o functie:

» sintetic - pentru fiecare element din domeniul de definitie al functiei se precizeaza elementul care i se
asociaza din codomeniul acesteia. Acest lucru se poate realiza si cu ajutorul diagramelor Venn-Euler
(figura 1) sau a unui tabel, numit tabel de valori al functiei (figura 2).

EXEMPLU:
Fie A={-2,-1,1, 2} si B ={1, 4}. Definim functia f: A — B astfel: f(-2) = 4, f-1) =1, (1) =1, fi2) = 4.

Legea de corespondenta poate fi reprezentata grafic cu ajutorul diagramelor Venn-Euler (figura 1) sau cu
ajutorul unui tabel (figura 2).

’F Figura 2

Figura 1
» analitic - se precizeaza relatia care leaga un element arbitrar a € A de elementul f(a) € B.
EXEMPLE:
1.:{-2,-1,1,2} = {1, &4}, fX) = X5

2.f:N - {0,1,2,3, 4}, fin) = restul impartirii numarului natural n la 5.

3
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OBSERVATIE.

Aceleiasi formule/expresii algebrice ii putem asocia mai multe functii. De exemplu, expresiei algebrice X?
ii putem asocia functiile f, : R — [0, +o0), f,(X) = X2, f, : {~2, =1, 1, 2} = {1, 4}, f,(X) = X? Si nu numai.

Functii egale @

Definitia 3. Fie multimile nevide A, B, C si D. Doua functii f: A — Bsi g : C - D sunt egale daca A=C, B =D si
f(X) = g(X), pentru orice X € A. Se noteaza f = g.

EXEMPLU:
Functiile f, g : {-1, 0, 1} — {0, 1}, fiX) = X*, g(X) = IXI, sunt egale.

intr-adevar, functiile f si g au acelasi domeniu de definitie si acelasi codomeniu. (1)

fli-D=(-D4=1 X
gi-n=1-1= 1} = f-1=g(-1)

(0) = 04 =] 0

2(0) =101 = 0} = fl0)=g(0) = f(X) = g(x), pentru orice X € {-1,0, 1} (2)
fiy=14=1

g() = 1l =1} = ft) = g(1)

Din (1) si (2) rezulta f = g.

OBSERVATIE.

Doua functii f, g: A — B (A, B # @) nu sunt egale daca exista cel putin un element X, € A pentru care
f(Xo) # g(Xo)-

Restrictii ale unei functii

Fie f: A — B o functie si A" c A (A" # @). Putem defini functia g : A" — B, g(X) = f(X) pentru orice X € A'.
Functia g astfel definita se numeste restrictia functiei f la submultimea A’ C A si se noteaza g = f1 .
EXEMPLU:

. . X+1 X<0
Fie functiaf: R — R, f(X) = { :

X, X20

Restrictia functiei f la intervalul (-0, 0) este functia g: (-, 0) > R, g(X) = X + 1(g = fl(_, o), iar restrictia
functiei f la intervalul [0, +o) este functia h : [0, +) — R, h(X) = X (h = flig ,cr))-

OBSERVATII.

1. Graficul restrictiei unei functii f este o submultime a graficului functiei f.

2. 0 functie poate avea mai multe restrictii.

EXEMPLU:

Functiile f, : (-0, 11 > R, f(X) = 2X -3, f,: 2, 51 > R, f,(X) = 2X -3, f, : (3, +®) — R, f,(X) = 2X - 3,
sunt restrictii ale functiei f: R — R, f(X) =2X - 3.

Imaginea unei functii @

Fie f: A — B o functie. Imaginea functiei f este:

Imf=fA)={fix) | Xx e A}={y € B|(3)X € A astfel incat fix) = y}.
EXEMPLE:

1.£:{1,3,5) = R, fiX) = 2X + 3. Cum (1) = 5, f(3) = 9 si f(5) = 13, obtinem Im(f) = {5, 9, 13}.
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2.f:(-00,4) — R, fiX) = -3X + 1
Fie Y € Im f. Atunci exista X € (-0, 4), astfel incat f(X) = y.
1 =
f(X)=y@—3x+1=y@x=Ty

1- . . -
3 y <4, de unde rezulta cay > -11, adica y € (-11, +).

Cum X € (-0, 4), obtinem
Am demonstrat ca Im f C (-11, +o). (3)

Pentru a demonstra ca Im f = (-11, +0), trebuie sa aratam ca (-11, +o) C Im f.

1- Coe .. A 1-
3 y < 4, de unde rezulta ca exista X € (-0, 4) astfel incat X = Ty (sauy = -3X + 4).

Am demonstrat ca exista X € (-oo,4) astfel incat -3X + 1 = Y, ceea ce este echivalent cu f(X) = Y, deci
(-1, +o0) C Im f. (4)

Din (3) si (4) rezultd ca Im f= (=11, +o0).
OBSERVATII.
1. Pentru orice functie f: A — B, avem Im f C B.

Fie y € (-11, +o0). Atunci

2. Fie functia f: R — R, f(X) = aX + b, unde a si b sunt numere reale. Atunci:
« Imf=f(R)=R, dacaa0;
o Imf=f(R)=1{b},dacaa=0.

Definitia 4. Fie f : A — B o functie. Se numeste imaginea multimii C c A prin functia f multimea
f(©) ={fox) | x e C}={y e B | ()X € C, astfel incat f(x) = y}.

EXEMPLU:

Se considera functia f : R — R, f(X) = 2X + 3. Ne propunem sa determinam imaginea multimii (2, 3) prin
functia f.
Fie y € f((2, 3)). Atunci exista X € (2, 3), astfel incat fix) = Y.

y-3

f(X)=y<=>2X+3=y<=>X=T

2
Am demonstrat ca f((2, 3)) € (7, 9). (5)

. 3 . -
Cum X € (2, 3), obtinem 2 < y <3,deunderezulta7<y <9, adicay € (7,9).

Pentru a demonstra ca f((2, 3)) = (7, 9), trebuie sa aratam ca (7, 9) € f((2, 3)).
y-3

o oy N -3
5 < 3, de unde rezulta ca exista X € (2, 3), astfel incat X = YT (sauy =2x+3).

Am demonstrat ca exista X € (2, 3) astfel incat 2X + 3 = Yy, ceea ce este echivalent cu f(X) = Y, deci
(7,9) € (2, 3)). (6)
Din (5) si (6) rezulta ca f((2, 3)) = (7, 9).

Fiey € (7, 9). Atunci 2 <

Definitia 5. Fie f : A — B o functie. Se numeste preimaginea multimii C c B prin functia f multimea
fUO={x|xeAsifix)ec}

EXEMPLU:

Se considera functia f: R — R, f(X) = 5X - 2. Ne propunem sa determinam preimaginea multimii [0,7; +co)
prin functia f.
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Fie X € f([0,7; +o0)). Atunci X € R $i 5X - 22 0,7.
5X-220,7=5X227=X20,54 = X €[0,54; +x)
Am demonstrat ca f([0,7; +)) C [0,54; +0). (7)
Pentru a demonstra ca f([0,7; +0)) = [0,54; +), trebuie sa aratam ca [0,54; +o0) C f([0,7; +o0)).
Fie X € [0,54; +0). Atunci:
X 20,54 = 5X-220,7 = fiX) €[0,7; +0) = X € f([0,7; +)). (8)
Din (7) si (8) rezulta ca f([0,7; +)) = [0,54; +o0).
in continuare vom prezenta cateva functii importante: functia modul, functia parte intreaga si functia
parte fractionara.

Functia modul

Din clasele anterioare, stim ca axa numerelor este o dreapta pe 1u

care s-a fixat un punct O, numit origine, un sens pozitiv si o B o A C

unitate de masura. Oricarui numar real X 7i putem asocia un >
-3 0 1 5

punct pe axa numerelor. Vom spune ca punctul respectiv are
coordonata X. De exemplu, in figura 3, punctul A are coordonata 1
(scriem A(1) si citim ,,punctul A de coordonata 1), punctul B are
coordonata -3 (scriem B(-3) si citim ,,punctul B de coordonata -3"), iar punctul C are coordonata V5
(scriem C(V/5) si citim ,,punctul C de coordonata V5").

Figura 3

Distanta de la originea axei numerelor la punctul prin care este reprezentat un numar real X pe axa
numerelor se numeste modulul numarului real X. Se noteaza cu |X|.

Modulul unui numar real se mai numeste si valoare absoluta.

EXEMPLE:

1. Modulul numarului real -3 este egal cu distanta de la punctul O la punctul B(-3), deci |-3| = 3.

2. Modulul numdrului real V5 este egal cu distanta de la punctul O la punctul C(/5), deci [\5] = V5.

OBSERVATIE.
-X, X<0
Tinand cont de definirea modulului unui numar real, obtinem [X| = ¢ 0,X=0
X, X>0

Proprietatile modulului unui numar real
1. IX| 2 0, pentru orice X € R;

2.1X| =0 X=0;

3. |X] = [-XI|, pentru orice X € R;

40X = Iyl & X=ysaux=-Y;

5.1x-yl=Ix] - lyl, pentru orice X, y € R;

_IXl

X| _ IXI : :
6. |y ik pentru orice X,y € R, Y # 0;

7. 1X +y| < |X] + lyl, pentru orice X, ¥ € R (inegalitatea triunghiului);
8. Ix] - Iyll < IX - yl, pentru orice X, y € R.
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Vom demonstra in continuare proprietatea |X +y| < IX| + lyl, pentru orice X, y € R.
Daca X = 0, atunci [X + Y| = [yl si IX| + |yl = |yl, deci [X +y[ = |X] + |yl.

Analog, daca y = 0, atunci [X+Yy| = [X| +[yl.

Presupunem X # 0 si y # 0. Se disting patru cazuri:

a)Daca X>0siy>0,atunci X+y>0si[X| =X |yl =y, [X] + |yl =X+Yy, [X+y| =X +Y, de unde rezulta
IX+yl=Ix|+1yl.

b) Daca X <0,y <0, atunci X + Yy < 0 si [X| ==X, [y ==y, IX| + [yl = (-X) + (-y) = = (X +Y), IX + Y| = =(X +Y),
de unde rezulta [x + y| = || + |yl.

c)Daca x> 0siy <0, atunci IX] =X, [yl ==y, [X] + |yl =X+ (-y).
in acest caz avem doua situatii: X +y 2 0 sau X + Yy < 0.
eDaca X +Yy 20,atunci [X+yl=X+Yy=IX|+y<IX|+lyl.
eDaca X +Yy <0, atunci [X + Y| =-(X+Yy)=(-X) + (-y) = (-X) + |yl < Iyl < IX] + |yl.

d) Daca X < 0'si y > 0 se demonstreaza analog cazului c) ca [X + Y| < [X] + |yl.

=X, X<0 .
' se numeste functia modul.

Definitia 6. Functia f: R — [0, +e0), fiX) = |X] = {x, X320

Reprezentarea geometrica a graficului functiei modul este redata in figura 4.

£
ot
L]
T
B
]
Fe
3
2
1

:

M8 87 B 54334 |01 2 3 458677 8 8
2

Figura 4
Functia parte intreaga @

Stim ca, pentru orice numar real g, exista si este unic un numar intreg n, astfel incat n < a < n + 1. Numarul
intreg n reprezinta partea intreaga a numarului real a.

Asadar, partea intreaga a numarului real a este cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu a.
Se noteaza cu [a].

EXEMPLE:

1.[0]1=0; 3.[-3]1=-3; 5. [—%] = -1, deoarece -1< —% <0;
2.M=7 4.[2,51] = 2, deoarece 2 < 2,51 < 3; 6. [-\7] = -3, deoarece -3 < -7 < -2.
OBSERVATII.

1.[al < a < [al + 1, pentru orice numar real a.
2.a - 1<[al < a, pentru orice numar real a.

3.[a + n]=[a] + n, pentru orice numar real a si orice numar intreg n.
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Definitia 7. Functia f: R — Z, f(X) = [X] se numeste functia parte intreaga.

Analizand partea intreaga a unui numar real pe intervale, deducem ca:

-

-2, Xe[-2,-1) Au, ¥ —
-1, Xe€[-1,0) , -
fX)=[X1=4 0, X€[0,1)
1, Xe[,2) T
2, Xe[2,3) 32 a0 fo 2 3 X
L 4
Imaginea functiei parte intreaga este Z (Imf = Z). 1 B
Reprezentarea geometrica a graficului functiei parte intreaga este . ]
redata in figura 5.
Figura 5

Functia parte fractionara

Partea fractionara a numarului real a este diferenta dintre numarul a si partea sa intreaga. Se noteaza cu {a}.

Asadar, {a} = a - [a], pentru orice numar real a.

Cumlal<a<I[al+1,rezulta ca0<a-I[al<1,deciOs{a}<1, pentru orice numar real a.

EXEMPLE:
1L =7-71=7-7=0;
2.{2,51} = 2,51 - [2,51] = 2,51 - 2 = 0,51;

(34 [-3 e gre

4 {-NT} =T - H‘]-— (3)——v7+3.

OBSERVATIE.
{a + n} = {a}, pentru orice numar real a si orice numar intreg n.

Definitia 8. Functia f: IR — [0, 1), f(X) = {X} se numeste functia parte fractionara.

Explicitand partea fractionara a unui numar real X, deducem ca:
X+2, Xe[-2,-1)

X+1, Xe[-1,0)

fiX)y=4X, Xe[0,1)

X-1,Xe€1,2)

X-2, X€E[2,3)

S

Imaginea functiei parte fractionara este

intervalul [0, 1) (mf=[0,1)). ////W/////

Reprezentarea geometrica a graficului functiei -5 -k -
parte fractionara este redata in figura 6.

—1

Figura 6
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Exercitii rezolvate

1. Demonstreaza ca |[al - |bl| < |a - bl, pentru orice numere reale a si b.
Rezolvare:
Se disting doua cazuri:
Cazul 1. lal - [bl 20 = [lal - |bl] = |al - |b|
lal=la-b+bl<la-bl+|bl=lal-|bl<la-bl=llal-1bll<la-bl
Cazul 2. |al - |bl <0 = |lal - |bl| = |b] - |al
Ibl=lb-a+al<|b-al+lal=1bl-lal<lb-al=la-bl=llal - |bll<la-bl
2. Determina valorile numarului real X pentru care:

Rezolvare:
a) [SXT”] =4©4<5X3 X e 2s5X+1<150 MNs5X<The X e [151 154)

b)[X]=X-06<06=X-[X]oX=06<Xe{n+06]|neZ}

3. Se considera functiile f: R — R, fiX) = 2a+3b)X2+4X+a+b,sig: R - R,
g(X)=2bX?+ &4X + 4a + 3b + 1, unde a si b sunt numere reale. Determina numerele
reale a si b pentru care functiile f si g sunt egale.

Rezolvare:

Functiile f si g au acelasi domeniu de definitie si acelasi codomeniu. Pentru a fi
egale trebuie, in plus, ca f(X) = g(X) pentru orice numar real X.

fX)=g(X), (V)XER < Qa+3b)x2+4X+a+b=2bXx2+4X+4a+3b+1,(V)XER
©2a+3b=2bsia+b=4a+3b+1

{Za+3b=2b @{Za+b=0 @{4a+2b=0®{a=1
a+b=4a+3b+1 -3a-2b=1 -3a-2b=1 b=-2

Aplic @

1. Se considera functia f: R — IR, f(X) = 4X + 1. Calculeaza:
f(N3) - f(N5).

a) f3); c) flN3) - V48; e) BV
] AT 1+2+3+..+100

2. Verifica daca functiile f si g sunt egale.
a)f:{0,1,2} > R, fiX)=X+3,9:{0,1,2} - R, g(0) =3, g(1) = 4, g(2) = 5;
b)f:{-1,0,1 =R, fix)=x3g:{-1,0,1 =R, gX) =-|xI;

)R =R, fX)=X%g:R =R, g(X)=2%

3. a) Determina numarul functiilor f: {0, 1,2} — {0, 1,2, 3, 4}.
b) Determina numarul functiilor f: {1, 2,3} - {0,1,2,3} cu fi1) = 3.
¢) Determina numarul functiilor f: {1,2,3} - {0, 1,2, 3, 4} cu i) s 2.
d) Determina numarul functiilor f: {0, 1,2, 3} — {0, 1,2, 3} cu f(0) = ft1) = 0.
e) Determina numarul functiilor f: {0, 1,2, 3} - {0, 1, 2, 3, 4} cu (1) = fQ2).

()
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EXERSEAZA! 4. Se considera functiaf: R — R, f(X) = 2X + %
Precizeazi care a) Determind imaginile prin functia f ale multimilor:
dintre legile de { 5. } 7
corespondenta 780 ( 4)’ [-V3,+00),[-3,3].
reprezentate grafic b) Determind preimaginile prin functia f ale multimilor:
prin diagramele de {3205, (-0, -8), (10, 15,5 R\ G2, R (1)
mai jos reprezinta o X +1X<0
functie. Justifica. 5. Fiefunctiaf: R - R, fix) = {ZX S3X20°
a) a) Determina functia f|_, g Si imaginea sa.
A B b) Determina f((-3, -1]) si f([2, 6]).
‘ X+2,X<-1
'E 6. Fiefunctiaf: R - R, fiX)=92x+3,X€[-1,2).
’ X+6, X22
a) Scrie restrictiile functiei f la intervalele (- o, -2) si [7, +o0).
b) b) Determina f((-5, -3]), f((0, 2)) si f([3, +0)).
A B 7. Fie functiag: R — R, g(X) = mX + n, unde m, n € R, m # 0. Determina numerele

reale m si n pentru care:

= a) g((4, 5)) = (19, 24); 0 (0, 8]) = (-2, 0};

0)9([7.9))= (7.7 0) g (V3 - 2, V3 + 6)) = (2, 392

8. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

X+1 X+8|_ ¢
7 tT3 |70

X+ 1| _3X-1,
5 L

=0; i) [(X-6)(X+6)-(X+5)?| =4

c) a) IX| = 9; d)1-711-2x|=1; g)

b) |2X + 5| = 5,4; e)\7 - V112X =v13;  h)

2
X__X.F‘]

4 2
9. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:

c)2|X—% +§=1,(3); f)|

a) IX+2|<3; )|7x+9|_3, g) 12 - 2|4X + 1] 2 5.
b) [-3X + 1| < 4 e) V(X + 12 <0;
) I5X + 2| >5; f)2+/(6X + 0,2)2 + 2,52 8;

10. Determina numarul real a pentru care functiile f: R — R, f(X) = 2(a + 7)X + 4,
sig:R - R, g(X) = 16X + 3a + 1, sunt egale.
11. Se considera functiile f: R — R si g : R — RR. Determina numerele reale a si b
pentru care f(2) = g(2) si f(0) = g(-1).
a) fX)=3Qa+ DX +bsigX)=ax +2b + 4
)f(X)=a\/7X+bsig(X)=2m/_X—b+2;

000 =9x + 2 sigon =

12. Demonstreaza ca ||al - IbII < la + bl pentru orice numere reale a si b.

Ix+b.

13. Calculeaza partea intreaga si partea fractionara pentru numerele:

—6.4:100) -2 (6): . 2. _ 4. 7.123
a) 6131 6141 11(2)1 27(6)1 471(2)1 7723( ) 137 521 01 51 3 23 ’

b)\/f;\/?;\/E;\ﬁ;S+2\/7;2—3\/§;8—2\/§;§\/7+4;\/_zm.
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14. Se considera functia parte intreaga f: R — R, f(X) = [X]. Determina:

f([=2,5]), f((-e0, -4)), £((5, 6)), f([2, 4)), f(N), f(Z).
15. Se considera functia parte fractionara f : R — R, fiX) =

f([-4,3]), f((=2, -2)), £((1, 2)), fN), f(Z).

1,1 .1 1
16. Fiea T 2+ 3 3 4 (n—1)-n'

a) Determina partea intreaga si partea fractionara a numarului real a.

{X}. Determina;

unde n este numar natural, n > 2.

b) Determina numarul natural n, n > 2, pentru care {a} = 0,98, unde {a} reprezinta
partea fractionara a numarului real a.

17. a) Determina partea intreaga a fiecaruia dintre numerele Vn2+1, V\n?+2, ..,
vn?+ n, unde n este numar natural nenul.
b) Fie S=Vn2+1 + Yn2+2 + .. + \n?+n, unde n este numar natural nenul.
Demonstreazd ca [\S] = [Vn? + k] pentru orice numar natural nenul n si orice numar
natural nenul k, k < n, unde [X] reprezinta partea intreaga a numarului real X.

18. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile urmatoare:

a)[X1=5; e) {X} = 0,75; )3 (2-{X}+4)+2=14)9;
b) [X + 21 = -1; f){x—i} 0,2 j)[2x+%]=3xz+1;
c)[2X - 51=2; g){x+3} 0,4 k)X21+X32 X3 = [2X1;
)23 =00 hoo+xI=1exe39, ) [2X3+1]=x—1.

19. Demonstreaza ca:

a) [X] + [X + %] = [2X], pentru orice numar real X;

D) X1+ [x+ 5] + [x+ 2] + s [x+ 17
pentru orice numar natural n > 2 (Identltatea lui Hermite).

] = [nX], pentru orice numar real X SI

20. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile urmatoare:

)0+ [x+3] =7 o [+ [P - [P =»
b)[X;2]+[2X6+7]=X;4; e)[X;2]+[2)(159]=X;6'

o+ i3] - -3
21. Pe o platforma online sunt postate doua videoclipuri ale formatiilor celebre
A'si B. Videoclipul postat de formatia A atinge un numar de 300 de vizualizari in
prima jumatate de ora de la postare, adica pana la ora 14:00, apoi numarul
acestora creste cu 80 de vizualizari in fiecare ora. Videoclipul postat de formatia
B atinge un numar de 1200 de vizualizari in primele 45 de minute, adica tot pana
la ora 14:00, apoi numarul acestora creste cu 50 de vizualizari in fiecare ora.

a) Determina functiile care modeleaza situatia descrisa*.

b) La cat timp dupa ora 14:00 videoclipurile celor doua formatii au acelasi numar
de vizualizari?

c) Care este numarul de vizualizari in momentul in care cele doua videoclipuri
au acelasi numar de vizualizari?

d) In ce interval de timp formatia A are mai multe vizualizari decat formatia B?

EXERSEAZA!

Pentru fiecare din
functiile de mai jos,
determina domeniul

de definitie si
codomeniul.
a)
b)f:A—B
X -2 0 2
1 LY
fX) 7 5 3
9]

df:A->B

X 0123 4
0O 00 1 1 1

INDICATIE*

Se cer functiile care
exprima numarul de
vizualizari ale
fiecaruia dintre cele
doua videoclipuriin
functie de timpul,
masurat in ore, scurs
dupa ora 14.
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1.2. Reprezentarea grafica a unei functii definite pe
submultimi ale lui R, intersectia graficului cu axele de
coordonate, drepte in plan de forma X = m sau de forma
y =m, m € R; semnul unei functii numerice,
interpretarea geometrica a solutiilor ecuatiilor

de forma f(x) = m si f(x) = g (x)

Descopar

Intr-un oras exista trei companii de transport, fiecare avand un mod diferit de calcul
al tarifului unei calatorii:

«» Compania A percepe o taxa de pornire de 4 lei si un cost de 3 lei pentru fiecare
kilometru parcurs.

«» Compania B percepe o taxa de pornire de 10 lei si un cost de 2 lei pentru fiecare
kilometru parcurs.

» Compania C nu are taxa de pornire, dar percepe 4 lei pentru fiecare kilometru
parcurs.

a) Determina functiile care exprima costul unei calatorii in functie de distanta
parcursa pentru cele trei companii.

b) Reprezinta grafic, in acelasi reper cartezian, functiile determinate la punctul a).
c) Pentru fiecare dintre cele trei companii, determina distanta pentru care costul
unei calatorii este de 100 de lei.

d) Doua calatorii, realizate de companiile A si B, au acelasi cost. Care sunt
distantele parcurse in fiecare caz?

e) Exista o distanta pentru care toate cele trei companii incaseaza aceeasi suma?
Justifica raspunsul.

Invat
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Reprezentarea grafica a unei functii definite pe submultimi ale lui R

Fie A si B doua multimi nevide. Ne amintim ca produsul cartezian al multimilor A si B, notat cu A x B,
reprezinta multimea tuturor perechilor de forma (X, y), unde X e Asi y € B.

Asadar,Ax B={(X,y) | x e Asiy € B}.

Definitia 1. Fie f: A — B o functie. Multimea tuturor perechilor (X, f(x)), unde X € A, se numeste graficul
functiei f si se noteaza G;.

Asadar, 6= {(x, f(X)) | x e A}={(X,y) I X € A, y = f(X)}.
EXEMPLU:
Fie functiaf:{a, b,c} - {d,e, f, g}, fta) = d, fib) = e, fic) = g. Atunci G, = {(q, d), (b, e), (c, g)} si card G, = 3 = card A.

Cum A x B={(a, d),(q, e), (a, f),(a, g),(b, d),(b, e), (b, f), (b, 9), (c, d),(c, e), (c, f), (c, g)}, obtinem card A x B = 12.
Asadar, card Gy < card A x B.
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OBSERVATII.
1.Daca f: A — B este o functie, atunci:

a)G,CAxB; b)(X,y) € G;o X e Asif(X) =Y.
2. Daca A este multime finita si f: A — B este o functie, atunci card G, = card A.

Din clasele anterioare stim ca o pereche ordonata de doua axe
perpendiculare care au aceeasi origine se numeste sistem de axe
ortogonale in plan sau reper cartezian in plan sau sistem de axa  ——>| cartezian X0y

y

originea reperului

coordonate in plan (figura 1). Se noteaza X0y. 9rqonatalon /
Definitia 2. Functia f: A — B, unde A si B sunt doua multimi nevide 0 T X
de numere reale se numeste functie numerica. :

! ! axa absciselor
EXEMPLE:
LF:(L,7) >R, fX)=X+3; 2.f:R - Z, f(X) = [X. Figura 1

Definitia 3. Pentru orice functie numerica f: A — B, multimea tuturor punctelor reprezentate in reperul
cartezian X0Y, avand coordonatele date de perechile (X, y) € G/, se numeste reprezentarea geometrica a
graficului functiei f.

OBSERVATIE.

Punctul A(X, Y) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f: A — B(A,B CR) < X € Asi Yy = fiX).
EXEMPLU:

Punctul M(2, 1) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f: R — R, f(X) = -4X +9, pentru ca
fQ)=-4-2+9=1

in continuare, pentru simplificarea limbajului, atunci cand vorbim despre reprezentarea geometrica a
graficului functiei f, vom folosi ,reprezentarea graficului functiei f” sau ,reprezentarea grafica a functiei f”.

Atunci cand reprezentam mai multe functii intr-un reper cartezian X0y, vom scrie denumirea functiei in
cadrul reprezentarii grafice, pentru a nu exista confuzii.

Definitia 4. Functia f: IR — R , f(X) = aX + b, unde a si b sunt numere reale, se numeste functie afina.

Teorema 1. Reprezentarea grafica, intr-un reper cartezian X0Y, a functiei f: R — R, f(X) = ax + b, unde a si
b sunt numere reale, este o dreapta.

oBservATI. @

1. Reprezentarea graficd, in reperul cartezian X0Y, a functiei afine f: R — IR, f(X) = aX, a € R, este o dreapta
care trece prin originea sistemului de coordonate X0Y.

2. Reprezentarea grafica, in reperul cartezian X0Y, a functiei afine f: R — R, f(X) = b, b € R’, este o dreapta
paralela cu axa OX.

3. Reprezentarea grafica, in reperul cartezian X0Y, a functiei afine f: R — IR, f(X) = 0, este axa OX.

Pentru a reprezenta grafic functia afina f: R — R, fX) = ax + b (a, b € R) intr-un reper cartezian X0y, este
suficient sa fie reprezentate doua puncte distincte A(X,, f(X,)) si B(X,, f(X;)), unde X, si X, € R, X, # X;.
Dreapta determinata de cele doua puncte (dreapta AB) este reprezentarea grafica a functiei f in reperul
cartezian X0y.
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EXEMPLU:

Pentru a reprezenta grafic in reperul cartezian X0y functiaf: R - R, b
fiX) = -2X + 4, calculam valorile functiei f pentru doua numere diferite
din domeniul sau de definitie. Cum f(1) = 2 si f(3) = -2, punctele A(1, 2)
si B(3, -2) apartin reprezentarii grafice a functiei f in reperul cartezian
X0Y. Reprezentarea grafica a functiei f este dreapta AB din figura 2.

- W o e D o

Fie | o submultime nevida a lui R si functiile f: R - R, g:1 > R,
g(X) = f(X) pentru orice X € I. Functia g este restrictia functiei fla = = =2 -1¢/
multimea |, deci reprezentarea grafica in reperul cartezian X0y a 2
functiei g se obtine din reprezentarea grafica a functiei f pastrand
numai punctele ale caror abscise apartin multimii I.

OBSERVATIE.

Fie | o submultime nevida a lui R. Reprezentarile grafice intr-un reper cartezian X0y ale functiilor
de formaf:1— R, fiX)=ax + b (a, b € R) sunt multimi finite de puncte, segmente sau semidrepte.

EXEMPLE: @

Se considera functiile g : (-0, 2] - R, g(X) = 3X - 2, si h: [-1,3) - R, h(X) = 3X - 2. Observam ca functiile
g si h sunt restrictiile functiei f: R — R, f(X) = 3X - 2, la intervalele (-0, 2] si [-1,3).

Figura 2

Punctele de pe reprezentarea grafica a functiei f (figura 3) care au abscisele in intervalul (-co, 2] formeaza
reprezentarea grafica a functiei g (figura 4). Pentru a marca faptul ca punctul A(2, 4) apartine reprezentarii
grafice a functiei g, folosim simbolul ,]".

Punctele de pe reprezentarea grafica a functiei f (figura 3) care au abscisele in intervalul [-1,3)
formeaza reprezentarea grafica a functiei h (figura 5). Pentru a marca faptul ca punctul B(-1, -5) apartine
reprezentarii grafice a functiei h, folosim simbolul ,[", iar pentru a marca faptul ca punctul C(3,7) nu apartine
reprezentarii grafice a functiei h, folosim simbolul ,)".

Figura 3 Figura 4 Figura 5
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Intersectia graficului cu axele de coordonate

Pentru a determina coordonatele punctului/punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a functiei
f:R — R cu axa OX, rezolvam ecuatia f(X) = 0. Intersectia dintre reprezentarea grafica a functiei f si axa OX
poate fi @ sau o multime formata din unul sau mai multe puncte, in functie de numarul de solutii ale
ecuatiei f(x) = 0.

Coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f: R — IR cu axa Oy sunt (0, f(0)).
EXEMPLE:

1. Se considera functia f: R — IR, f(X) = 3X - 6.

Avand in vedere ca ecuatia f(X) = 0 are solutia X = 2, rezulta ca punctul de intersectie dintre reprezentarea
graficd a functiei f si axa OX are coordonatele (2, 0).

f(0) = -6 = Punctul de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si axa Oy are coordonatele (0, - 6).
2. Se considera functia f: [4, +®) — R, f(X) = 0,2X - 8.

Ecuatia f(X) = 0 are solutia X = 40, deci punctul de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si
axa OX are coordonatele (40, 0).

0 ¢ [4, +o0) = Reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axa Oy.

Drepte in plan de forma X = m sau de forma y = m, unde m € R

Fie m un numar real fixat si A = {m}. In acest caz, Ax R ={(m,y) | y e R}siR x A={(x, m) | X e R}.

Reprezentarea geometrica a produsului cartezian A x IR
este multimea punctelor din plan de forma M(m, y),
unde m este o constanta realq, iar y parcurge R, adica m
dreapta Oy pentru m = 0 sau o dreapta paralela cu Oy
care contine punctul de coordonate (m, 0) pentru m # 0
(figura 6). Aceasta dreaptd are ecuatia X = m. 0 i 0 X

y y

Reprezentarea geometrica a produsului cartezian R x A
este multimea punctelor din plan de forma M(x, m), Figura 6 Figura 7
unde X parcurge R, iar m este o constanta reala, adica

dreapta OX pentru m = 0 sau o dreapta paralela cu OXx

care contine punctul de coordonate (0, m) pentru m # 0

(figura 7). Aceasta dreapta are ecuatia y = m.

Semnul unei functii numerice

A determina semnul unei functii numerice f: A — B inseamna a identifica intervalele pe care functia f ia
valori pozitive si intervalele pe care ia valori negative. Altfel spus, determinarea semnului functiei f
presupune rezolvarea inecuatiilor f(X) < 0 si f(X) > 0 in multimea A.

Semnul functiei f se poate determina si cu ajutorul reprezentarii grafice a functiei in reperul cartezian X0y.
in acest sens, se vor identifica portiunile din reprezentarea grafica a functiei f situate deasupra, respectiv
dedesubtul axei OX, precum si multimea/multimile valorilor pe care le au abscisele punctelor
corespunzatoare acestor portiuni.
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EXEMPLE: @

1. Prin lecturarea reprezentarii grafice a functiei g : R — R, g(X) = 4X - 8, in reperul cartezian X0y (figura 8),
deducem ca reprezentarea graficd a functiei g intersecteaza axa OX in punctul de coordonate (2, 0) si:

g(X) > 0, pentru orice numar real X € (2, +o);
g(X) < 0, pentru orice numar real X € (-, 2).

2. Prin lecturarea reprezentarii grafice a functiei h: R — R, h(X) = -2X +2, in reperul cartezian X0y (figura 9),
deducem ca reprezentarea grafica a functiei h intersecteaza axa OX in punctul de coordonate (1, 0) si:

h(X) > 0, pentru orice numar real X € (-0, 1);

h(X) < 0, pentru orice numar real X € (1, +o).

.
4
1u : Ju,
1
X,
=5 =4 3 <2 <1001 i 4 &
=4
=2
-3
4
-5 1
- S s aloks T
=7 =1
-8 -2
y ,a
Figura 8 Figura 9
Fie functia afinaf: R - R, fiX)=aX+b,a,beR,a#0. y
o Pentru a > 0, reprezentarea grafica a functiei f (figura 10) are un comportament
asemanator cu reprezentarea grafica a functiei g : R — IR, g(X) = 4X - 8 (figura 8). —3/
. . . N 0
Cum reprezentarea grafica a functiei fintersecteaza axa OX in punctul de coordonate / X
b ) .
('E' 0 ), obtinem:
f(X) > 0, pentru orice numar real X € (—g, +00>; Figura 10
f(X) < 0, pentru orice numar real X € <—00, —g).
Aceasta concluzie se poate exprima si astfel: y
X -00 -g +00 \
fX)=ax+b AN
-------- O++++++++ 0 b X
(@>0) 5\

« Pentru a < 0, reprezentarea grafica a functiei f (figura 11) are un comportament
asemanator cu reprezentarea grafica a functiei h: R — R, h(X) = -2X + 2 (figura 9).

Figura 11
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Cum reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OX in punctul de coordonate (—g, 0), obtinem:

f(X) > 0, pentru orice numar real X € (—00, —%);

f(X) <0, pentru orice numar real X € (—g, +00>.

Aceasta concluzie se poate exprima si astfel:

X -00 —g +00
f(X)(=a>(;+b thtr bttt 0 -
a<0)

Observam ca, pe intervalul(—oo, —%), functia fare semnul contrar semnului lui g, iar pe intervalul <—g, +00>
functia f are semnul lui a.

Aceasta concluzie se poate exprima si astfel:

b
X -00 = +00
fX)y=ax+b | semn contrar semnuluiluia 0 semnul lui a

Interpretarea geometrica a solutiilor ecuatiilor de forma f(X) = m si f(x) = g (x)

Se considera A si B doua submultimi nevide ale lui R, f: A — B o functie si m un numar real.
Multimea solutiilor ecuatiei f(X) = m este formata din abscisele punctelor de intersectie dintre
reprezentarea grafica a functiei f si dreapta de ecuatie y = m.

EXEMPLE: @

1. Fie functiaf: R — R, f(X) = 3X - 1. Ecuatia f(X) = 2 are solutia X = 1, de unde rezulta ca reprezentarea grafica a
functiei f intersecteaza dreapta de ecuatie Y = 2 intr-un punct care are abscisa 1 - coordonatele punctului de
intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si dreapta de ecuatie y = 2 sunt (1, 2) (figura 12).

2. Fie functia f: (-1,5) — R, f(X) = -2X - 1. Ecuatia f(X) = 2 nu are solutii in multimea (-1, 5), de unde rezulta
ca reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza dreapta de ecuatie Y = 2 (figura 13).

iy T
Ay, Ay,

7 a
& 2
5 1
. N £
-4-3-2-1E\Dt 2 3 4 5 6
3 -1
-2 -2
1 -3
.'l'= -
-4 =3 =2 --.DI( 1 2 3 4 5§
-1 -5
=l
o7
-4 <8
-5 8
-8 10
-7 -1
Figura 12 Figura 13
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3X+2,X<1
-X+3,X21

are solutiile X = -g si X = 6, deci reprezentarea grafica a

functiei f intersecteaza dreapta de ecuatie Y = -3 in doua
puncte (figura 14).

3.Fiefunctiaf:R - R, fiX) = { Ecuatia f(X) = -3

Fie A, B, C si D submultimi nevide ale lui R si functiile
f:A — B, g:C— D. Multimea solutiilor ecuatiei f(X) = g(X)
este formata din abscisele punctelor de intersectie dintre
reprezentarile grafice ale functiilor fsi g.

OBSERVATIE.
Fief:R > R, fiX)=ax+b,sig: R - R, gX) = cX+d Figura 14
(a,b,c,d eR).

a) Daca ecuatia f(X) = g(X) nu are solutie, rezulta ca reprezentdrile grafice ale functiilor f si g sunt drepte
paralele.

b) Dacd ecuatia fiX) = g(X) are o solutie X,, rezulta ca reprezentarile grafice ale functiilor f si g se
intersecteaza in punctul de coordonate (X,, f(X,)).

EXEMPLE:

1. Se considera functiile f: R — R, fiX) =2X +1,si g: R - R, g(X) = X - 1. Ecuatia f(X) = g(X) are solutia
X = -2 si f-2) = g(-2) = -3, deci reprezentarile grafice ale functiilor f si g se intersecteaza in punctul de
coordonate (-2, -3) (figura 15).

2. Se considera functiile f: R — R, fiX) =2X +1,si g: R - IR, g(X) = 2X - 1. Ecuatia f(X) = g(X) nu are solutie,
deci reprezentarile grafice ale functiilor f si g sunt doua drepte paralele (figura 16).

A

Y

X,

-4-3-2-0/1 2 3 4 5 6

Figura 15 Figura 16
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Exercitii rezolvate

1. Se considera functia f: R — R, f(X) = 2X + % Determina numarul real a pentru

care punctul M(4, 10a + 1) apartine reprezentarii grafice a functiei f.
Rezolvare:
Punctul M(4, 10a + 1) apartine reprezentarii grafice a functiei f.<
©2-4+3=100+1100=2 a3

2. Fiefunctiaf:R - R, fiX)=2IX+1] - 6.
a) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 0.
b) Reprezinta grafic functia f.
Rezolvare:
a) Pentru a rezolva ecuatia f(X) = 0, vom considera doua cazuri:
Cazul 1. Daca X < -1, atunci f(X) = 2(-X-1-6 = -2X-8si
ecuatia f(X) = 0 devine -2X - 8 = 0, care are solutia X = -4.
Cazul 2. Daca X 2 -1, atunci f(X) = 2(X + 1) - 6 = 2X - 4 si ecuatia
fiX) = 0 devine 2X - 4 = 0, care are solutia X = 2.

7 % =%

-2X-8,X<-1
b)f(X)=2|X+1I-6={2X_4'X2_1 :
Se poate realiza tabelul de variatie al functiei: Figura 17
X -0 -4 -2 - 0 +oo
foX)=-2X - 8 0 -4
fX) = 2X - 4 -6 -4

in figura 17 este reprezentata grafic functia f in reperul cartezian x0y.

3. Determina functia afind a carei reprezentare grafica contine punctele A(2, 3) si
B(4, 10).

Rezolvare:

Fief:R >R, fiXx)=ax+b,a,beR.

Punctul A(2, 3) apartine reprezentarii grafice a functiei f. <
o fQ)=3o2a+b=3(1)

Punctul B(z, 10) apartine reprezentarii grafice a functiei f. <
S fis)=10<4a+b=10(2)

2a+b=3
La+b=10

{Za+b=3 @{Za+b=3 @{Za+10—4a=3© 2a=-7 a=%
4a+b=10 " \b=10-4a = \b=10 - 4a b=10-4a"\,."

Asadar, functia afina ceruta este f: R — R, f(X) = %X - 4,

Din (1) si (2) avem {
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EXERSEAZA!
Reprezinta grafic
functia f.
a)f:R->R,

fix) =[x + 4l;

b)f: R - R,

fixy =2Ix + 2l;
of:R-R,
fiX)=3]-x +1l;
df:R >R,

fo) = Ix =11+ 1x-2[;
e)f:R->R,
fxy=I1x-3l-2x+71,
f)f:R->R,
foo=Ix=11+ x| + [x +1I;
9)f:{-050;0512} >R,
fiX)=-2|X + 4] + 5;

h)f:(-53) >R,
fox) =X +3l;
i)fi(-,2) > R,
foX) = IX[ +1;
j)f: (4, +0) > R,
fX)=1X-5]+X;

k)f:[1,10) - R,
fX) =X - 4| +2x -5
Df:R - R,

fX) = [10X - 5] + 15.

NE AMINTIM!
Definitie. Doua
unghiuri se numesc
suplementare daca
suma masurilor lor
este egala cu 180°.

in acest caz, fiecare
unghi este un
suplement al celuilalt.

N 84

Aplic

1. Se considera functiaf: R — R, f(X) = (-3m + 6)X + 2m - 1, unde m este numar real.
Determind numarul real m pentru care (-2, 6) € G;.

2. Se considera functia f: R — R, f(X) = (2m - 5)X + 2m? + 10, unde m este numar
real. Determina numarul real m pentru care (-m, 5) € G;.

ax+5,X<-3

(a-1HX+2b+3,x>-3'
numere reale. Determina numerele reale a si b pentru care (-1, 2) € G;si (5, -3) € G;.

4. Se considera functia f: R - R, f(X)=X+5.

a) Determind numarul real a pentru care punctul M(2av3,-1) apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

3. Se considera functia f: R - IR, f(X) = { unde a si b sunt

b) Determind coordonatele punctelor de intersectie dintre graficul functiei f si
axele de coordonate OX si OY.

¢) Calculeaza perimetrul si aria triunghiului determinat de reprezentarea grafica
a functiei f si axele de coordonate OX si Oy.

d) Determina numerele reale a si b pentru care functia f este egala cu functia
g:R—>R,g(X)=(2a +3b)X+2a+b.

e) Determina semnul functiei f.

f) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = -8.

g) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si dreapta de ecuatie y = 3.

h) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si dreapta de ecuatie X = -4.

5. Fie f: R = R, fX) = -4X + 2.
a) Determind numarul real a pentru care punctul M(a -1, 2a+3) apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

b) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre graficul functiei f si
axele de coordonate OX si OY.

¢) Calculeaza perimetrul si aria triunghiului determinat de reprezentarea grafica
a functiei f si axele de coordonate OX si OY.

d) Determina numarul real a pentru care 2f(a) - 7 = 2,4.
e) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia 5f(X) + 52f(X) + 5°f(X) = 310.
f) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia fiX + 5) + fiX + 3) + fiX +7) = 819.

g) Determina semnul functiei f.

6. Se considera functiile f: R - R, f(X) = 3X + 1, sig:R - R, g(X)=-2X + g

a) Calculeaza aria triunghiului determinat de reprezentarea grafica a functiei f si
axele de coordonate OX si OY.

b) Calculeaza aria triunghiului determinat de reprezentarile grafice ale functiilor
fsigsiaxaOX.
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7. Se considera functiile f: R — R, fiX) = %X -3,5ig:R - R,g(X)=-2X +3.
a) Reprezinta grafic functiile fsi g.
b) Determind coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a
functiei f cu axele de coordonate OX si Oy.

c) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a
functiei g cu axele de coordonate OX si OY.

d) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 0.

e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(X) > 0.

f) Determind coordonatele punctului de intersectie a reprezentarilor grafice ale
functiilor fsi g.

g) Determina multimea numerelor reale X pentru care f(X) < g(X).

8. Se considera functiile f: R - R, fiX)=-2X+3,g:R - R,gX)=-2X-1,h:R - R,
h(x) = %X +3sii:R - R,i(X) = %X - 1. Determina natura patrulaterului delimitat
de reprezentarile grafice ale functiilor f, g, h si i.

9. Determina functia afina a carei reprezentare grafica contine punctele A(1, 5) si
B(-1, 9).

10. Determina functia afina a carei reprezentare grafica intersecteaza dreapta de
ecuatie X = 3in punctul A, care are ordonata egala cu 4, si dreapta de ecuatie
Y =-51n punctul B, care are abscisa egala cu 2.

3X+2,X<0

3X-1,X20°

a) Verifica daca punctul A(2, 8) apartine reprezentarii grafice a functiei f.

11. Fie functiaf: R - R, fi(X) = {

b)Determind numarul real a pentru care punctul M(-3, 2a-1) apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

c) Determina valorile numarului real a pentru care punctul N(a, 2a) apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

d) Demonstreaza cd, pentru orice numdr real a, punctul P(a, 4a) nu apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

e) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre graficul functiei f si
axele de coordonate OX si OY.

f) Reprezinta grafic functia f.

g) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si dreapta de ecuatiey = 1.

h) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si dreapta de ecuatie X = -1.

i) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 4X - 1.

j) Demonstreaza ca dreptele suport ale reprezentarilor grafice corespunzatoare
restrictiilor functiei f la intervalele (-, 0) si [0, +o0) sunt paralele.

k) Determina semnul functiei f.

EXERSEAZA!
Reprezinta grafic
functia f.
a)f:R->R,

fX) =X +1];

b)f:R >R,
fX)=3[X-11+2;
Of:R - R,

f(X) = 4[-X + 2];
df:R-R,
JOO=IX1+ X+ 1]+ [X +2];
e)f:R->R,

foo =11+ [x+3];
f)f:R =R, fiX)=[X] +
[x3] = 3]
gf:R-R,

f(X) = {x + 100}
h)f:{-050;051%2 >R,
fiX) = =3[X1 + X;
i)f:(-5,3) = R,
fiX) = {x + 0,5}
)fi(-,3) >R,
fiX) = 2[x1 + {X};
k)f:(-1,+0) > R,
fOX) =X+ [X +1];
0f:[-3,3) = R,
foo=2x+3| +1;
m)f:R - R,

fx = {x -2}, unde
[X] si {x} reprezinta
partea intreaga,
respectiv partea

fractionara a
numarului real X.
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CONTEXTUALIZEZ

Exemple de functii
afine utilizate in
diferite domenii de
activitate:

Economie, finante:

- costul de productie:
c(X) =mX + F,unde F
reprezinta costurile
fixe (chirie, utilaje), iar
m este costul unitar
de productie.

Fizica, chimie:

- dilatarea termica:
1) = Lo(1+ ot - tp)),
unde (t) este
lungimea unei bare
metalice la
temperatura t, L, este
lungimea barei la
momentul t, si a este
0 constanta
(coeficient de dilatare
specific materialului).

Informatica si
criptografie:

- criptografia clasica
(cifrul afin) foloseste
o functie afina.

Functiile care
modeleaza matematic
anumite fenomene
practice sunt restrictii
ale unor functii afine
la o multime de valori
pentru care are loc
fenomenul.

2X +1, X € (o0, -1)

12. Fiefunctiaf: R - R, fiX)=4X-2,X€[-1,2]

3X +2,X € (2, +0)
a) Verifica daca punctul A(1, -1) apartine reprezentarii grafice a functiei f.
b) Determind numarul real a pentru care punctul M(3,-a+5) apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

c) Determind numarul real a pentru care punctul M(a,-a-3) apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

d) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre graficul functiei f si
axele de coordonate OX si OY.

e) Reprezinta grafic functia f.

f) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si dreapta de ecuatie y = -2.

g) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si dreapta de ecuatie X = 2.

h) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = X.
i) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia fi-7X +2) < 2X + 1.
j) Determina semnul functiei f.

5X -1, X € (-0, 0)

13. Se considera functiaf: R — R, fiX) =13, X € [0, 4)

3X - 15, X € [4, +o0)
a) Reprezinta grafic functia f.

b) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si axele de coordonate.

c)Determina punctele care apartin reprezentarii grafice a functiei f si au
coordonatele egale.

d) Determina imaginea functiei f.

e) Determina numarul de solutii reale ale ecuatiei f(X) = m, unde m este numar
real.

f) Determina semnul functiei f.

14. Determina semnul functiei f:
af:R—R,f)=1x-2]-3
b)f:R = R, fiX)=12x+3| - [x-1l.
15. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
a) X+ 1] =[3x +2[;

b) 120X + 1) + 7] = |X + 4I;
c) IX -3l +IX+1l=6;

d) [2x + 4] - [X-1] =3;
e)IX+2]+|X-4]=3x-1;
f)|2x+6] +[1-X] =X +7.
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16. Dreptele OA si BC din figura 18 sunt reprezentarile grafice ale
functiilor f: R — R, respectiv g : R — R in reperul cartezian
X0y.

a) Scrie coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii
grafice a functiei g cu axele sistemului de coordonate X0y.

b) Determina functiile f si g.

c) Determina coordonatele punctului de intersectie a graficelor
functiilor fsi g.

d) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(x) 2 0.
e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(X) < fiX).

17. Dreptele AB, CD, EF si OE din figura 19 sunt reprezentarile grafice
ale functiilor f, g, h si p in reperul cartezian X0y.

a) Determina functiile f, g, h si p.

b) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentdrilor grafice ale
functiilor fsi g.

¢) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarilor grafice ale
functiilor fsi p.

d) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia h(X) = p(X).

e) Determina carei reprezentari grafice apartine fiecare dintre punctele M(-3, 2),

N(,-1),P(3,5)-

Figura 19 Figura 20

18. Tn figura 20 este reprezentata grafic functia f: R — R, in reperul cartezian X0y.
Determina functia f.

Figura 18

EXERSEAZA!

Rezolva in multimea
numerelor reale
inecuatiile:

a)Ix+2| <5;

b) |2x-3|>7;

) |-4x+1] 2 5;

d) X+ 1] +[2x - 3] < 6;
e) [2x-3| - |x-5| <3;
f) lax+1]+2x-1] 2 8;
g) Ix+1] +[2x + 6| > 6;
h) [7x - 3] < 0;

i) IX=2] +[x?-4]| <0.
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19. In figura 21 este reprezentata grafic functia f: R — R in reperul cartezian XOy.

20.

21.

a) Scrie coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f
cu axa 0y.

b) Scrie coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f
cu axa OX.

c) Determina functia f.

d) Determind multimea valorilor numdrului real m pentru care ecuatia f(X) = m
are trei solutii in multimea numerelor reale.

e) Determina multimea numerelor reale m pentru care reprezentarea grafica a
functiei f intersecteaza dreapta de ecuatie y = m intr-un punct.

f) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si reprezentarea grafica a functiei g : R — R, g(X) = X.

g) Determina semnul functiei f.

0 companie de taximetrie percepe, pentru efectuarea unei curse (fara stationari),
o taxa t de pornire, la care se adauga un cost de c lei pentru fiecare kilometru
parcurs. In figura 22 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia
care exprima costul unei calatorii in functie de numarul de kilometri parcursi.
a) Scrie coordonatele punctelor A, B si C. @

b) Care este valoarea taxei de pornire?

c) Care este costul in lei pentru un kilometru parcurs?

d) Determina functia care exprima costul unei calatorii in functie de numarul de
kilometri parcursi.

e) Cat plateste un client care a mers 14 km cu taxiul?

0 bara de otel se dilata sau se contracta in functie de temperatura pe care o are.
Deoarece temperatura minima a barei poate fi -20 °C, iar cea maxima poate fi
45°C, atunci cand se monteaza bara, inginerii trebuie sa prevada o marja de
siguranta (numita rost de dilatare). In figura 23 este reprezenta grafic functia
liniara f care descrie dependenta dintre valoarea dilatarii/contractiei barei (in
milimetri) si temperatura acesteia (exprimata in °C). Punctul B(25; 4,5) apartine
reprezentarii grafice a functiei f.

Tv
15 i)

10

-

23 30 35 40 45

-MO 5 10 15 20
A

Figura 23

a) Determina functia f.
b) Cu cati milimetri se contracta bara atunci cand are o temperatura de -20 °C?

~

c
d

Cu cati milimetri se dilata bara atunci cand are o temperatura de 32 °C?

~

Determina lungimea minima a rostului de dilatare.
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1.3. Proprietati ale functiilor numerice: monotonie,
marginire, paritate/imparitate, convexitate/concavitate;
lecturi grafice

Descopar

Elevii vor fi impartiti in doua grupe.

1. in cadrul unui experiment de laborator se analizeaza modul in care se modifica
inaltimile a doua lumanari realizate din materiale diferite, raportat la momentul
t=0 cand este aprinsa prima lumanare. Aceasta are inaltimea initiala de 20 cm si,
odata aprinsa, se scurteaza constant cu 1cm la fiecare 2 minute. A doua lumanare
are o inaltime initiala de 24 cm si este aprinsa cand experimentul a ajuns deja la
minutul 3. Din acel moment, inaltimea ei scade constant cu 2 cm la fiecare
3 minute.

a) Determinati functiile fsi g care descriu evolutia indltimilor celor doua lumanari
in functie de timpul t exprimat in minute, masurat din momentul aprinderii
primei lumanari pana la arderea completa a acesteia.

b) Reprezentati grafic functiile f si g in reperul cartezian X0y.

c) Determinati multimea valorilor fiecareia dintre functiile f si g.

d) Dupa cate minute de la inceperea experimentului cele doua lumanari vor avea
aceeasi inaltime?

e) Dupa cate minute de la inceperea experimentului prima lumanare va avea
inaltimea de 8 cm? Ce inaltime va avea a doua lumanare in acelasi moment?

f) Comparati inaltimea primei lumanari in doua momente diferite ale
experimentului. Ce observati?

g) Analizati modul in care se modifica inaltimea celei de-a doua lumanari inainte
si dupa minutul 3 al experimentului.

h) Ce putem spune despre reprezentarile grafice ale celor doua functii, daca le
privim de la stanga la dreapta?

2. Tn cadrul unui experiment de laborator se analizeazd modul in care se modifica
cantitatea de lichid din doua recipiente, in raport cu momentul t = 0, cand incepe
umplerea primului recipient, pana la momentul t = 10 cand ambele recipiente
sunt pline. Primul recipient contine initial 5 litri de lichid. Dupa inceperea
experimentului, cantitatea de lichid din acest recipient creste constant cu 2 litri
la fiecare minut. Al doilea recipient contine initial 8 litri de lichid si incepe sa fie
umplut in minutul 2 al experimentului. Din acel moment, cantitatea de lichid din
acest recipient creste constant cu 3 litri de lichid la fiecare 2 minute.

a) Determinati functiile f si g care descriu evolutia cantitatilor de lichid din cele
doua recipiente in functie de timpul t, exprimat in minute, masurat de la
inceputul experimentului.

b) Reprezentati grafic functiile f si g intr-un reper cartezian X0y.
c) Determinati multimea valorilor fiecdreia dintre functiile f si g.
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d) Dupa cate minute de la inceperea experimentului vor contine cele doua
recipiente aceeasi cantitate de lichid?

e) Dupa cate minute de la inceperea experimentului primul recipient va contine
15 litri de lichid? Ce cantitate de lichid va contine al doilea recipient in acel
moment?

f) Comparati cantitdtile de lichid existente in primul recipient in doua momente
diferite ale experimentului. Ce observati despre relatia dintre trecerea timpului
si volumul de lichid?

g) Analizati modul n care se modifica cantitatea de lichid din cel de-al doilea
recipient inainte si dupa minutul 2 al experimentului.

h) Ce se poate spune despre reprezentarile grafice ale celor doua functii, dacd le
privim de la stanga la dreapta?

Functii monotone

in figurile 1, 2 si 3 sunt reprezentate grafic functiile f: R — R, f(X) = -2X+1,g: R — R, g(X) = 2X + 1 si
h:R - TR, h(X)=2.

1u 1u Tv 1u
e —— —_— 3 [ =
25
| M) bt
15
fo |t 0.5 :
Zl il £l ; ; X,
Ooy 1 15 2 25 -1 As50/x, x,1 15 2 25 -1 050|005y 1 15,2 25
05 -05
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Analizand reprezentarea grafica a functiei f (figura 1), observam ca, pentru orice X,, X, € R, cu X, < X,,
avem f(X;) > f(X,). Cu alte cuvinte, daca valoarea argumentului creste, atunci valoarea imaginii
corespunzatoare descreste. Vom spune ca functia f este strict descrescatoare pe R.

Analizand reprezentarea grafica a functiei g (figura 2), observam ca, pentru orice X,, X, € R, cu X, < X,,
avem g(X,) < g(X,). Cu alte cuvinte, daca valoarea argumentului creste, atunci creste si valoarea imaginii
corespunzatoare. Vom spune ca functia g este strict crescatoare pe R.

Analizand reprezentarea grafica a functiei h (figura 3), observam ca, pentru orice X,, X, € R, cu X, < X,,
avem h(X;) = h(X,). Cu alte cuvinte, daca valoarea argumentului creste, atunci valoarea imaginii
corespunzatoare ramane constantd. Functia h este constanta si putem spune ca este atat crescatoare, cat
si descrescatoare pe R.
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Definitia 1. Fie f: A — B o functie numericasil c A, 1# @. @

Spunem ca functia f este monoton crescatoare sau crescatoare pe multimea I daca, oricare ar fi X,, X, €1,
cu X, < Xy, avem f(X,) < f(X,).

Spunem ca functia f este strict crescatoare pe multimea | daca, oricare ar fi X,, X, € I, cu X, < X,, avem
%) < fX,)-

Spunem ca functia f este monoton descrescatoare sau descrescatoare pe multimea I daca, oricare ar fi
Xy X, € 1, cu X, < Xy, avem f(X,) 2 f(X,).

Spunem ca functia f este strict descrescatoare pe multimea I daca, oricare ar fi X,, X, €, cu X, < X,, avem
f(X3) > f(X,)-

OBSERVATII.

1. O functie numerica f : A — B crescatoare sau descrescatoare pe o multime nevida I, | C A, se numeste
functie monotona pe I. Intervalul | se numeste, Tn acest caz, interval de monotonie.

2. Daca o functie numerica f : A — B este crescatoare sau descrescatoare pe A (domeniul de definitie),
atunci spunem ca functia f este monotona.

EXEMPLE:

1. Functia f: {1, 2, 3, 4} — {8, 10, 13, 17}, definita f(1) = 17, f(2) = 13, f(3) = 10, fi4) = 8, este o functie strict
descrescatoare, deoarece pentru 1<2 <3 < 4 avem f(1) > f2) > f(3) > fis).

2. Functia f: {1, 2, 3, 4} — {8, 10, 13}, definita (1) = 8, f(2) = 10, f(3) = 13, f(4) = 13, este o functie monoton
crescatoare, deoarece pentru 1<2 <3 < 4 avem f(1) < fi2) < f(3) < fls).

3.Functiaf:{-2,-1,1,2} — {1,2}, fX) = [X| nu este o functie monotona: -2 < -1<1<2, dar fi-2) > fi-1) = f(1) < f2).

Teorema 1. Fie f: A — B o functie numerica si | c A o multime nevida. Atunci:

. %) = (%) 1) f(Xz)

1. Functia f este monoton crescatoare sau crescatoare pe multimea I daca si numai daca
oricare ar fi X, X, €1, X, #X,.

%) = (%) 1) f( 2)

2. Functia f este strict crescatoare pe multimea I daca si numai daca > 0, oricare ar fi

Xy X, € I, X, # X,

3. Functia f este monoton descrescatoare sau descrescatoare pe multimea | daca si numai daca
Xq) = fiX

%s 0, oricare ar fi X, X, € I, X, # X,.

foxa) - f%,) 1) f( 2)

4. Functia f este strict descrescatoare pe multimea I daca si numai daca
Xp X5 € 1, X5 # X,

< 0, oricare ar fi

Demonstratie:

1. Presupunem ca functia f: A — B este crescatoare pe multimea I. Fie X;, X, € |, X; < X,. Atunci f(X) < f(X,),

deci f(X,) - f(X,) < 0. Cum X, - X, < 0, rezultd cd@ =~ —y— ety - o) 1) f(Xz)

fi (X1) fi (Xz)

Presupunem ca —y—y— 20, oricare ar fi X,, X, € I, X; < X,. Cum X, - X, < 0, rezulta ca f(X,) - f(X,) < 0, deci
f(Xy) < f(X,), ceea ce mseamna ca functia f este crescatoare pe multimea I.
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2. Presupunem ca functia f: A — B este strict crescatoare pe multimea I. Fie X;, X, € I, X, < X,. Atunci

fXq) < f(Xy), deci f(X;) - f(X;) < 0. Cum X, - X, < 0, rezulta c@a —y—y— oty - 1% 1) f(XZ)

i (X1) f(Xz)

Presupunem ca = —x— >0, oricare ar fi X;, X, €1, X; <X,. Cum X, - X, < 0, rezulta ca f(X,) - f(X,) <0, deci
f(X)) < f(X,), ceea ce mseamna ca functia f este strict crescatoare pe multimea I.

3. Presupunem ca functia f : A — B este descrescatoare pe multimea I. Fie X, X, € I, X; < X,. Atunci

f(Xa) 2 f{X), deci fiX;) - f(X;) 2 0. Cum X, - X, < 0, rezulta ca J) = J0%a) 1) f(XZ)

f(X3) = f(Xy)

Presupunem ca X=X, <0 oricare ar fi X;, X, € |, X; < X,. Cum X, - X, < 0, rezulta ca f(X;) - f(X;) 2 0
deci f(X,) 2 f(X,), ceea ce inseamna ca functia f este descrescatoare pe multimea .

4. Presupunem ca functia f: A - B este strict descrescatoare pe multimea I. Fie X,, X, € I, X; < X,.

Atunci f(X,) > fiX,), deci fiX,) - fX,) > 0. Cum X, - X, < 0, rezulta ca fix )2) j)r((z(z)

f(X1) f(Xz)

Presupunem ca —y —x— < 0, oricare ar fi X;, X, €, X; < X,. Cum X, - X, < 0, rezulta ca f(X,) - f(X,) > 0, deci
fXy) > f(X,), ceea ce mseamna ca functia f este strict descrescatoare pe multimea I.

OBSERVATIE.
f(X1) B f(xz)

Fie f: A — B o functie numerica. Raportul R(X;, X,) = X X, unde X;, X, € A, X, # X,, Se numeste

rata cresterii/descresterii functiei f.

Analog se demonstreaza pentru X,, X, € I, X; > X,.

EXEMPLU: @

Se considera functia modul f: R — R, f(X) = |X|. Fie X;, X, € R cu X, < X,. Atunci:

fXa) = f(X5) _1Xal = 1Xal _ X4~ X
RXX) ==X, =%, = X=X, =X,=X, = 1> 0 dacd X, X, €10, +e)

FO%) = FO%) 1%l = 1Xo] (X4 = X,) 3
R(Xy, Xy) = X=X, - X=X, - X -X, =-1<0, daca X,, X, € (-,0].

Rezulta ca functia f este strict crescatoare pe intervalul [0, +o0) si strict descrescatoare pe intervalul (-, 0].

Teorema 2. Functia afina f : R — R, f(X) = aX + b, unde a, b € R, este strict crescatoare pe IR pentru
a >0, strict descrescatoare pe R pentru a < 0 si crescatoare/descrescatoare pe R pentrua = 0.

Demonstratie:
Fie X, X, €1, X; < X,.

f(X) f(X) (ax,+b) - (ax,+b) ax,-aX, a(X,-X,)
RO X)) = =% 2 : X, =X, =< xl x22 x11-x22=a

f( 1) f( 2)

» Daca a <0, atunci ——x— < 0, deci functia f este strict descrescatoare pe RR.

f( 1) f( 2)

o Daca a >0, atunci ——x— > 0, deci functia f este strict crescatoare pe R.

fix 1) f( 2)

« Daca a =0, atunci = 0, deci functia f este crescatoare/descrescatoare pe R.
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EXEMPLE:
1. Functia afina f: R — IR, f(X) = 5X - 3 este strict crescatoare pe R (a =5 > 0).
2. Functia afinaf: R — R, f(X) = -4X - 1 este strict descrescatoare pe R (a = -4 < 0).

2X+2,X<1

3.Functiaf:R — R, f(X) = {—3X +1 X321

pe intervalul [1, +co).

OBSERVATIE. @

Monotonia unei functii numerice se poate studia si prin observarea reprezentarii grafice a acesteia in
reperul cartezian X0Y. Astfel:

este strict crescatoare pe intervalul (-0, 1) si strict descrescatoare

- dacd reprezentarea graficului functiei ,urca” de la stanga la dreapta, functia este crescatoare (figura 4);

- daca reprezentarea graficului functiei ,coboara” de la stanga la dreapta, functia este descrescatoare (figura 5).

il T
: ¥ g i 1u
Tu

3 3

2 2

1 1

X X.
By Iy 2 3 -3 -2 -10\01 2 3

-1 =1
-2 -2
-3.1 -3
Figura 4 Figura 5

Functii marginite
Fie functia parte fractionara f: R — R, f(X) = {X}. Stim ca 0 < {X} < 1, pentru orice numar real X, de unde
rezulta ca 0 < f(X) < 1 pentru orice numar real X. Putem spune astfel ca functia f este o functie marginita.

Definitia 2. Fie f : A — R o functie numerica. Spunem ca functia f este functie marginita daca exista
numerele reale a si b, astfel incat a < f(X) < b, pentru orice numar real X € A.

Daca o functie nu este marginita, aceasta se numeste nemarginita.

OBSERVATIE.

Functia numerica f: A — R este marginita daca exista numarul real M > 0, astfel incat |f(X)| < M, pentru
orice numar real X € A.

EXEMPLE:

. 1,XeQ . L
1. Functialg: R — R, 15(X) = { 0XeR-Q’ numita functia lui Dirichlet, este marginita (Im 1q =10, 1)).
-1,X<0
2. Functiasgn:R - R, sgn(X) = § 0,X =0, numita functia semn sau functia signum, este marginita
1,X>0

(Imsgn ={-1,0, 1}).
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,X<0 . . - N
1 x50 NUMItd functia Heaviside, este marginita (Im u = {0, 1}).

4. Functiaf:[7,9] = R, f(X) = -5X + 3 este marginita.

3.Functiau:R — R, u(x) = {

Observam ca a = -5 < 0, ceea ce inseamna ca functia f este descrescatoare. Asadar, f(9) < f(X) < f(7) pentru
orice numar real X € [7, 9]. Cum f(9) = -42 si f(7) = -32, rezulta ca -42 < f(X) < -32 pentru orice numar real
X € [7, 9], deci functia f este marginita.

Functii pare, functii impare

in figura 6 este reprezentata grafic functia f: R — R, fiX) = X
Simetricul punctului A(2, 4) fata de axa Oy este punctul A'(-2, 4).
Observam ca punctele A si A’ apartin reprezentarii grafice a
functiei f.

Fie X € R un numar real. Atunci -X € R si f(-X) = (-X)? = X? = fiX). Cum
X este arbitrar, f(-X) = f(X) pentru orice numar real X. in acest caz,
spunem ca functia f este functie para.

. . . . . —5—4—-3—&—1001&34
Fie a un numar real. Punctul M(a, fla)) apartine reprezentarii grafice A

a functiei f. Cum -a € R si f(-a) = f(a), rezulta ca punctul Figura 6
M'(-a, fla)) apartine reprezentarii grafice a functiei f si punctele M

si M’ sunt simetrice fata de axa OYy. Cum a este un numar real

oarecare, putem spune ca reprezentarea grafica a functiei f este

simetrica fata de axa Oy.

in figura 7 este reprezentata grafic functia g : R — R, g(x) = X>.
Simetricul punctului A(2, 8) fatd de punctul O este punctul
A'(-2, -8). Observam ca punctele A si A" apartin reprezentarii
grafice a functiei g. Fie X € R un numar real. Atunci -X € R si
g(-X) = (-X)* = -X3 = -g(X). Cum X este arbitrar, g(-X) = -g(X)
pentru orice numar real X. In acest caz, spunem ca functia g este
functie impara.

2u
——]

Fie a un numar real. Punctul M(a, g(a)) apartine reprezentarii
grafice a functiei g. Cum -a € R si g(-a) = -g(a), rezulta ca punctul
M'(-a, -g(a)) apartine reprezentarii grafice a functiei g si punctele o %
M si M’ sunt simetrice fata de punctul 0. Cum a este un numar real '

-,
oarecare, putem spune ca reprezentarea grafica a functiei g este .
simetrica fata de punctul O. -
Definitia 3. 0 multime A C IR se numeste simetrica fata de origine |-
daca -X € A, pentru orice X € A. ’ i

Ke2-8)|
EXEMPLU:
Multimile R, Z, (-7, 7), (-0, -5] U [5, +o0) sunt simetrice fata de ~10
origine. Figura7

Multimile N, (-7, 7], (-e0, -5], (-3, 2) nu sunt simetrice fata de origine.

Definitia 4. Fie A C R o multime simetrica fata de origine. O functie numerica f: A — IR se numeste functie
para daca f(-X) = f(X), pentru orice X € A.
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Teorema 3. Reprezentarea grafica a unei functii pare este simetrica fata de axa 0y.
Demonstratie:

Fie AC R o multime simetrica fata de origine si f: i
A — R o functie para. Atunci, f(-X) = f(X) pentru
oriceX €A

Punctele M(X, f(X)) si M'(-X, f(-X)), unde X € A,
apartin reprezentarii grafice a functiei f (figura 8).
Cum f(-X) = f(X) pentru orice X € A, rezulta ca
punctul M’ are coordonatele (-X, f(X)). Dreapta
MM’ este paralela cu axa OX, deci MM’ L QY.
Daca MM’ n Oy = {N}, atunci MM’ _L ON. Fie P si P’
proiectiile punctelor M si, respectiv, M’, pe axa
OX. Atunci, MP = M'P' = [f(X)|, OP = [X| si Figura 8

OP’ = |-X|, deci OP = OP’ = |X|. Din congruenta

triunghiurilor dreptunghice OPM si OP'M’ rezulta ca OM = OM,, deci triunghiul OMM’ este isoscel. Cum ON
este inaltime in triunghiul isoscel OMM;, rezulta ca punctul N este mijlocul segmentului MM’, deci punctele
M si M’ sunt simetrice fata de dreapta ON, adica fata de axa OY.

|ﬂ{?' I'{x}} .......... M(x, fx})

0(0, 0) P{x, 0}

EXEMPLE:
1. Functia f: [-4, 4] = R, f(X) = 2, este functie para (figura 9).
4 P 4 Tu
4 —
3
Ci4,2) | A(-1,2) | A(1,2) | G'4,2) 3
* & N s @ h,.ﬁ_.ﬁ_] ........... Baaskivan A-(_ﬁ_,_&
B(B.2) |,| | BG.2) o S prar= e
Rk T L I - B(-2, 2) 1Bi(2, 2)
H i 1 H i X —4 1 b=
5 4 -3 2 -10/01 2 3 4 5 ° | i 2
=4 1 e e e T Lo It (e i e, |
-2 — -
Figura 9 Figura 10
=X, X €(-0,0)

2.Functiaf:R - R, fX) = X| = { este functie para (figura 10).

X, X € [0, +o0)

Definitia 5. Fie A € IR o multime simetrica fata de origine. O functie numerica f: A — R se numeste
functie impara daca f(-X) = -f(X), pentru orice X € A.

Teorema 3. Reprezentarea grafica a unei functii impare este simetrica fata de originea axelor de coordonate.
Demonstratie:

Fie AC R o0 multime simetrica fata de origine si f: A — R o functie impara. Atunci, f(-X) = -f(X), pentru orice
XeA
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Punctele M(X, fiX)) si M'(-X, f-X)), unde X € A, d
apartin reprezentdrii grafice a functiei f (figura 11).
Cum f(-X) = -f(X) pentru orice X € A rezulta ca
punctul M’ are coordonatele (-X, -f(X)). Fie P si
P’ proiectiile punctelor M, respectiv M’, pe axa
OX. Atunci, MP = M'P'= |f(X)|, OP = |X| si OP" = |-X|,
deci OP = OP’ = [X|. Din congruenta triunghiurilor
dreptunghice OPM si OP’M’ rezulta ca OM = OM’
si <MOP = <M’OP’, deci punctele M si M’ sunt

simetrice fata de punctul O. W 0
Figura 11
EXEMPLE:
1. Functia f: R — R, f(X) = -3X, este impara (figura 12).
2. Functiaf: R - R, fiX) = 2X3, este impara (figura 13).
3. Functia f: R - {0} - R, f(X) = ;, este impara (figura 14).
3 3 4
2u
2 1u 1u 2 8 —
&
1
F
x, XL '
43 0 1 2 3 2 -1/0|0 1 2 3 = =2 00 £ 4 B B W .
-1 -1 &
-2 -2
-3 -3
Figura 12 Figura 13 Figura 14
OBSERVATIE.
Exista functii care nu sunt nici pare si nici impare: de exemplu, functiaf: R — R, f(X) = -3X + 2.
Functii convexe. Functii concave T
, iconcave @)
In figura 15 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian XOY, 7 B(2,7)
functia f: R — R, fiX) = X2-2 si punctele A(-2, 2) si B(3, 7). ; 6
Observam ca portiunea din reprezentarea grafica a functiei f . 5
corespunzatoare punctelor care au abscisele in intervalul [-2, 3]
se afla sub segmentul AB. Tn acest caz, spunem ca functia f este A ?
-2, 2

convexa pe intervalul [-2, 3]. De fapt, pentru orice doua puncte

M(m, flm)) si N(n, fin)), cu m, n € R, m < n, portiunea din !

reprezentarea grafica a functiei f corespunzatoare punctelor care ~ -5 =4 -3 -2 Ey 2 345 |
=3

au abscisele in intervalul [m, n] se afla sub segmentul MN. Astfel,
spunem ca functia f este convexa pe R.

Figura 15

B o6
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in figura 16 sunt reprezentate, in reperul cartezian X0y, grafic functia 1u T

f:R = R, fiX) = -2x2 + 5X + 3, si punctele A(0, 3) si B(2, 5). Observam ca B B(2, 5)
portiunea din reprezentarea grafica a functiei f corespunzatoare j '
punctelor care au abscisele in intervalul [0, 2] se afla deasupra A0, 3)3

segmentului AB. In acest caz, spunem ca functia f este concava pe intervalul 2{

[0, 2]. De fapt, pentru orice doua puncte M(m, fim)) si N(n, fin)), cu {

m, n € R, m < n, portiunea din reprezentarea grafica a functiei f pog T o T Xy
corespunzatoare punctelor care au abscisele in intervalul [m, n] se afla 1

deasupra segmentului MN. Astfel, spunem ca functia f este concava pe R. 2

Definitia 6. Fie o functie f: 1 - IR, unde I C R este un interval. /_j

» Spunem ca functia f este convexa pe | |5

daca f{(1- 1) X, + A X,) € (1= Mf(X,) + AM(X,), pentru orice X, X, € I si Figura 16
pentru orice A € [0, 1].

» Spunem ca functia f este strict convexa pe | daca f{(1- L)X, + L X,) < (1- V)f(X,) + AM(X,), pentru orice
Xy X, € | si pentru orice A € [0, 1].

» Spunem ca functia f este concava pe | daca f{(1-A)X,+AX,) 2 (1-Mf(X,) + Af(X,), pentru orice
Xy X, € | si pentru orice A € [0, 1].

» Spunem ca functia f este strict concava pe | daca f{(1- L)X, + A X,) > (1- Mf(X,) + Af(X,), pentru orice
Xy X, € | si pentru orice A € [0, 1].

ExemPLy: @

Functia f: R — (0, +), fix) = 2% este o functie convexa (figura 17), iar functia g : R — (-0, 0), g(x) = 2*
este o functie concava (figura 18).

i -,

m.‘f AJ"

2u 8 2 2
X
6 -6 4 -z—0/0 2 o

4 -2

- i

s -8
) =10
Figura 17 Figura 18
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Exercitii rezolvate
-2X+1,X € (-, -3)
1. Se considera functiaf: R - R, fiX)=4X+8,X€[-3,1]
-2X+5, X € (1, +o)
Determina f([3, 4)) si fi(-, 0))

Rezolvare:

Functia f este strict descrescatoare pe intervalul [3, 4), deci -3 < f(X) < -1, pentru
orice X € [3, 4). Obtinem f{[3, 4)) = (-3, -11.

Functia f este strict descrescatoare pe intervalul (-, -3) si strict crescatoare pe
intervalul [-3, 1].

Atunci, 7 < f(X), pentru orice X € (o0, -3), si 5 < f(X) < 8, pentru orice X € [-3, 0), deci
5 < f(X), pentru orice X € (-0, 0). Obtinem f{(-co, 0)) = [5, +c0).

R . X+1,X<1 .
2. Se considera functia f: R — R, f(X) = {ax 9 x5 unde a este numar real.

a) Determina valorile numarului real a pentru care functia f este strict crescatoare.
b) Determina valorile numarului real a pentru care Im f=R.
Rezolvare:

a) Functia f este strict crescatoare pe intervalul (-co, 1). Pentru a fi strict
crescatoare, functia f trebuie sa fie strict crescatoare si pe intervalul [1, +o), ceea
ce e echivalent cua > 0.

Pentru a > 0, f([1, +0)) = [a - 2, +0).

Cum f{(-o0, 1)) = (-00, 2), pentru ca functia f sa fie strict crescatoare trebuie ca
a-222 adicaa €[4, +).

b) Cazul1.a>0

Daca a > 0, atunci f{[1, +0)) = [a - 2, +o0).

Imf=R

fl(=00, 1)) = (-0, 2) =>0-2<2=>a<4h

fll1, +00)) = [a@ - 2, +o0)

Cum a>0, obtinem a € (0, 4].

Cazul2.a<0

Daca a < 0, atunci f{[1, +0)) = (-0, a - 2] si Im f # R.

Cazul3.a=0

Daca a = 0, atunci f{[1, +o0)) = {-2} si Im f # R.
Asadar, Im f =R pentru a € (0, 41.

il 20
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Aplic

1. Studiaza monotonia functiei f.
a)f:R =R, fiX)=3X;
b)f:R = R, f(X)=-0,7X + 3;
AOf:R =R, fiX)=(2V3-3v2)Xx +5;
d)f:[-2,3]= R, fix)=vV5X - 10;
5-2V6
V6

) f:(-0,9) = R, fo = 4 - 22

g8)f:[-10,+0) > R, fix) = [X + 5l;
h) f:[-4, +o0) = R, fX)=3|X + 6] - 2v2X + 7

N f (o A 1 1) _X+2,
)f:R =R 0= (17157213753~ "5-70) 100"

j)f:[0, +e0) > R, f(X) = (220 - 380)(x - 1).
2. Se considera functia f: (—g, —%) - R, f(X)=X2+3X+2.

e)f: (-, 6) > R, fix) =

X -10;

X

a) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital (GeoGebra sau
Desmos).

b) Precizeaza intervalele de monotonie ale functiei f.
-X+1,X<-4
3. Fiefunctiaf:R - R, f(X) = {IX +2],-4<X<0.
2X+1,X20
a) Reprezinta grafic functia f.
b) Precizeaza intervalele de monotonie ale functiei f.
4. Arata ca urmatoarele functii sunt marginite:
a)f:3,69 - R f0=3+2
b)f:{N3-2,v2-1,V2+V3} =R, fix)=x3
of:[46] =R, f(X)=7X-2;
d)f:[-5-2] = R, fiX)=12X - 1,6;
e)f:[-1,3] = R, fiX)=-6X+1;
ff:[3+) >R f00=%;
g)f:N=R,fin)=3-(-1)"+23;

h)f:R — R, fiX) =2 - {X} + 5, unde {X} reprezinta partea fractionara a numarului
real X.

5. Fie p un numar natural nenul de o cifra si funct,iilefp: N* - N, fp(n) = ultima cifra
a puterii p".
a) Arata ca functiile f,, f si f, sunt constante.
b) Arata ca functiile f, sunt marginite, pentru orice numar natural nenul p de o cifra.

c) Determind Im f,, unde p este numar natural nenul de o cifra.
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1 ?ﬂ 6. Arata ca urmatoarele functii sunt nemarginite:
60" ~ a)f: R = R, f0) = 2%
49 3 4 7 b)f: N — R, fin) = n +1,6;
2176 9’# 6 Of:Z—R,fn=In-5l

@D

! 21 d)f:Z— R, fin)=12n +1|;
7 2 4
4315 1 6 )f: [

+oo) - R, fiX) =3x%

" @,V o
5 9 f)f:(-0,3) > R, fiX) = 4X - 1,3;
01 35 53 gf: ( o, 4) - R, fiX)=-2X+2,5;
:l-z 4 6 6 0 h) f: R = R, fiX) = 3-[X] -1, unde [X] reprezinta partea intreaga a numarului
5 5 5/| real X.
1 9 ‘ 1 4 7. Fie functia f: N — N, ftn) = (n, 37) (unde (a, b) reprezinta cel mai mare divizor
5 7 2 3 comun al numerelor asi b).

7:-:6 843 5 2 a) Determina imaginea functiei f.

b) Functia f este functie marginita?
8. Fie functia g : N" > N, g(n) = [n, 37] (unde [a, b] reprezinta cel mai mic multiplu
,I U comun al numerelor asi b).
4 ; a) Determina imaginea functiei g. @
b) Functia g este functie marginitd?

7 3 9. Arata ca urmatoarele functii sunt pare:
2 a)f:R =R, fiX) = 4X*+3X2+2; f)f:R >R, f(X)=VX2+3;

2
|43 > )f“R—"RﬂXF-f'XG' 9f: R\ 0} = R, f0x) = \ X2+ oo

1]
3.5:." 3 8 1 AOf:R—R,fX) = h)f:R — R, fxX) = 4IX| -

59 X2 + 5’
% 7 X2+1
! 1 5 df:R\{EL Y =R, 00 =55 )f:R—R, f(X)—-—IxI OL
al z X-1

G :R - R, f(X)=VX?; i) f: (-4, 4) - R, fX) = ———.
) = 4 e)f: R — R, fix) = Vx2 DF: (4 4) = R fO) = s
?01 359 53 10. Arata ca urmatoarele functii sunt impare: 7

) = %3 4+ Y- ) 11 -_X
4255 3465 a)f:R - R, fix)=X3+2X d)f.lR\{ 2,2}—>IR]‘(X)—2|XI_1,
6f,° “ 2 4 b)f: R — R, fX) = -6X3 - X; e)f: R\ {0} = R, fixX) = "V_.
1 9 1
95 E] 2 3 c)f:IR\{O}—>IR,f(X)=%+6X;
7 736 3 5 ’ -1,X<0
4 o 1. Aratd ca functia sgn: R — R, sgn(x) = ¢ 0,X=0 este impara.
a 1,X>0
6 /I U 12. Se considera functiile f: (-2,0) » R, fix)=3x3-2,g:[-3,+0) > R, g(X) = VX + 3
g, $ih:[1,5]—>lR,h(X)=%+1.
4 1 a) Reprezinta grafic functiile f, g si h cu ajutorul unui instrument digital.
7 2 3 b) Precizeaza intervalele de monotonie ale functiilor f, g si h.

@ 5 2 ¢) Studiaza marginirea functiilor f, g si h.



d) Precizeaza daca functiile f, g si h sunt convexe/concave pe domeniul lor de
definitie.
e) Se poate discuta despre paritatea/imparitatea functiilor f, g si h? Justifica
raspunsul.
13. a) Determina numarul functiilor strict crescatoare f: {0, 1,2} — {1, 2, 3, 4}.
b) Determina numarul functiilor crescatoare f: {0, 1,2} — {1, 2, 3, 4}.
14. a) Determind numarul functiilor strict descrescatoare f:{1,2,3, 4} > {0, 1, 2,3, 4, 5}.
b) Determina numarul functiilor descrescatoare f: {1, 2,3} - {0, 1,2, 3, 4}.
15. Determina intervalele de monotonie si imaginea functiei f: R — R.
(5X -1, X € (-0, -2)
a)f(x>={3x'1’x<3 ; C) f(X) = 4 2X + 4, X € [-2, 3]
-4X +2,X23"
[ -5X +7,X € (3, +0)
(-3, X € (-0, -4]
2X+5,Xe(-4,2],
[5X - 1,X € (2, +00)
16. Se considera functiile f, g : [-5, 6] — R, f(X) = 2X - 4, g(X) = -X + 5. Determina
intervalele de monotonie ale functiilor h, i, j, R : [-5, 6] = R,

h(x) = max(f(x), g(x), i(X) = min(f(x), gx)), jx) = [fx) + g, RX) = [fx) - gx)|.

INDICATIE: e 1002 900 fO0, fX) < 900
fzg) J<g
X), g(X)) = ; X 9(X)) =
max(f(x), g(x)) {g(x), f00 < goxy * Min0E0, g0) {g(X), fX) 2 gx)

17. Se considerd functiaf: R — R, fiX) = 4X - 2. Determina f{(-5, 3)), f{l2, 4)) si f{(3, +0)).
18. Se considera functia f: R — R, fiX) = -X - 4. Determina f{(-co, 2)) si fi[-2, +®)).
2X-5,X<-2
IX+1,X>-2°
Determina f{(-o, -5)), f{[2, +®0)) si f{(- 4, 1)).

X+4,X<2
20. Se considera functia f: R - R, f(X) = {4, X=2

-2X +5,X>2

’

-6X +2,X € (-0, ~1]

Mﬂm={-w+iX€01+wV

d) f(x) =

19. Se considera functia f: R — R, f(X) = {

Determina f{(-2, 0)), fi[2, 4)) si f([0, 3]).
21. Se considera functia f: R — R, f(X) = |X|.

Determina fi[2, +e)), fil-2, -1)), fil2, 5]) si A[-5, 3]).
X-3,X<a
X+1,X>a
Demonstreaza ca functia f este strict crescatoare pentru orice numar real a.
L. ) ax +2,X<1 .
23. Se considera functiaf: R — R, f(X) = {X £3,X51" unde a este numar real.

a) Determina valorile numarului real a pentru care functia f este crescatoare.

22. Se considera functia f: R — R, f(X) = { , unde a este numar real.

b) Determina valorile numarului real a pentru care Im f=R.

24. Se considerd functia f: R — R, 00 =14 - > *? unde a este numar real
. Se considera functiaf: R — R, f(X) = ax +5 x 22 + Unde a este numar real.
a) Determinavalorile numaruluirealapentru carefunctiafestestrictdescrescatoare.

b) Determina valorile numarului real a pentru care Im f = R.




25.

26.

27.

X+3,Xe(-0,1)

Se considera functiaf: R - R, fixX)=qa-5Xell,4) ,unde aeste numar
2X +1,X € [4, +o0)

real. Determina valorile numarului real a pentru care functia f este crescatoare.
-3X +5,X € (-00,-2]

Se considera functiaf: R — R, fiX) = 3(a + 2)X - 3, X € (-2, 3), unde a este numar
-X-12,X € [3, +o0)

real. Determina valorile numarului real a pentru care functia f este strict

descrescatoare.

Productivitatea gainilor ouatoare este influentata direct de durata expunerii la
lumina. Pentru a mentine o productie optima, fermierii folosesc adeseori
iluminatul artificial. in perioada 1-10 februarie, durata luminii naturale creste
constant cu 3 minute in fiecare zi. Se cunoaste faptul ca, pe data de 10 februarie,
durata luminii naturale este de 10 ore si 4 minute. Functia f exprima durata
luminii naturale (exprimata in minute) in functie de numarul zilei din perioada
1-10 februarie, iar functia g exprima durata perioadei fara lumina naturala
(exprimata in minute) in functie de numarul zilei din perioada 1-10 februarie.
a) Determina care este durata luminii naturale n data de 1 februarie.
)

b
¢) Precizeaza monotonia functiei f.
d)

)

e

Determina functia f.

Precizeaza monotonia functiei g.
Arata ca functiile f si g sunt marginite.

f) Poti studia paritatea functiilor f si g? Justifica raspunsul.
28.

Tn figura 19, cele doud arce de cerc CB si BC' formeaza reprezentarea geometrici
a graficului functiei f: D — D’ in reperul cartezian XOY. Arcul CB provine din
cercul care are centrul in punctul A si raza r (r > 0), arcul BC provine din cercul
care are centrul in punctul A’ si raza r, iar punctele A si A’ sunt simetrice fata de
punctul B.

a) Precizeaza coordonatele punctelor A, A" si B si
1u domeniul de definitie al functiei f.

b) Precizeaza coordonatele punctelor Csi C.
c) Demonstreaza ca functia f este marginita.
d) Precizeaza monotonia functiei f.

e) Precizeaza intervalul pe care functia f este convexa
si intervalul pe care functia f este concava.

f) Determina coordonatele punctului de intersectie a
reprezentarii grafice a functiei f cu axa OY.
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1.4. Functii obtinute prin operatii algebrice elementare
(suma, diferenta, produs, raport); compunerea functiilor

Descopar

Intensitatea curentului electric I (exprimata in amperi) depinde de rezistenta variabila
R (exprimata in ohmi) a unui consumator extern, conform legii lui Ohm pentru intregul
circuit. Functia I : [0, +00) — R, I(R) = R1+2?0 reprezinta modelul matematic al legii lui
Ohm pentru un circuit cu tensiunea electromotoare E = 120 V si rezistenta interna r = 10 Q.

a) Reprezinta grafic functia I in reperul cartezian XOY cu ajutorul unui instrument
digital.

b) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei I cu axa Oy
si determina coordonatele acestuia. Interpreteaza rezultatul obtinut.

c) Sa presupunem ca avem un dispozitiv care necesita o intensitate constanta a

curentului electric de 2 amperi pentru a functiona. La ce valoare, masurata in
ohmi, trebuie setata rezistenta?

d) O siguranta fuzibila se arde in cazul in care curentul depaseste 3 amperi.
Determina intervalul valorilor rezistentei R pentru care siguranta nu se arde.

Invat

Cu functiile numerice se pot efectua aceleasi operatii care se realizeaza cu numere reale. Prin adunarea,
scaderea, inmultirea sau Timpartirea a doua functii numerice se obtin tot functii numerice.

Definitia 1. Fie functiile numerice f:A— R sig:A— R.
Functiaf + g : A — R, (f + g)(X) = f(X) + g(X), pentru orice X € A, se numeste suma dintre functia f si functia g.

Functia f-g: A - R, (f - g)(X) = f(X) - g(X), pentru orice X € A, se numeste diferenta dintre functia f si
functia g.

Functiaf-g:A— R, (f- g)(X) = f(X) - g(X), pentru orice X € A, se numeste produsul functiilor f si g.

. X . . .
Functia h: B — R, h(X) = %, pentru orice X € B,B={X € A | g(X) # 0}, se numeste raportul dintre functia f
si functia g.

EXEMPLU:

Fie functiile f: (-1,4) > R, f(X) =2X +1,si g : (-1, 4) > R, g(X) = -X + 4. Atunci:

- suma functiilor f si g este functia f+ g : (-1,4) - R, (f+ g)(X) =X + 5;

- diferenta dintre functia f si functia g este functiaf- g: (-1, 4) - R, (f- g)(X) =3X - 3;
- diferenta dintre functia g si functia f este functia g - f: (-1, 4) = R, (g - f)(X) = -3X + 3;
- produsul functiilor f'si g este functia f- g: (-1, 4) = R, (f- g)(X) = (2x + 1)(- X + 4);

- raportul dintre functia f si functia g este functia h: (-1, 4) - R, h(X) = g))é : 1;
- raportul dintre functia g si functia f este functia i : (-1, 4) \ {—%} — IR, h(X) = 3(( : ?
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OBSERVATIE.

Suma si diferenta a doua functii afine sunt tot functii afine.

Se considera functiile f:R - Rsig:R - R, g(X) = ¢, unde
c este un numar real nenul. Suma dintre functiile fsi g este
functia h : R - R, h(X) = fiX) + ¢, pentru orice X € R.
Functia h va avea aceeasi monotonie ca functia f.
Reprezentarea grafica a functiei h in reperul cartezian X0y
va avea aceeasi forma ca reprezentarea grafica a functiei f,
aceasta obtinandu-se prin translatia reprezentarii grafice a
functiei f cu distanta [cl, in sus sau in jos, dupa cum ¢ > 0
sau ¢ < 0 (figura 1).

EXEMPLU: @)
7

Se considera functiile f, g, h : [2, 5] —» R, fiX) = %X *3
g(x) = fX) + 2, h(X) = f(X) - 1. In figura 1 sunt reprezentarile

grafice ale functiilor f, g si h in reperul cartezian XOy.

Produsul functiilor f: R - Rsig:R — R, g(X) = ¢, unde ¢

y |1_u| B'(5, 6)
g
A2, 5) 1 !
B(5, 4)

E

AR, 3) /
| /\B"(a‘ 3)
A'(2,2) -

4

ko

3 4

h

01

Figura 1

este un numar real nenul, este functia i: R — R, i(X) = ¢ - f(X), pentru orice X € R.

in continuare vom observa comparativ reprezentarile grafice ale unor functii.

in figura 2 sunt reprezentate grafic functiile f, : [-2, 2] = R, f;(X) = 2X + 1, si i, : [-2, 2] = R, i1(X) = 2f,(X), iar
in figura 3 sunt reprezentate grafic functiile f, : [-2, 2] - R, f,(X) = X%, si i, : [-2, 2] = R, i,(X) = 2f,(X).

-~

2u i

—_—

_P‘{:’Z, 10)

101

B'(2, 8)

' -6
B(-2, -6)

Figura 2
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in figura 4 sunt reprezentate grafic functiile f, : [-2,2] = R, f,(X) = 2X + 1, si i, : [-2, 2] = R, i5(X) = %Jﬂ(X), iar
in figura 5 sunt reprezentate grafic functiile f, : [-2, 2] = R, f(X) = X%, Si i,:[-2,2] > R, i(X) = %fz(X).

Tu

” y

o A2, 4)

-:I:."
A2, 5
1u N - } )
3
-1
B(—z,- ) %
A28
Figura 4

Figura 5

in figura 6 sunt reprezentate grafic functiile f, : [-2,2] = R, ;00 = 2X + 1, si i, : [-2, 2] = R, i;(X) = -2f,(X), iar

in figura 7 sunt reprezentate grafic functiile f,: [-2, 2] = R, f,(X) = X%, si i, : [-2, 2] = R, i,(X) = =2 f,(X).

Tu
—

=10 F

B'(2, -10)
Figura 6

A2, 4)

-

Figura 7

L

T T o A L L T T

==

B'(2, -8)

T
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Fie functiile numerice f:A—>R sig:A—>R(AC IR). Semnul functiilor f-g: A = R, (f- g)(X) = f(X) - g(X),

f(x)

pentru orice X € A, sih:B = R, h(X) = 90

pentru orice X € B, B={X € A | g(X) # 0}, se poate determina

in functie de semnul functiilor f si g.

EXEMPLE: @

1. Se considera functia f: R — R, fiX) = (3X - 6)(-X + 3). Pentru a determina semnul functiei f procedam

astfel:
- Rezolvam in multimea numerelor reale ecuatiile 3X - 6 = 0 si -X + 3 = 0 si obtinem:
3X-6=0X=2, -X+3=0&X=3.

- Realizam urmatorul tabel de semn:

X -00 2 3 +00

X-6 = |e——--——c O++++++++++t++++
-X+3 t+++t+++++++rr+++ Q- —-—————
fX)= BX - 6)(-x +3) | ===—=-=~-~ O#+4+4+0---————~

Obtinem:
fxX)>0exe(23)
fX)<0 e Xe(-0,2)u (3 +x).

2.Se considera functiaf: R \ {~2} > R, f(X) = 54)2(:1[6. Pentru a determina semnul functiei f procedam astfel:
- Rezolvam in multimea numerelor reale ecuatiile 4X - 4 = 0 si 5X + 10 = 0 si obtinem:
4X-4=0X=1, 5X+10=0< X=-2
- Realizam urmatorul tabel de semn:
X -0o0 -2 1 +00
LX -4 | mmmm—————— O++++++
5X+10 |-=-=---- 0O +++++++++++
=4X‘4 ++++++ /=== 0+ +++++
J00 = 53570 /
Obtinem:

fiX)>0 < X € (-0,-2) U (1, +o0);
fX)<0e Xe(-2,1).

Compunerea functiilor

Definitie 4. Fie multimile nevide A, B, C si functiile f: A — B, g: B — C. Functia h: A — C, h(X) = g(f(X)),
pentru orice X € A, se numeste compunerea functiei g cu functia f. Se noteaza h=g o f.

Compunerea a doua functii f: A — B si g : B— C poate fi ilustrata astfel:

XeA f fixX)e B

N glf) e €

N 106
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Operatia prin care din functiile f: A > B si g:B — Cse obtine functia g - f: A — C, cu (g = )(X) = g(f(X))

se numeste operatia de compunere a functiilor.

EXEMPLE:

1. Fie multimile A={-1,0,1,2},B={-2,0,2, 4}, C={1,3, 5, 7} si functiile f: A — B, f(X) = 2X si g : B — C, definita
cu ajutorul tabelul de mai jos:

X -2 0 2 4
g(Xx) 1 3 5 5
Avem urmatoarele corespondente:

f g

-1eA——=f(-1)=2-(-1=-2€B—>¢(-2) =1,deci g(f-2)) = 1€ G
oenLofi=2-0-0e8-% g(0)=3, deci g(f(0) =3 € G
1eA—f>f(1)=2~1=2€Bi>g(2)=5,decig(f(1))=5€c;

f g

2e A—f(2)=2-2=4€ B—>g(4)=5,deci g(f(2)) =5 € C.

Am aratat astfel ca pentru orice X € A, avem g(f(X)) = (g « f)(X) € C. Functia g - f poate fi descrisa cu ajutorul
unui tabel astfel:

X 10 1 2
(g HX) 1 3 5 5
2.Fief:Q —>(Q,f(X)=%X+%,§ig:(Q - Q,g(X)=3X+2.

g-f:Q - Q,(g-fX)=g(fx)=3" (%X+%> +2=%X+3, pentru orice X € Q.

foq:Q —Q,(feg)X) =flgXx) =%-(3X +2) +%=%X + % pentru orice X € Q.
OBSERVATII:
1. Operatia de compunere a functiilor nu este comutativa.

2. Fie functiile f:A— B, g : B — Csi h: C - D. Atunci exista functiile (ho g) o f:A—>Dsiho(geof):A— Dsi
((h = g) o )X)=(h = (g = f))(X), pentru orice X € A (operatia de compunere a functiilor este asociativa).

3. Fie functiile f: A — B, 1,: A — A, 1,(X) = X (numita functia identica a multimii A) si 1;: B —> B, 15(X) = X,
(numita functia identica a multimii B). Atuncifo1,:A— B, 1,0 f:A—>Bsifo1,=f, 15 f=f.

intr-adevar, functiile fo1,, 15 f si f au acelasi domeniu de definitie (multimea A), acelasi codomeniu
(multimea B) si

(f « 1)X¥) = f{1,(X)) = f(X), pentru orice X € A;
(15 * H)X) = 15(fX)) = fiX), pentru orice X € A.
Prin urmare, fo1,=fsilgof=f.
OBSERVATIE.

Proprietatea de asociativitate a operatiei de compunere a functiilor ne permite sa notam:

(hog)of=ho(gef)=hogof.
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Exercitii rezolvate

1. Se considera functia f: IR — R, fiX) = (X - 2)(X + 6)(X + 8). Determina semnul functiei f.
Rezolvare:

Rezolvam in multimea numerelor reale ecuatiile X-2=0,X+6=0si X +8=0si
obtinem:

X-2=0X=2 X+6=0<X=-6; X+8=0< X=-8.
Realizam urmatorul tabel de semn:

X -00 -8 -6 2 +00
X-2 | e e e e — - - O++++++++
X+6 = |mmmmmmmm oo 0 #++++++++++++++
X+8 = |--—ee-- O+ ++++++++tttttttttttts
X-2)X+6)(X+8) |---——--—-~- D++++++0-—--—-- D++++++++

Obtinem:
fiX)>0 < Xe(-8,-6) U (2, +x);
3 8 0 fiX)<0 < X e (-0, -8) U (-6,2).
7 1 2. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile:
1 5
4

JE e AUIDE o

-1

-2X+8
Rezolvare:
a) Rezolvam in multimea numerelor reale ecuatiile 3X - 6 = 0 si -2X + 8 = 0 si obtinem:
3X-6=0X=2, -2X+8=0&X=4
Realizam urmatorul tabel de semn:

X -0 2 4 +00

3X-6 |---=---- O+++++++++++++

X +8 [+++++++++++++ )-——==——

3X-6 |——-——__ O+++++/———————

-2X+8

Obtinem:

3X-6

X+ 8 0 S XE(0,2) U (4 +x).

-1 . 2X-1 5X + 2

b) 3y 3219573+ 1200355,3520

Rezolvam in multimea numerelor reale ecuatiile 5X + 2= 0 si 3X + 3= 0 si obtinem:
5X+2=0&X=-2; 3X+3=0eX=-1.

Realizam urmatorul tabel de semn:

2

X -00 -1 5 +00
BX+2 |—-—=—=—=—=—— === —— O++++++++
3X+3 |-—-=—-=-=--- D+++++++++++++++
5X+2 tHt+tttt [ ———— O++++++++
3X+3

Ob'gineng))((:%zO@Xe(—oo, -Nu [—%,+00>.




X+2,X<7
X-5%X277

3. Se considera functiile f, g: R - R, f(X) = {

. =X, X<2
Ig(X)={

X-4,X22°
a) Calculeaza (g - g)(5).
b) Determina functiile fo gsig o f.
Rezolvare:
a) (g - g)5) = g(g(5) = g(1) = -1
b)feg:R—>R

-X+2,-X<7siX<2
(X)+2,g(X)<7 X-4+2,X-4<7siX22

(f°g)(x)=f(g(x))={gg(X)—S?g(xm: 2-(-X)-5,-X27six<2

2-(X-4)-5X-4>7siX22
-2X-5,X € (-0, -7]
-X+2,X€e(-7,2)
X-2,X€[2,1)
2X-13,X €[N, +0)

-X+2,X€E(-7,2)

X-2,Xe[2,M)

S2X - 5,X € (-, -7]

2X - 13,X €[, +0)

gof:R->R
-(X+2),X+2<2siX<7

-f(X), f(X) <2 -(2X-5),2X-5<2siX27

(gof)(X)zg(f(X))z{f(X)-‘hf(X)EZ i (X+2)-4,X+222siX<7 i

(2X-5)-4,2X-522siX27

-X-2,X€ (-, 0)
-X-2,X€e(-%,0
-2X+5 Xe @ ( )

= = X-Z,XG 0,7
X-2,X€[0,7) {ZX-9X€[[7 100)
2X - 9,X €[7, +) ' '

Aplic

1. Se considera functiilef: R — R si g: R — R. Determina functiile f+g,f-g,f g,
f
gfeffe9.9°f9-9

a) f(X) =3X, g(X) = X + &
b) f(X) =3 - 4X, g(X) = X;

g) fiX) =V2X-5,g(X) =V8X +7,

h) fiX) =2V3X - 5,g(X) =V3X + 7;
- (3 o= (3-3)e-
I = 1 + :—‘I -1
M= F X a0 = 55X
e)fiX)=X-5,g(X)=-X+7, k) f(X) =3™X, g(X) =3"X, m, n € N;
D) =X+12-(X-22%9gX)=X-2; DfiX)=2"X+1,g(X)=2""X-1,neN.
2. Se considera functiile f, g : R - R, fiX) = aXx + b, g(X) = cX + d, unde a,b, c si d
sunt numere reale.

0) fX) = 5X + 1, g(X) = 3X + 3;

d) f00 = 3X + 1,5, 00 = X +

a) Determina functiile fo gsig o f.
b) Determina o relatie intre numerele reale a, b, c si d, astfelincatfog=g o f.
¢) Determind (fo fofo..of)(0),n e N".

_—

denorif

¢ 0 4 Zégl
'18 9789).
HOML O]
7[]6@ §
’ 36“ 5“3
6 5’975;10
4 Doy

91
1782251
5 6 Zed 1
5 5 132:I‘

1
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Functii

POT MAI MULT

1. Se considera
functiile
f,9,h,p,q,r:R—>R,
fX) =X,

g(x) = -fix),

h(X) = -f(X) - 4,

p(X) = f(X) + 5,

q(x) = 3X,

rX)=¢

a) Reprezinta grafic, in
acelasi reper cartezian
X0y, functiile fsi g, f
sih,fsip,fsigfsir.
b) Explica modul in
care se pot obtine
reprezentarile grafice
ale functiilor

g, h,p,qsirdin
reprezentarea grafica
a functiei f.

2. Se considera
functiile
fig,hpqg:R—-R,
fx) = X2,

g(X)=X?+3,
h(x)=x2-
p(X) = (X - 4)?,
qx)=(X+1?-

a) Reprezinta grafic, in
acelasi reper cartezian
X0y, functiile fsi g,
fsihfsipfsiaq.

b) Explica modul in
care se pot obtine
reprezentarile grafice
ale functiilor g, h, p si
q din reprezentarea
grafica a functiei f.

N 110

. Se considera functiile afine f, g : R — R. Determina functia g, stiind ca:

a) f(x) = %X +1,(2) si (f + g)(X) = 6X - 41(2), pentru orice X € R;

b) f(X) = 5X + % si (f- g)(X)=10,3X - 2 pentru orice X € R;

04"
1 . _X2 1 . .
) fix) = 3 X+ 1si (f-9)X) = 35 ~ 5 bentruorice X € R;

_ .f) _ 60
d)f(X)—2X+1§I (g (X)—6+m,

e) fiX) = 2X + 1si (f o g)(X) = 4X + 3, pentru orice X € R.

pentru orice X € R \ {%}

. Se considera functiile afine f, g : R — RR. Determina functia £, stiind ca:

a) g(xX) = 9X + —5| (f+9)x) = 3X - %, pentru orice X € R;

b) g(X) = X + 1,2) si (f - g)(X) = 6X - 4,1(2), pentru orice X € R;
€) g(X) =X +1si (f- g)(X) =2X2 + 5X + 3, pentru orice X € R;

d) g(x) =3x - 1si (£>(X) 1 _W' pentru orice X € R \ {%}

e) g(X) = 3X - 2si (f o g)(X) = 6X - 1, pentru orice X € R.

. Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a

functiei f: IR — R si axele de coordonate. @
a) fX) = (X2 - 4)(X + 4); c) foX) = X(X - 5);
b) f(X) = (X - 2)(X? + 8); d) f(x) = (X - 2)(x2 - 1).

6. Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a
functiei f si axele de coordonate.
) B _3X+1, X=X,
Af:RAEL =R 0 =35 Of:R—R,fx) = 2X2+5,
. S X+h : _2-x
b)f'R_)R’ﬂx)_x2+3X+5’ df: RG> R, =5
7. Determina semnul functiei f.
a)f:R =R, fX)=(-X+2)(12 - 4X); Af:R\{-2} > R, fix)= x—92
b)f: R = R, f00 = (3 + X)(-3x + 1); d)f: R\ (1R, f00=22,
8. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:
a) (X+ DX +4)>0; ) (X - N(-X+5)<0;
b) (4 + 2X)(3X - 2) < 0; d) (-X + 2)(-2X - 6) 2 0.
9. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuati:
X-2 _n. 4X+8 6X 4X +1
a)x-3>0 O)5-x 20 O ox-32% 83z
5X + 1 6X-8 .. 5X+1 _ .. IX+2
b)3-x 20 d) x50 Oxee< ™t N2
10. Se dau functiile afine f, g : R — R, f(X) = 4X + 1 si g(X) = 2X - 1. Determina

1.

12.

numarul real a pentru care (fo g)(a) - %(g o f)a) = 3.

Se considera functia afina f: R — R, f(X) = aX + b, unde a si b sunt numere reale.
Determina numerele reale a si b pentru care (f » f)(X) = 9X + 6.

Se considera functia f: R — R, f(X) = Vax + b, unde a si b sunt numere reale,
a > 0. Determina numerele reale a si b pentru care (f o f)(X) = 9X + 6.
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13. Fiefunctiaafinaf:R — R, f(X)=axX + b,unde a,b €R, a # 0. Determina numerele
reale a si b pentru care:

a) (fo f)(X) =2X - 1, pentru orice X € R;

b) (f - f)(X) = f(X), pentru orice X € R;

c) (f o f)(X) = fiX) + 6X, pentru orice X € R;

d) (f - f o f)(X) = fiX), pentru orice X € R.
14. Calculeazafog,geof,fefsigeg.

X-1,X<0 -X+3,X<3
a)ﬁg:TR—>lR,f(X)={ $Ig(X)={ ;

X-6,X20 -X+2,X23'
%x,x<1 ' X+%,X<1
b)f g: R —R,fX)=1] 9=y
IX+3,X21 X+3,X21
3 2
)f,9:R =R, fiX)= X +3|sigx) = 2X*3,X <3,
Of,g:R =R, )= #9007 354 2,x2 -3

d)f,g:R >R, fX)=2X + 1] si g(X) = [X - 2l;
e)f,g: R — R, f0x) = VX2 si g(x) = V(X + 12
Nfg:R =R, fX)=3VX2 +2X +3si g(X) = VX2 + 4X + 4.
15. Se considera functiaf: R — R, f(X) =3X + 1.
a) Calculeaza f(1) + f2) + f(3) + ... + f(10).
b) Scrie ca un produs de doua numere impare suma S
f) + f(2) + f(3) + ... + f(2026).
c) Determina numarul natural n pentru care f(1) + f2) + f(3) + ... + f(n) = 3875.
d) Calculeaza (fo f)(1) + (fo f)2) + (fo f)3) + ... + (f o £)(10).
e) Scrie ca un produs de doua numere impare numarul natural S2:
(Fe XD+ (fo )2+ (fof)3)+ ...+ (f o £)(2026).
16. Se considera functia f: R — R, f(X) = 2X + 3.
Determind (fofofo..of)(X),XeR,neN".
17. Se considera functiaf: R — R, f(X) = -3X + 2.
Determind (fofofo..of)(X),X€R,neN".
NAE R L/
denorif
18. Fief:A—>TRsig:A— R (ACR)doua functii. Stabileste monotonia functiei
f+g:A— R,stiind ca:
a) functiile f si g sunt strict crescdtoare;
b) functiile f si g sunt strict descrescatoare.
19. Fief: A — (0, +0) sig: A — (0, +o0) (A C R) doua functii. Stabileste monotonia
functiei f- g : A — (0, +o0), stiind ca:
a) functiile f si g sunt strict crescatoare;
b) functiile f si g sunt strict descrescatoare.

EXERSEAZA!

0 companie lanseaza
o aplicatie destinata
telefoanelor mobile,
disponibila n baza
unui abonament.
Analiza financiara a
proiectului releva
urmatoarele date:

o Costurile fixe lunare
(intretinere servere,
chirii si marketing)
sunt de 3 000 €.

o Abonamentul lunar
platit de fiecare
utilizator este de 10 €.

o Costurile variabile
(comisioane de
procesare a platilor si
suport tehnic) sunt de
2 € pentru fiecare
utilizator activ.

a) Determina functia
care exprima profitul
mediu realizat de
companie pentru un
singur utilizator, n
functie de numarul
total de utilizatori
activi

(Sugestie: profitul
mediu = (venit total -
cost total) / numdr
utilizatori).

b) Cati utilizatori
trebuie sa aiba
aplicatia pentru ca
profitul mediu sa fie
egal cu 0?

c) Dacd aplicatia
atrage 1000 de
utilizatori, care va fi
profitul net pe care il
genereaza in medie,
fiecare utilizator?
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1 ?,1 20. Fief:R — R sig:R — R doua functii. Stabileste monotonia functiei f g stiind ca:
6 [] ] J y a) functiile f si g sunt strict crescatoare;
3_4 b) functiile f si g sunt strict descrescatoare;
i
6 g ' 6 c) functia f este strict crescatoare, iar functia g este strict descrescatoare;
. 7 Z,1 2 4 d) functia f este strict descrescatoare, iar functia g este strict crescatoare.
7 43 0 5 3 ] 6 21. Exista functii strict monotone f: R — R cu proprietatea (fof)(X) = -2X +3,
yi . D 9 pentru orice X € R? Justifica raspunsul.
0 5 22. a)Fief:R — Rsig:R — R doua functii, unde g este functie para. Demonstreaza
3 53 ca functia f - g este para.
l;.l 2 4 6 6 0 b) Fief:IR — R sig: R — R doua functii impare. Demonstreaza ca functia fo g
59 g:l este impara.
2 4 c)Fief:R - Rsig:R — R doua functii. Demonstreaza ca, daca functia f este
Al 1 Lo g e b . '
?3 7 2 3 para si functia g este impara, atunci functia f - g este para.
= 2 23. Intr-un laborator se afld un recipient care contine 2 litri de solutie dezinfectantd
B 3 5 cu o concentratie de alcool de 70%. Pentru a obtine o solutie mai putin iritanta,
ana 1 3 8 0 un asistent decide sa adauge treptat apa pura in recipient.
@ Dﬁg 7 1 a) Determina functia care exprima concentratia alcoolului in amestecul final.
]E 6‘§§| 1 5 b) Ce concentratie va avea solutia daca se adauga 1,5 litri de apa?
al 2
4, 4 ¢) Daca asistentul are nevoie de o solutie cu o concentratie de 20%, ce cantitate
17 3 1 de apa trebuie sa adauge in recipient?
. 24. 0 firma de logistica analizeaza eficienta unui transport intre un depozit si un
I 5 2 centru de distributie situat la o distanta de 150 km. Din cauza restrictiilor de
43 greutate si a verificarilor tehnice, un camion parcurge drumul la dus cu o viteza
o1 3 8 7 0 constanta de 60 km/h. La intoarcere, camionul este gol, permitandu-i soferului
;]59 7 ] sa circule cu o viteza mai mare.
f 1 5 a) Determina functia care exprima viteza medie a camionului pe intregul traseu
al 2 9 (dus-intors) in functie de viteza de la intoarcere.
) o 3 5 b) Daca viteza de la intoarcere este de 100 km/h, care este viteza medie pentru
- H 53 tot traseul?
175 4 G ¢) Calculeaza media aritmetica a celor doua viteze (60 km/h si 100 km/h) si explica
5 5 5/| 6 de ce viteza medie reala calculata la punctul anterior este mai mica decat aceasta.
(s 2 ; 4 d) Ce viteza de intoarcere ar fi necesara pentru ca viteza medie pe intregul traseu
7 v, 2 sa fie de 80 km/h?
136 @43 5 2
0
@ oz ? 3 8 !
5
~3g
216:7.0’
)2 9.1 N1 |
A %24
1
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1.5. Functii injective, surjective, bijective, inversabile:
definitie, interpretare geometrica pentru functii
numerice, conditia necesara si suficienta ca o functie sa
fie inversabila; lecturi grafice

Descopar

Tuturor cetatenilor romani, indiferent de domiciliu, li se atribuie un cod numeric personal
(CNP) format din 13 cifre. Acesta a fost introdus in anul 1978 si are 7 componente:

Componenta S AA LL Y74 J) NNN C
Numar de cifre 1 cifra 2 cifre 2cifre  2cifre  2cifre 3 cifre 1cifra
Cereprezinta  sexulsisecolulincare ultimele luna ziua judetul sau  numar cifra de
fiecare cifra/ ~ s-anascutpersoana  2cifreale nasterii nasterii sectorulin  secvential  control
grupa de cifre  (de ex. 5/6 pentru anului care s-a (cuprins
barbatii/femeile nasterii nascut intre 001 si
nascuti/nascute intre persoana 999)
2000-2099)

Fie A multimea tuturor persoanelor care au CNP in Romania si B multimea numerelor
naturale care au 13 cifre. Se considera functia f: A — B care asociaza unei persoane
CNP-ul sau.

a) Exista doua persoane care au aceeasi valoare pentru combinatia de cifre AA?
Dar pentru combinatia de cifre LL? Justifica raspunsul.

b) Fie p,, p, € A, astfel incat fip,) = f(p,). Ce putem spune despre p, si p,?
c) Orice combinatie de 13 cifre reprezinta un CNP valid in Romania? Justifica.
d) Multimea valorilor functiei f este egala cu multimea B? Justifica.

Invat

Functii injective @

Fie multimile A = {a, b, ¢, d}, B = {1, 2, 3, 4, 5} si functiile f, g : A — B, definite cu ajutorul diagramelor din
figurile 1si 2.

Figura 1 Figura 2

Observam ca imaginile elementelor multimii A prin functia f sunt diferite, adica pentru orice X,, X, € A, cu
X, # X,, avem f(X,) # f(X,). Vom spune ca functia f este injectiva.

13 -
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N 14

In cazul functiei g, exista X, = ¢ si X, = d, X, # X,, astfel incat g(X,) = g(X,). Vom spune ca functia g nu este
injectiva.
Definitia 1. Functia f : A — B este functie injectiva (sau injectie) daca pentru oricare doua elemente
Xy X, € A, cu X, # X,, avem f(X,) # f(X,).
EXEMPLU:
Orice functie afina f: R — R, f(X) =ax + b,unde a, b € R, a # 0, este injectiva.
Fie X;, X, € R, X, # X,.
X, % X, © aX, # aX, & aX, + b # aX, + b & f(X,) # f(X,)

Teorema 1. Functia f: A — B este o functie injectiva daca pentru X,, X, € A, cu proprietatea f(X,) = f(X,),
rezulta X, = X,.

Acest rezultat se foloseste de obicei in demonstrarea faptului ca o functie este injectiva, definitia fiind
destul de greu de folosit in exercitii.

EXEMPLU:
Functiaf: R \ {%} - R, f(X)= % este o functie injectiva.
Intr-adevar, daca f(X,) = f(X,), unde X, X, € R \ {%}, atunci:

2X,+1 2X,+1
2)(1_1=2X2_,|#(2X1+'I)~(2X2—'|)=(2X2+‘|).(2X1_1)$

= GX, X, = 2X, + 2K, = 124X, X, = 2K, + 2K, = 12> 4X, = 4X, = X, = X,

Teorema 2. Daca functia numerica f: A — B este o functie strict monotona pe multimea A, atunci functia f
este o functie injectiva.

Demonstratie:

Functia f este strict monotona, deci poate fi strict crescatoare sau strict descrescatoare.

Fie X, X, € A, cu X, # X,. Atunci X, < X, sau X, > X,.

Presupunem X, < X,, cazul in care X, > X, fiind tratat asemanator.

Daca functia f este strict crescatoare, atunci f(X,) < f(X,), de unde rezulta f(X,) # f(X,), deci functia f este
injectiva.

Daca functia f este strict descrescatoare, atunci f(X,) > f(X,), de unde rezulta f(X,) # f(X,), deci functia f este
injectiva.

OBSERVATIL.

1. Daca functia f: A — B este o functie injectiva, nu rezulta in mod necesar ca f este strict monotona.

2. Daca functia f: A — B nu este o functie injectiva, atunci functia f nu este strict monotona.

Interpretarea geometrica a injectivitatii unei functii numerice
in figura 3 este reprezentata grafic functia f: R — R, fiX) = [X - 11, in reperul cartezian X0y.

Observam ca punctele A(0, 1) si B(2, 1) de pe reprezentarea grafica a functiei f au abscisele diferite si
ordonatele egale. Exista deci X, = 0 Si X, = 2, X, # X,, astfel incat f(X,) = f(X,). Prin urmare, functia f nu este
injectiva.
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Cum punctele A si B apartin dreptei de ecuatie y = 1, care este paralela cu axa OX, putem spune ca exista o
dreapta paralela cu axa OX care intersecteaza reprezentarea grafica a functiei f in doua puncte.
Reformuland, putem spune ca exista numere reale Y, pentru care ecuatia f(X) = Y, are doua solutii.

r j. + :l-'
1u 7

o

Figura 3 Figura 4
2X-1,X22

In figura 4 este reprezentata grafic functiag: R — R, g(X) = {X P1X<2

in reperul cartezian XO0y.
Observam ca orice dreapta paralela cu axa OX intersecteaza reprezentarea grafica a functiei g intr-un singur
punct, ceea ce inseamna ca pentru orice numar real Y exista un singur numar real X, astfel incat g(x) = y.

O functie numerica f: A — B este injectiva daca orice dreapta paralela cu axa 0X, dusa prin punctele din
codomeniul functiei, intersecteaza reprezentarea grafica a functiei f in cel mult un punct.

OBSERVATIE.
Teorema 3. Functia numerica f: A — B este injectiva daca, pentru orice y € B, ecuatia f(X) = y are cel mult

o solutie in multimea A.
Functii surjective @

Fie multimile A= {a, b, ¢, d}, B={1, 2,3}, C={1, 2, 3, 4} si functiile f: A - B si g : A — C, definite cu ajutorul
diagramelor din figurile 5 si 6.

Figura 5 Figura 6

Observam ca orice element din codomeniul functiei f este imaginea unui element din domeniul de
definitie al acesteia. Vom spune ca functia f este surjectiva.

in cazul functiei g, exista elementul 4 din codomeniul acesteia care nu este imaginea niciunui element din
domeniul ei de definitie. Vom spune ca functia g nu este surjectiva.

Definitia 2. Functia f : A — B se numeste functie surjectiva (sau surjectie) daca pentru orice element
Yy € B, exista un element X € A, astfel incat f(x) = y.

O functie f: A — B nu este surjectiva daca exista Y, € B, astfel incat, pentru orice X € A, avem f(X) # Y.

15
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Teorema 4. Functia numerica f: A — B este o functie surjectiva daca, pentru orice y € B, ecuatia f(X) =Y are
cel putin o solutie in multimea A.

Aceasta teorema furnizeaza un mod de a demonstra ca o functie este surjectiva.

EXEMPLE:
1. Functia f: R — R, f(X) = 2X + 3 este surjectiva.

, , , . , , -3 .
Fie y € R. Ecuatia f(X) = Y este echivalenta cu ecuatia 2X + 3 =Yy care are solutia X = yTe R. Prin urmare,

functia f este surjectiva.

2. Functia f: (2, 3) - (7, 10), f(X) = 2X + 3 nu este surjectiva.

=3
Fie y € (7, 10). Ecuatia f(X) = Yy are solutia X = YT € (2, %)

Daca 'y =10 si f(X) = Y, atunci X = % & (2, 3).

Prin urmare, functia f nu este surjectiva.
Orice functie afina f: R — R, f(X)=aX + b,a,b € R, a # 0, este surjectiva.

: . , -b o . o
Fiey € R . Ecuatia f(X) = Y are solutia X = yT € R si, prin urmare, functia f este surjectiva.

Teorema 5. Functia f: A — B este o functie surjectiva daca si numai daca multimea valorilor sale este egala
cu codomeniul sau.

Demonstratie:

Fie f: A — B o functie surjectiva si fie y € B. Cum functia f este surjectiva, rezulta ca exista X € A, astfel incat
fX) = y. Dar fix) € f(A), deci B C f(A). (1)

Din definirea functiei f: A — B rezulta ca f(A) C B. (2)
Din (1) si (2) obtinem ca B = f(A) = Imf.

EXEMPLE:

1. Functia f: (-3, 3) = (-2, 2), f(X) = %X este surjectiva.

Intr-adevar, pentru X e (-3, 3), obtinem -2 < %X <2, de unde rezulta ca Imf = (-2, 2) si, prin urmare, functia f
este surjectiva.

2. Functiaf: (-3,3) - (-2, 3), fiX) = %X nu este surjectiva deoarece Imf = (-2, 2), iar codomeniul functiei este

intervalul de numere reale (-2, 3).
2u,
Interpretarea geometrica a surjectivitatii unei functii numerice

In figura 7 este reprezentata grafic functiaf: R — R, vk

oo {3XP2X20 a5
f()— X+2,X<0,|nreperu cartezian XOy.

Observam ca orice paralela dusa la axa OX intersecteaza
reprezentarea grafica a functiei f intr-un punct, deci, pentru orice
Y € R, ecuatia f(X) = Y are o solutie in IR. Asadar, functia f este
surjectiva. Figura 7
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in figura 8 este reprezentata grafic functia h : R - R, r
h(x) = |2x - 3| +1,1n reperul cartezian XOy. Ju, ,

Observam ca dreapta de ecuatie y = a intersecteaza
reprezentarea grafica a functiei h in doua puncte pentru a > 1,

intr-un singur punct pentru a = 1 si nu o intersecteaza pentru =3 '\

a < 1. Asadar, ecuatia h(X) = a are doua solutii pentrua > 1, 0 . \/

solutie pentru a = 1si nu are solutie pentru a <1, de unde rezulta - '

ca functia h nu este surjectiva. e
OBSERVATIE. Sk )

Schimband codomeniul functiei h, obtinem functia i: IR — [1, +o0), Figura 8

i(X) = h(X), care este surjectiva deoarece Imi =[1, +co).
in figura 9 este reprezentata grafic functiag: R — R, Hul

oo J3XP2X20 L cartezian X0
g(X) = X_Z'X<0,|nreperu cartezian XOy.

Observam ca exista cel putin o paralela dusa la axa OX care nu

intersecteaza reprezentarea grafica a functiei g, de exemplu, dreapta ' 75 1

de ecuatie y = % Deci functia g nu este surjectiva. R T T O e
=1

OBSERVATIE. "

Schimband codomeniul functiei g, obtinem functia -3
j:R = (00, -2) U [2, +), j(X) = g(X), care este surjectiva 3
deoarece Imj = (-o0, -2) U [2, +0). s

&

O functie numerica f : A —B este surjectiva daca orice dreapta
paralela cu axa OX, dusa prin punctele codomeniului sau,
intersecteaza reprezentarea sa grafica in cel putin un punct.

Functii bijective @

Definitia 3. Functia f: A — B se numeste functie bijectiva (sau bijectie) daca este o functie injectiva si
surjectiva.

Astfel, pentru a demonstra ca o functie este bijectiva, se va demonstra ca aceasta este functie injectiva si
surjectiva.

Interpretarea geometrica a bijectivitatii unei functii

Avand in vedere interpretarile geometrice ale injectivitatii si surjectivitatii unei functii, putem spune ca

o functie numerica f: A — B este bijectiva daca orice paralela la axa 0X, dusa prin punctele codomeniului
sau, intersecteaza reprezentarea sa grafica intr-un singur punct.

EXEMPLE:
1. Orice functie afina f: R — R, f(X) = ax + b, unde a, b € R, a # 0, este bijectiva.
3X-1,X€[-1,2)

este bijectiva.
X +3,X €2 +)

2. Functia f: [-1, +00) — [-4, +), f(X) = {
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» Demonstram ca functia f este injectiva:

- Fie X, X, € [-1, 2) astfel incat f(X,) = f(X,). Atunci 3X, - 1=3X, - 1, de unde rezulta X, = X,. (1)

- Fie X,, X, € [2, +o0) astfel incat f(X,) = f(X,). Atunci X, + 3 = X, + 3, de unde rezulta X, = X,. (2)

Dacd X, € [-1, 2) si X, € [2, +00), atunci f(X,) = 3X, - 1 € [-4, 5) Si f(X,) = X, + 3 = [5, +), deci f(X,) # f{X,). (3)
Din (1), (2) si (3) rezulta ca functia f este injectiva.

» Demonstram ca functia f este surjectiva:

Cum f(X) € [-4, 5), pentru orice X € [-1, 2), si fiX) € [5, +), pentru orice X € [2, +®), rezulta ca
Imf=[-4,5) U [5, +00) =[-4, +00), deci Imf coincide cu codomeniul functiei f. Asadar, functia f este o functie surjectiva.

Cum functia f este injectiva si surjectiva, rezulta ca functia f este bijectiva.

OBSERVATIL.

1. Pentru a demonstra ca functia f: [-1, +o0) — [-4, +00),

) = 3X-1,Xe[-1,2) te bitectiva. outem folosi si t
fX) = X+3’X€[2’+w),ese ijectiva, putem folosi si reprezentarea

sa grafica intr-un reper cartezian XOY (figura 10). Observam ca orice
dreapta de ecuatie Y = Yy, unde Yy, € [-4 +), intersecteaza
reprezentarea grafica a functiei fintr-un singur punct.

[X), X € A, X,
2. Se considera functia f: A — B, f(X) = JCZ:(X)' Xe AZ,

f,;(X), X€eA,
unde A, A,, .., A, C R sifi: A, > R (i € N') sunt functii afine. Functia f -

este bijectiva daca si numai daca flA) u flA,) U .. U flA)) = B si

fiA) nfiA)n..nflA) = @.

Figura 10

Functii inversabile @

Fie multimile A ={a, b, ¢, d} si B ={1, 2, 3, 4}. Se considera functiile f: A — B si g : B — A definite cu ajutorul
diagramelor din figurile 11 si 12.

A f B B g A
L L
Figura 11 Figura 12

Observam ca:

o (f= g)(1) =flg(1)) = fla) =1 N (f- g)(3) = flg(3)) = flc) = 3
fay=1sig=a= {<g @)= gl =g)=a’ O T3ID=c= {<g  F)XC) = o) = g3) = ¢
(f - 9)(2) = flg(2)) = fb) = 2 (fo g)&) = flg(s)) = fld) = 4

ﬂb)=2§ig(2)=b:{ ﬂd)=4§ig(4)=d:{
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Astfel,fog:B—>B,fog=15Sigof:A— A g-of=1, Putem spune ca functia f este inversabila, iar functia
g este inversa sa (sau functia g este inversabild, iar functia f este inversa sa).

Definitia 4. O functie f: A — B se numeste inversabila daca exista o functie g : B — A, astfelincatfo g=1,
si g o f=1,. Functia g astfel determinata se numeste functia inversa a functiei f si se noteaza cu f.

OBSERVATII.
1. Daca o functie este inversabila, atunci inversa acesteia este unica.

Intr-adevar, daca functia inversabild f: A — B ar avea doua functii inverse g,, g, : B — A, atunci:
o012 91°f =1, cg,=15g,°f= 1,5
91=14°09,=(9,°f) 2 91=9,°(f9:)=9,°15=9,.

2. Daca pentru doua functii f: A — B sig: B — A avem egalitatile fo g = 15 5i g o f=1,, atunci functiile f si g
sunt inverse una alteia, adica functia f este inversa functiei g si functia g este inversa functiei f.

Conditia necesara si suficienta pentru ca o functie sa fie inversabila este data de teorema urmatoare.
Teorema 6. O functie f: A — B este inversabila daca si numai daca este bijectiva.
Demonstratie:

» Presupunem ca functia f: A — B este inversabila. Conform definitiei, exista o functie g : B — A, astfel incat
f°g=1B$ig °f=1A.
Vom demonstra in continuare ca functia f este bijectiva.

Fie X,, X, € A, astfel incat fix,) = fix,). Atunci g(f(x,)) = g(f(X,)), de unde rezulta ca (g - f)(X,) = (g  f)X,),
deci 1,(X,) = 1,(X,), ceea ce implica X, = X,. Asadar, functia f este injectiva.

Fiey € Bsi X = g(y) € A. Atunci fX) = flg(y)) = (f > g)(y) = 15(y) = Y, deci functia f este surjectiva.
Am demonstrat ca functia f este injectiva si surjectiva, ceea ce inseamna ca este bijectiva.
» Presupunem ca functia f : A — B este bijectiva si vom demonstra ca aceasta este inversabila.

Functia f este bijectiva, de unde rezulta ca este surjectiva, deci pentru orice y € B exista X € A, astfel incat
f(X) = y. Cum functia f este injectiva, X € A este unic determinat.

Fie functia g : B — A, g(y) = X. Atunci:
(F=g)y) =flghy) = fX) =y = 15(y) = fo g =g si
(g < AX) = g(fixX)) = gly) =X =1,(X) > g o f= 1,
Prin urmare, functia f este inversabila.
Teorema 7. Fie f: A — B o functie numerica inversabila.
a) Daca functia f este strict crescatoare, atunci functia inversa f este strict crescatoare.

b) Daca functia f este strict descrescatoare, atunci functia inversa f' este strict descrescatoare.
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Demonstratie:

a)Fiey, Y, €B,Y;<Y,

Functia f este surjectivd, deci existd X, X, € A, astfelincat f(x,) =y, si f(X,) = ¥,. Cum functia f este inversabila,
obtinem X, = f(y,) si X, = f(y,).

Y1 <Y, = fix) < fiX,)

Functia f este strict crescatoare.
OBSERVATIE.

Fie f: A — B o functie numerica inversabild. Cum functia f este injectiva, rezulta ca aceasta nu poate fi
monoton crescatoare sau monoton descrescatoare, ci strict crescatoare sau strict descrescatoare.

} = X, <X, = fUy,) < f(y,) = Functia f este o functie strict crescatoare.

Interpretarea geometrica a inversei unei functii

Fie f: A — B o functie numerica inversabila si M(X,y) un punct care apartine reprezentarii grafice a functiei
f. Astfel, avem fix) = .

Functia f este inversabild, deci exista functia f': B — A, inversa functiei f. Atunci f'(f(x)) = f(y), de unde
rezulta ca X = f(y), deci punctul N(y, X) apartine reprezentarii grafice a functiei f". Cum punctele M si N
sunt simetrice fata de prima bisectoare (bisectoarea unghiului X0Y), rezulta ca reprezentarile grafice ale
functiilor f si ' sunt simetrice fata de prima bisectoare.

EXEMPLU:

Fie functia f: R — IR, f(X) = 2X - 1. Functia f este o functie afina, de unde rezulta ca este o functie bijectiva,
deci inversabila.

N . . +1
Fiey € R astfel incat fIx) = y. Atunci2X - 1=y si X = yz €R.
Inversa functiei f este functia f': R — R, f(X) = X; 1
in figura 13 sunt reprezentate grafic functiile f si f.
T
2u 8 f
6
M(a, b)
bi--—- f-!
4
F| Eemmte JEELF i
N(b, a)
2 4
=] X
£ -4 /o 28 4 bs 8
-4
Figura 13
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Exercitiu rezolvat

2X+1,X€(-,1)
X+2,Xe1,+0)
Demonstreaza ca functia f este inversabila si determina inversa acesteia.

Se considera functiaf: R — R, f(X) = {

Rezolvare:

Functia f este strict crescatoare pe intervalul (-0, 1) si pe intervalul [1 +00)
Atunci, fl(-00, 1)) = (o0, 3) si fi[1, +o0)) = [3, +e0). Cum fi(-c0, 1)) N i1, +)) = @
(functia f este injectiva) si fl(-, 1)) Uf([1, +0)) = R (functia f este surjectiva),
rezulta ca functia f este bijectiva, deci inversabila.

Fie y € R astfel incat f(x) = .

o Daca X € (-0, 1), atunci ecuatia f(X) = y devine 2X + 1 =y, de unde rezulta
y-1

X=2

y-1
<ley-1<2ey<3sye(-x3)

o Dacd X € [1, +o), atunci ecuatia fiX) = y devine X +2 =Y, de unde rezultd
X=Yy-2.

Xe[l,+o0)oy-2210y23aYye(3 +x)

Xe(-o, 1)<

X-1
. . S— Xe(-x,3
Inversa functiei f este functia f': R — R, f(X) = { 2 ( )

X -2, X €3, +o)

Aplic @

1.

. Se considera functia f: [a, b] — [2026, 2028], f(X) =

Determina care din urmatoarele functii sunt inversabile si, pentru cele
inversabile, determina inversele.

a)f,:R->R,f,0)=15x-17  d)f,:(1,+o) - R,f,X) = [N2Xx +V3];
b)f,:R = R, £, =V6X-V3; e)f,: (1 "0"9) (2, 2026) f5(X)—|3X+1,5|;

AOf;:R—>R, ;X = f)fe:Z — Z,fo(X) =X +2.

. Se considera functia f: (1, 56) — (a, b), f(X) = 2X + 3.

a) Determina numerele reale a si b pentru care functia f este bijectiva.

b) Determina inversa functiei f pentru numerele reale a si b determinate la

punctul a).
2X + 1

a) Determina numerele reale a si b pentru care funcgla f este bijectiva.

b) Determina inversa functiei f pentru numerele reale a si b determinate
la punctul a).

. Fie functia f: (\8,\18) — (a, b), fix) = 8 - Ly,

V2

a) Determina numerele reale a si b pentru care functia f este inversabila.

b) Determina inversa functiei f pentru numerele reale a si b determinate la
punctul a).

UNITATEA 3

EXERSEAZA!

Precizeaza care dintre
functiile definite cu
ajutorul diagramelor
din figurile 14, 15 $i 16
sunt injective, care
sunt surjective si care
este bijectiva. Justifica
raspunsurile.

Figura 14

M f, N
i
<

Figura 15

M f, N
i
| ><]

Figura 16
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EXERSEAZA!
Precizeaza care dintre
functiile urmatoare
sunt injective, care
sunt surjective si care
sunt bijective. Justifica
raspunsurile.
a)f:N - N, fin) = n%
M$N—%QL%EQ%
g(n) = ultima cifra a
numarului n%
ch:N-{1,3,7,9},
h(n) = ultima cifra a
numarului 3™
d)i:Z -7,
iX)=[x-1l;

e)j: <Q -Q,
J(X) = —X +2;

f)k: <Q - R,

k(X) = —x +42.
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5. Fie functiaf:[a, b —>[ , ], X) = ——=X.
ia f:[a, 6] |4, 5] 00 =
a) Determina numerele reale a si b pentru care functia f este inversabila.

b) Determina inversa functiei f pentru numerele reale a si b determinate la
punctul a).

6. Se considera functiile f,g : R — R, f(X) = 5X + 2 si g(X) = mX + n, unde m si n sunt
numere reale, m # 0. Determina numerele reale m si n pentru care f = g.

7. Fie functiile f,g: R - R, f(X) =7mX + 3 si g(X) = X + %n, unde m si n sunt numere
reale, m # 0. Determina numerele reale m si n pentru care g = f.

8. Demonstreaza ca functia f nu este injectiva.

a)f:R =R, fIX)=4X2-4X+T7; d)f:R =R, fiX)=X%
2X-1,X<3
. —y2_E. . - ! .
b)f:Z - R, fX)=X2 -5 e)f:R - R, fix) {x+1,x>3'
. 1y, 1 ' Cf3X-1,X<
c)f.TR—>IR,f(X)—\/_ \/_x+x/200 f)f'R_’R'f(X)'{—x+3,xz—1'
9. Demonstreaza ca functia f nu este surjectiva.
a)f:R =R, fiX)=X2+4 df:R-R,fX) =I3x-2l;
b)f:R — R, fX) =3X2 - Lx + 7,9; e)f'TR—>IRf(X)={_X_1'X<2'
) ! 2 " ’ ! X-4,X22"'
c)f:IR—>IR,f(X)=1,(4)x2—%x+3; f)f:R->R,fX)=1x-2]+|x+1].
10. Demonstreaza ca functia f este bijectiva si determina inversa acesteia.
X-3,x5-1
3X+2,X<3
AfR=Rf0= 3,5 xn30 of:R—R, fix)= X -2, -1<X <3
2X-5X23
2X+ 4, X< 1 _ ]
b)f:R =R, fiX)= {3x+5x>1' h)f:R — R, f(X) = max(3X - 1, 2X + 1);
X-3,X<4 . .
Of:R->TR,fX) = {2x 7X>4’ )f:R = R, f(X)=min(-X + &4 -3X + 2);
—mx+5x<—
. 3 3X-5
d)f:R->R,fxX) = DRV -RN{SE, )= :
V2X, X < -2X+7
e)f:lRelR,ﬂX)-{v_x 4 X>\2 k) f: (=00, 3) — (=00, -2), ftX) = 5757
-X+4,X<1
PFR =R, f00=1{ -3X+6,1<X<2 f:(2,+00) > (3,+e),fox) = 2.
-X+2,X>2

11. Se considera functiile injective f, g : R — R. Studiaza daca functiile h,i,j: R — R,
h(X) = f(X) + g(X), i(X) = f(X) - g(X), j(X) = f(X) - g(X) sunt injective.
12. Exista functii injective f: IR — R astfel incat (f - )(X) = |X|?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

X+4,X<2

mxX-7,X>2'

a) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este injectiva.
)

Se considera functia f: R - R, f(X) = { unde m este numar real.

b) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este surjectiva.
C
d

) Determina numarul real m pentru care functia f este bijectiva.

) Determinad inversa functiei f pentru numarul real m calculat la punctul c).
-3X +1,X < -2
mX+3,X2-2'

Determina valorile numarului real m pentru care functia f este injectiva.

Se considera functia f: R - R, f(X) = { unde m este numar real.

a

b

c) Determina numarul real m pentru care functia f este bijectiva.
)

)
) Determina valorile numadrului real m pentru care functia f este surjectiva.
d) Determina inversa functiei f pentru numarul real m calculat la punctul c).

2X=-3m + 4,X < -1

nde m numar
mx-4,x2-1 Y de m este numa

Se considera functia f: R — R, f(X) = {
real.

a) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este injectiva.
b) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este surjectiva.

)
)

C
d

Determina numarul real m pentru care functia f este bijectiva.

Determina inversa functiei f pentru numarul real m calculat la punctul c).

S iderd functia f: R — R, fog = 4 X7 M- 2X<1 d t 5
e considerd functia f: R — R, f0X) = 4 (o0 15 x 5 1 UNde m este numér

real.

a) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este injectiva.

b) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este surjectiva.

c) Determina numarul real m pentru care functia f este bijectiva.

d) Determina inversa functiei f pentru numarul real m calculat la punctul c).

a) Se considera functiile injective f:A—Bsig:B — C(A, B,CC IR).
Demonstreaza ca functia g - f este injectiva.

b) Se considera functiile surjective f: A —Bsig:B — C(A,B,CCR).
Demonstreaza ca functia g - f este surjectiva.

c) Se considera functiile bijective f:A— Bsig:B — C(A,B,CC IR).
Demonstreaza ca functia g  f este bijectiva.

a) Se considera functiile f: A > Bsig: B — C(A, B, C C R), astfel incat functia
g - f este injectiva. Demonstreaza ca functia f este injectiva.

b) Se considera functiile f: A — Bsig:B — C(A, B, C C R), astfel incat functia
g - f este surjectiva. Demonstreaza ca functia g este surjectiva.

c) Se considera functiile f: A — B sig: B — C(A, B, C C R), astfel incat functia

g - f este bijectiva. Demonstreaza ca functia f este injectiva si functia g este
surjectiva.

EXERSEAZA!

Pentru fiecare dintre
functiile reprezentate
grafic in figurile 17,18
si 19, precizeaza care
si daca este injectiva,
surjectiva sau
bijectiva, justificand
de fiecare data
raspunsul dat.

-
b

-8
Figura 17
1u ’
— -3
2
fi

Figura 19
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Recapitulare intermediara

Exercitii recapitulative
1. Calculeaza:

a) [2,3] +[-1,3]; ¢) V2] - [-3v5]; e) {-2,4} + {E}. g) -6} + {36},
n[Z]-]-7  dk+2v2)-l1-243) oz {-2}; h){10—3v5}+{@'2m}.
2. Fie numerele realeXx=2- [5 (% - §> 1,6] +19siy=83-7-(9,2-12-2,55). Calculeaza partea intreaga si

partea fractionara pentru numerele: X, y, X +Yy, X - Y, 2X.
3. Determina numerele reale a si b pentru care functiile f si g sunt egale.

a)f:TR—>R,f(X)=3(%—1>X+5b,g:IR—>IR,g(X)=21X+3a+1;
b) f: [%b) SR, fX)=2aX +1,g [;b) ~R,g00=3x+ 80140

4. Se considera functia parte intreaga f: R — R, f(X) = [X]. Determina f([-1, 2]), fl(-e0, -2)), fi(2, 3)), fil-3, 2)),
fiQ), fR).

5. Se considera functia parte fractionara f: R — R, f(X) = {X}. Determina f([-5,2]), fl(-o0, -1)), fi(4, 5)), Q).

6. Se considera functiaf: R — R, fix) = |X|. Determina fil-3,3]), fi(-e0, -5)), (2, 4)), AZ).

7. Fiefunctiaf: R - R, f(X) = 6X + 2.

a) Calculeazi fi7), f1,2), f,5)), f(v2 - 2), fWV__ fv(‘f) 2ﬂ1+2+3f( +3(.).5+3o)+58.
1

b) Determina imaginea prin functia f a intervalului [-a, b), unde a = 7+ % sib=

N|[—
W=

c) Determina preimaginea prin functia fa multimilor: {22, 23,24}, R \ (-3, 14), N
8. Se considera functia g: R — R, g(X) = (2a + )X + b, unde a si b sunt numere reale.
a) Determina numerele reale a si b pentru care g( [— —)) =[1,6).

b) Determina numerele reale a si b pentru care preimaginea multimii A = [3, 11] prin functia g este multimea
B=11,3]
9. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

Q)| 5x+ V8| =2 d)ix1=-3 9 X1=02
X - 1| _4X+3, _ . Ny
b) [21] - 23, e)[-4x +3]=5; ) {x-3} =04
2-3x-12 =6 5]_2X_+1. i Ny
O 13X + 12 - 3x - 12| = 6; f [x+2] =25, ) {x+1}=x-08
10. Determina semnul functiei f.
af:R->R,f(X)=13x+1] -2 AOf:R =R, fX)=(2x-1)(& - X);
b)f:R =R, fX)=IX+3|-[2x-1; d)f:TR\{-2}—>IR,f(X)=7X_+2;(.
11. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuati:
a)Ix-2+Ix+5]=9 b) 12X - 4] + [X + 3] =2X + 8.
12. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuati:
a) [-1,3X + 4] <5; )11—2I3x+1|<9- e)Ix-2|+|x+5]>9
1 -1) <o ; ;
b) <ZX'1) <0; d) [1,(0x - 3] 2 27, f) IX+2[ - IX] + X - 3| <6.
13. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:
, X-3 _n 4X- 6 X +1
a) (X+3)(-X+4)>0; b) 5> 0 ) %522 d 57653
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Recapitulare intermediara

14. Se considera functiile f: R — R, fiX)=4(a + )X+ b -2,sig: R — R, g(X) = 2aX - 2(b + 4), unde a si b sunt
numere reale. Determina numerele reale a si b pentru care:

N o(1) 24
1(z) =9(3) =1
b) Punctele A(0, -7) si B(%, —1) apartin reprezentarii grafice a functiei f in reperul cartezian X0y.

¢) Punctele C(% 0) si D(0, V2) apartin reprezentarii grafice a functiei g in reperul cartezian X0y.

15. Stabileste daca functia f este para sau impara:

af:R- {22} R 0= 250 Of:(3,3) = R f00 = L
b)f: R — R, f(X) = 5(- X)® +X2026: d)f:(-8,8) = R, fiX)=3x3 - 20.
2X+5,X<-3
16. Se considera functiaf: R — R, fiX) = { 4X+11,-3<X<-1.
7X + 14, X 2 -1

a) Reprezinta grafic functia fin reperul cartezian X0y.
b) Studiaza monotonia functiei f.

c) Determina f((-6, -4)), fil-3, -2]), f([0, +)), f((-2, 0]).

d) Demonstreaza ca functia f este inversabila si determina inversa acesteia.
e) Este functia f o functie para? Justifica.

17. Stabileste daca functia f este marginita sau nemarginita:
a)f: [%,+oo)—>TR,f(X)=X191; b) f:[-V10,1 - R, fX)=V40X+2;, ¢) f:Z— R, fin)=2n - 4|.

18. Se considerd functia f: R — R, cu fiX) = (a + DX + b - 1, unde a si b sunt numere reale. Punctele A(-1,-2)
si B(-3, -9) apartin reprezentarii grafice a functiei fin reperul cartezian X0y.

a) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si axele de
coordonate OX si Oy.

b) Determina aria triunghiului format de reprezentarea grafica a functiei f si axele de coordonate OX si OY.
¢) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia fiIX + 1) = X + 3.
d) Rezolva in multimea numerelor naturale inecuatia [f(X + 3) - fl2x + 1)| < 4.
e) Studiaza monotonia functiei f.
f) Demonstreaza ca functia f este inversabila si determina inversa acesteia.
g) Functia f este o functie para?

19. Se considera functia f: R - IR, cu f(X) = (2a - 3)X - 6, unde a este numar real.
a) Studiaza monotonia functiei f.
b) Functia f este injectiva?
¢) Determina valorile numdrului real a pentru care functia f este inversabila.
d) Pentru a = -1, determina inversa functiei f.

20. Determina functiile fog,gof,fefsigeg.

2X-1,X<0 .
a)J°,.C]:TR—>TR,f(X)={X+3 x>0 S9X)=2X+T;
X+4,X<-1

X-2,X<1 . _ )
b)]‘,g:lR—>TR,f(X)={ 'g(x)‘{-3x+5,xz-1’

X+3,X217
AOf,g:R->R,fix)=1-2x+1] si g(X) = X - 2.

125 N



Recapitulare intermediara

21. Se considera functiile f, g : R - R, f(X) = X - 4, g(X) = -3X + 6. Determina intervalele de monotonie ale
functiilor h, i, j, k: R — R, h(X) = max(f(xX), g(x)), i(X) = min(f(x), g(x)), jX) = [fX) + ()|, kX) = |f(X) - gX)|.

22. Se considera functia f: [a, b] — [ ],f(X) =-1,2X + 5, unde a si b sunt numere reale.

53
a) Determina numerele reale a si b pentru care functia f este bijectiva.
b) Pentru numerele reale a si b determinate la punctul a), determina inversa functiei f.
23. Determina intervalele de monotonie si imaginea functiei f: R — R.
2X+6,X € (-0, -1)
100={ e )00 =4 X+ 3,X € [-1,4]
=2X+11,X22’ ' '
3X - 13,X € (4, +o0)
ax-3,Xs2
3X+1,X>2'
a) Determina numarul real a pentru care f(-3) = 5.

24. Se considera functiaf: R — R, fiX) = { unde a este numar real.

b) Determina valorile numarului real a pentru care functia f este crescatoare.
¢) Determina valorile numarului real a pentru care Imf=R.

~4X +2,X <1
ax+6,x=1"
a) Determina numarul real a pentru care punctul A(1, 5) apartine reprezentarii grafice a functiei f in reperul
cartezian X0y.

25. Se considera functiaf: R — R, f(X) = { unde a este numar real.

b) Determina valorile numarului real a pentru care functia f este strict descrescatoare.

¢) Determina valorile numarului real a pentru care Imf=R.
2X +5,X € (-,-1)
26. Se considera functiaf: R — R, f(X)=q4a +2,Xe€[-1,3) ,unde a este numar real.
X+ 4, X €3, +0)
Determina valorile numarului real a pentru care functia f este crescatoare.
X+15, X< -7
2X +22, X > -7
(m+2)X-1,X<2
4X+3m-5,X22'
Determina valorile numarului real m pentru care f(-2) - fi3) = 0.

27. Demonstreaza ca functia f: R — R, fiX) = { este inversabila si determina inversa acesteia.

28. Se considera functiaf: R — R, f(X) = { unde m este numar real.

a
b
c) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este surjectiva.

)
)

Determina valorile numarului real m pentru care functia f este injectiva.

d) Determina numarul real m pentru care functia f este bijectiva.

29. Se considerd functia f: R — R, foo = { 2 X=0 de m este numar real
. Se considera functia f: R — R, f(X) = (m-3)x + m+1,x >0 Unde m este numar real.
a) Determina numarul real m pentru care f{-3) - f(2) = 7.

b) Determina numarul real m pentru care punctul A(2, -5) apartine reprezentdrii grafice a functiei f in
reperul cartezian X0Y.

c) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este injectiva.
d) Determina valorile numarului real m pentru care functia f este surjectiva.
e) Determina numarul real m pentru care functia f este bijectiva.
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Imi incerc puterile

Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A.Fie functiaf: R — R, fiX) = 16X + 2,5. Imaginea numarului 1,5 prin functia f este:
a) 26; b) 242,5; C) 26,5; d) 30.

(10 p.) B. Se considera functiile f: R - R, fiX) =3Qa-DX+bsig:R — R, g(X) = 21X + 3a +1,
unde a si b sunt numere reale. Daca f = g, atunci:

a)Ja=1sib=2; b)a=-1sib=13; c)a=4sib=13 d)a=2sib=2

(10 p.) C. Imaginea functiei f:[-1,3) = R, f(X) = [X], unde [X] reprezinta partea intreaga a numarului
real X, este multimea:
a){-1,0,1,2};  b){-1,0,1,2,3}; ) {0,1,2}; d){0,1,2,3}
Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvdrile complete.

10 puncte 1. Se considera functia f: R — IR, cu f(X) = (5a - 3)X + 2b + 5, unde a si b sunt numere reale.
Determina numerele reale a si b pentru care punctele A(0, 3b +2) si B(1, 23) apartin
reprezentarii grafice a functiei f in reperul cartezian X0y.

10puncte 3 Fie functiile f, g: R — R, f(X) = (8m + )X + 1 5i g(X) = 2X + %n, unde m si n sunt numere
1

reale, m # g Determina numerele reale m si n pentru care g = f.

. . -X +6,dacaX<2
%0 de puncte 3. Se considera functiaf: R — R, f(X) = . .
' -2X +8,dacaX>2
(10p.) a) Determina imaginea intervalului (-1, 4] prin functia f.
(10p.) b) Demonstreaza ca functia f este bijectiva.

(10 p.) C

) Determina inversa functiei f.
(10p.) d) Determina functia f o f.

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii 0 nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceste lectii.
LA SFAR$ITUL ACESTOR LECTII: 5foarte bine 4bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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UNITATEA 3

Functii

2.1. Functia de gradul al doilea: definitie, reprezentare
grafica, intersectiile reprezentarii grafice cu axele de
coordonate, axa de simetrie

Descopar

in figura 1 este reprezentata grafic functia f care descrie traiectoria unei mingi de
baschet lansate de un jucator.

¥
5 | Inaltirme (fm). ] 1u

s TN

15 i

[*]

-

Xy
0 1 3 1 1 ¢ r 8
i nanta (m)

Figura 1
a) Care este inaltimea de la care jucatorul a lansat mingea?
b) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentdrii grafice a
functiei f cu axa Oy si explica semnificatia acestuia in contextul problemei.
c) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a
functiei f cu axa OX si explica semnificatia acestuia in contextul problemei.
d) Care este inaltimea maximd la care ajunge mingea? Identificd punctul
corespunzator si precizeaza coordonatele acestuia.

e) De cate ori s-a aflat mingea la indltimea
de 4,2 m deasupra solului?

f) Identificd pe reprezentarea grafica
punctele care au ordonata egala cu 3.
Explica de ce sunt doua astfel de
puncte. Care sunt abscisele
acestor puncte?

g) ldentifica pe reprezentarea
grafica punctul care are abscisa
egala cu 5. Care este ordonata
acestui punct? Explica de ce
exista un singur punct cu
abscisa egala cu 5.



Functii UNITATEA 3

Invat

Definitie. Functia f: R — R, f(X) = aX? + bX + ¢, unde a, b si c sunt numere reale si a # 0, se numeste functie
de gradul al doilea.

EXEMPLE:
1.f:R->TR,fiX)=3X2-X+2; 3.f:R - R, fiX) = -X2 + 4\5X;
2f:R - R, fx)=-X2+ 2x - 1; 4f:R — R, fX)=4X2-5.

Forma canonica a functiei de gradul al doilea

Consideram functia de gradul al doileaf: R — IR, f(X) = aX? + bX + ¢, unde a, b si ¢ sunt numere reale si a # 0.

fiX)y=aXx*+bX+c= a(x2+— x+ {[x2+2 <£] == } [x+— N
Za a Za ta 4q?
g)z b2 - 4ac]_ ( b> b2 - 4ac ( g) . .

a[(x+20 zae | 9\X*3g) - Tag =alX+3 4a,undeA b? - 4ac este discriminantul
ecuatiei aX*+ bXx +c=0.

2
Asadar, fiX)=a <X +2%> Ag, pentru orice numar real X (egalitatea se numeste forma canonica a functiei
de gradul al doilea).
Rezolvarea ecuatiei aX?+bX+c=0,X € R, undeacR’,b,ce R

b)2 -A ( b>2 A
2 s -a_ L) __ o
ax’+bx+cs= 0©a<x+20 *2q - 0° (X+3; hal

; i D0 s ecuati L)Z_A : ( £>2 i
a) Daca A <0, atunci hats 0 sl ecuatia (X *2a) Thg2uare solutie (deoarece ( X + 7g) 20 pentruoricare
XGR)

2
b) Daca A = 0, atunci A = 0 si ecuatia (X + £) 0 are solutia dubla X = il

La 2a 2a’
c)DacaA>0, atunC|A>05|
4q?
2)2_A b _ A b _VE_,__b YA b , A&
<X+Za _402©X+Za_ 203U X* 30724 © X0 20X 0* 20 ©
_-b-+A _-b++A
S X= 5 sauX = —5—.

Reprezentarea grafica a functiei de gradul al doilea @

Vom construi graficul functiei f: R - R, fiX) = aX? + bX + ¢, unde a, b si ¢ sunt numere reale si a # 0, in mai
multe etape:

o Consideram functia f: R — R, f(X) = X2 Vom reprezenta grafic functia f cu ajutorul tabelului de valori de

mai jos:

X -3 -25 -2 -15 -1 -05 O O5 1 15 2 25 3
f(X) 9 625 4 225 1 025 0 025 1 225 4 625 9
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UNITATEA 3 Functii

BN 130

Reprezentam in reperul cartezian X0y punctele A(-3, 9), B(-2,5; 6,25), C(-2, 4),
D(-1,5; 2,25), E(-1, 1), F(-0,5; 0,25), G(0,5 0,25), H(1, 1), 1(1,5 2,225), J(2, &),
K(2,5; 6,25), L(3, 9) si apoi le unim printr-o linie continua (figura 2). Curba obtinuta
se numeste parabola, iar punctul 0(0, 0) se numeste varful parabolei. Axa Oy
este axa de simetrie a acestei parabole, adica, daca punctul P(o, «?) apartine
parabolei, atunci si simetricul acestuia in raport cu axa 0y, P'(-a, a?), apartine
parabolei.

» Consideram functia f: R — R, f(X) = -X2 Vom reprezenta grafic functia f cu
ajutorul tabelului de valori de mai jos:

X 3 25 2 415 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3
f(x) -9 -625 -4 225 -1 -025 0 -025 -1 -225 -4 -625 -9

Reprezentam in reperul cartezian XOY punctele A(-3, -9), B(-2,5; -6,25), C(-2, -4),
D(-1,5; -2,25), E(-1, -1), F(-0,5; -0,25), G(0,5; -0,25), H(1, -1), 1(1,5; -2,25), J(2, -4),
K(2,5; -6,25), L(3, -9) si apoi le unim printr-o linie continua (figura 3). Curba
obtinuta se numeste, de asemenea, parabola, iar punctul O se numeste varful
parabolei. Axa Oy este axa de simetrie a acestei parabole.

« Consideram functiaf: R — R, f(X) = ax? (a # 0). Reprezentarea grafica a acestei
functii se construieste tot prin puncte. Curba obtinuta este o parabola simetrica
fata de axa Oy, iar punctul O este varful acesteia. Daca a > 0, parabola va avea
aspectul din figura 4, iar daca a < 0, parabola va L
aspectul din figura 5. \ A ¢ rﬁ f/

o Consideram functiaf: R — R, f(X) = ax?+c(a #0). \1 "
Reprezentarea grafica a acestei functii se obtine | |I
prin deplasarea pe verticald (de-a lungul axei OY) | J

a reprezentarii grafice a functiei g : R > R, \‘ II|'
g(x) = ax? a # 0, cu |c| unitati in sus (daca ¢ > 0) II'EI J,l 2u
sau in jos (daca c < 0) (figura 6). Curba obtinuta . A
% g o @ © o 4 =« -2 afd 2z 4 @&
este o parabola simetrica fata de axa 0Oy, iar %
punctul V(0, c) este varful acesteia.
Figura 4

V(0,0)

= -3 2 =18

gur:qf‘

f:R >R, fiX)=X?

Figura 2
I 1u
g
= =} =3 F G2 | R
E# -1 H
o I
et
c -4 d
=5
B e ®
=7
-2
A -3 L

f:R - R, fiX)=-X2
Figura 3

Figura 6




Functii UNITATEA 3

o Consideram functiaf: R — R, fiX) = a(X + m)? (a, m € R"). Reprezentarea grafica a acestei functii se obtine
prin deplasarea pe orizontala a reprezentdrii grafice a functiei g : R — R, g(X) = ax? a € R", cu Im| unitati
spre stanga (dacd m > 0) sau spre dreapta (daca m < 0) (figura 7). Curba obtinutd este o parabola simetrica
fata de dreapta de ecuatie X = -m, iar punctul V(- m, 0) este varful acesteia.

Figura 7

2
o Consideram functia f: R — R, fiX) = ax? + bX + ¢ (a, b, c € R, a # 0). n acest caz, f(X) = (x + %) + %,
pentru orice numar real X. Reprezentarea grafica a acestei functii se obtine prin deplasarea pe verticala a

b )2 aeR, cu |i| unitati in sus (daca A, 0)
2a ! 4a i 4a

sau in jos (daca —A < 0) (figurile 8 si 9). Curba obtinutd este o parabola simetrica fatd de dreapta de

reprezentarii grafice a functieig: R - R, g(X) = a <X b

iar punctulV(—— —) este varful parabolei.

\

ecuatie X = —2b ,

Figura 8 (a > 0)

\ /

Figura 9 (a < 0)

OBSERVATIE.

Functiaf: R — R, f(X) = aX? + bX + ¢, unde a, b, ¢ sunt numere reale si a # 0, este convexa daca a > 0 si
concavadacaa<0.
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UNITATEA 3 Functii

Intersectiile reprezentarii grafice cu axele de coordonate @
Consideram functia de gradul al doilea f: IR — R, f(X) = aX? + bX + ¢, unde a, b, c sunt numere reale si a # 0.
Intersectia reprezentarii grafice a functiei f cu axa 0OX

Pentru a determina abscisa punctului/abscisele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f
cu axa OX, rezolvam ecuatia f(X) = 0.

Pot aparea urmatoarele cazuri:

y y y
f _A
La
f
—>
_A X
! 4a
: U |
b |0 X b |0 X
2a 2a
A<O A=0 A>0
Figura 10 Figura 11 Figura 12

» Daca A < 0, atunci ecuatia f(X) = 0 nu are solutie si reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza

axa OX (figura 10).
» Daca A = 0, atunci ecuatia f(X) = 0 are o solutie dubla, X, = X, = —% si reprezentarea grafica a functiei f
intersecteaza axa OX intr-un singur punct care are coordonatele (—%, 0) (figura 11).
-b+ A

—b2— a\/ﬁ si reprezentarea

o) (7o)

« Daca A >0, atunci ecuatia f(X) = 0 are doua solutii distincte, X, = — = si X, =

grafica a functiei f intersecteaza axa OX in doua puncte, care au coordonatele (
(figura 12).

Intersectia reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy

Coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy sunt (0,£(0)).

Pentru a realiza corect reprezentarea grafica a unei functii de gradul al doilea intr-un sistem de axe

ortogonale, procedam astfel:

- determinam coordonatele varfului parabolei V(—%, %);

- determinam coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a functiei cu axele de coordonate;

- daca punctele obtinute la pasul anterior nu sunt suficiente pentru o reprezentare exacta (A < 0), alegem
valori suplimentare pentru X si calculam valorile corespunzatoare ale functiei, astfel incat sa obtinem cel
putin un punct a carui abscisa este mai mica decat abscisa varfului si cel putin un punct a carui abscisa
este mai mare decat abscisa varfului;

- trasam parabola, respectand faptul ca ramurile acesteia sunt orientate in sus, pentru a > 0, sau in jos,
pentru a < 0.
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EXEMPLE:
1. Sa reprezentam grafic functia f: R — R, fiX) = X2 + 4X + 3.

« Varful parabolei este V(-2,-1) (—% =-25i —% = -1 )

o Determinam coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii
grafice a functiei f cu axa OX:

fX)=0e X2+ 4X+3=0

_4+Nb_ -4+ -2
%23 772 277!
_4-\&_-4-2 _-6__
X237 "7 2773

Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OX in doud puncte:
A(-1, 0) si B(-3, 0).

A=t =

» Punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy este
C(0, 3), deoarece fl0) = 02+ 4-0 +3 =3,

» Trasam parabola (figura 13).
2. Sa reprezentam grafic functiag: R — R, g(X) = -X2 + 2X - 3.

« Varful parabolei este V(1, -2) <—% =1si —% = -2).

» Determinam coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii
grafice a functiei g cu axa OX:

gX)=0& -X2+2X-3=0

A = -8 = Ecuatia nu are solutie. = Reprezentarea grafica a functiei g nu

intersecteaza axa OX.

» Punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei g cu axa Oy este
A(0,-3), deoarece g(0) = 02+2-0-3=-3.

« Observam ca avem un punct a carui abscisa este mai mica decat abscisa
varfului parabolei, dar nu avem niciun punct a carui abscisa este mai mare
decat abscisa varfului parabolei. Calculam g(2) = -22+2-2-3=-3si
obtinem punctul B(2, -3), care apartine reprezentarii grafice a functiei g.

« Trasam parabola (figura 14). Figura 14

OBSERVATIE.

Dreapta de ecuatie X = _Z_ba este axa de simetrie a reprezentarii grafice a functiei f : R — R,

fiX) = aX?+bX + ¢, unde a, b si c sunt numere reale si a # 0.
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Exercitii rezolvate

1. Determina valorile numarului real m pentru care punctul A(m + 1, -m?2 + 2m + 6)
apartine reprezentarii grafice a functiei f: R — R, fiX) = X? - 2X + 3.
Rezolvare:
Punctul A(m + 1, -m? + 2m + 6) apartine reprezentdrii grafice a functiei f daca si
numai daca film +1) =-m?+2m +6.
fim+D=-m?+2m+6 < M+1?2-2m+1)+3=-m?+2m+6 < 2m?-2m-4=0
Smei{-1,2}

2. Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarile grafice ale
functiilorf: R - R, fiX) =2X2-5X +3,sig: R = R, g(X) = X* - 4X + 9.
Rezolvare:

Daca punctul A(X,, Y,) apartine intersectiei reprezentarilor grafice ale functiilor f
si g, atunci f(X,) = Y, si g(X,) = Y,, de unde rezulta f(x,) = g(X,). Asadar, abscisa
punctului A este solutie a ecuatiei f(X) = g(X).

fX)=g(X) ©2X2-5X+3=X2-4X+9 & X2-X-6=0 X €{-2, 3}

Reprezentdrile grafice ale functiilor f si g se intersecteaza in doua puncte ale

caror abscise sunt X = -2 si X = 3. Pentru a determina ordonatele celor doua

6 /l 0 puncte trebuie sa calculam f(-2) sau g(-2) si f(3) sau gQ3).
9 Cum g(-2)=(-2)*- 4-(-2)+9=21sig(3)=32- 4-3+9 =6, coordonatele punctelor
de intersectie dintre reprezentarile grafice ale functiilor fsi g sunt (-2, 21) si (3, 6).

7 2 3 3. Determina valorile numarului real m pentru care ecuatia X2 - 4X +2m -2 =0 are
doua solutii distincte.
3 Rezolvare:

X2 - 4X +2m -2 = 0 are doua solutii distincte © A >0 < (-4)2-4-1-2m-2)>0

©3-m>0em<3&me(-x,3)
Ecuatia X% - 4X + 2m - 2 = 0 are doua solutii distincte pentru orice m € (-, 3).

4. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a functiei

)o 3 f:R = R, f(X) = -2X2 + 2X - 3m + 1, nu intersecteaza axa OX.
— 2 9 53 Rezolvare:

175
%I_Z ’|4 6 6 Reprezentarea grafica a functieif: R — R, f(X) =-2X2 +2X - 3m + 1, nu intersecteaza
5 3)5 axa OX daca si numai daca ecuatia -2X? + 2X - 3m + 1= 0 nu are solutie, ceea ce
6 Al 9 7 32 1 4 este echivalent cu A < 0.
g5 2 A<0©22—4-(—2)-(—3m+1)<0©1—2m<0©m>%©me(%,+00)
’”E] ! 5 ‘ R t fica a functiei f nu intersecteazi axa OX pent 1, +o0).
7 E 4 eprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axa OX pentru m € {5,
) 5. Determina valorile numarului real m pentru care varful parabolei asociate functiei

f:R = R, f(X)=X2-2mX+m?-2m + 2, se afla sub axa OX.

69/| U Rezolvare:

varful parabolei asociate functiei f are coordonatele (m, -2m + 2). Acesta se afla
47 1 sub axa OX daca si numai daca -2m + 2 < 0, adica m € (1, +o).



S . 1-X%4,X<0
6. Se considera functia f: R — R, f(X) = {3)( 2 X320°

a) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica
a functiei f si axele de coordonate OX si OY.

b) Reprezinta grafic functia f.

Rezolvare:

a) Pentru a determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea
grafica a functiei f si axa OX, rezolvam ecuatia f(X) = 0.

Daca X < 0, ecuatia f(X) = 0 devine 1- X*= 0, care are solutia X = -1.

Daca X 2 0, ecuatia f(X) = 0 devine 3X - 2 = 0, care are solutia X = %

Asadar, coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a

functiei f si axa OX sunt (-1, 0) si (%, 0).

Pentru a determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea
grafica a functiei f si axa Oy calculam f(0) si obtinem f(0) = -2. Asadar,
coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si
axa 0y sunt (0, -2).

b) Reprezentam grafic, in acelasi reper cartezian, functiile g: R - R, g(X) = 1- X,
sih:R — R, h(X) = 3X - 2 (figura 15).

Tu

Figura 15 Figura 16

Pentru a obtine reprezentarea grafica a functiei f selectam din cele doua
reprezentari grafice numai anumite portiuni: din parabola pastram ramura aflata
la stanga axei OY, iar din dreapta pastram portiunea aflata in dreapta axei Oy,
inclusiv punctul de coordonate (0, -2) (figura 16).
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1. Determina coordonatele varfului parabolei asociate functiei f: R — R.

a) fiX)=-X2-4X+2; Q) fiX)=X2-X+3; e) fiX)=-X2+ X +1;
b) f(X) = 2X2 + 6X; d) fix) = 4x2+ 3; f)f(X)=-2X2+3X - 1.
2. Determina axa de simetrie a reprezentarii grafice a functiei f: R — R.
a) fiX)=-2X2+X - 2; b) f(X) = X2 + 2X; C) fiX) = -3X2 + 5.
3. Determina forma canonica a functiei f: R — R.
a) fiX) = X2 - X +10; c) fiX) = 3x2 - 2X; e)f(X)=X2+X-5;
b) f(X) = -2X? + 4X - 3; d) fx)=x?-3; f) fiX) = -2X2+ 7X - 2.

4. Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a
functiei f: R — R si axele de coordonate.

a) fX) = X2 - 4X + &; c) f(x) = X2 - 5X; e)fiX)=-X2+X-1,
b) f(X) = -2X2 + 8; d) fixy=x2-1; f) fiX) = -2X2+5X - 2.

5. Determina distanta dintre punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei
f:R = R cuaxa OX.

a) f(X) = -X2+3X-2; b) f(X) = X2 + X; ) fX) = -3%X% + 12.

6. Reprezinta grafic, in reperul cartezian X0y, functiaf: R — R.
a) f(X) = -X2+2X - 1; C) fiX) = X2 + 2X; e) fiX) = X2+ 2X + &;
b) fiX) = -X2+09; d)fix)y=x2-3x+2,  f)fix)=-2x2+3X-1.

7. Determind coordonatele punctului/punctelor de intersectie (daca exista) dintre
reprezentarile grafice ale functiilorf: R - Rsig: R - R.

a)f(X) =2X2-5X+3,g(X)=X2-3X+6;  C)f(X)=X?-4X+5g(X)=X2+2X-7;
b) f(X) = -X2+ 4X +1,g(X) =X2-2X-7;  d)fiX)=X2-3X -4 gX)=X+1.

8. Determina functia de gradul al doilea f: R — R, stiind ca:
a)flo)=-1,f2)=3,f-2)=3; b) f(0) = &4, f(1) =2, f(2) = -1.

9. Determina functia de gradul al doilea f: R — R a carei reprezentare grafica
contine punctele A, B si C.

a) A(-1, 0), B(0, 2), C(3, 0); c) A(-1,1), B(0, 1), C(2, 0).
b) A(1, -2), B(0, 1), C(-3, 0);

10. Determina functia de gradul al doilea f: R — R a carei reprezentare grafica
intersecteaza axele de coordonate in punctele A0, -2), B(1, 0) si C(-2, 0).

11. Determina functia de gradul al doilea f: IR — R a carei reprezentare grafica are
varful V(1, 1) si intersecteaza axa OY in punctul A(0, -2).

12. Se considera functia de gradul al doilea f: R — R a carei reprezentare grafica are
varful V(-3,-16) si intersecteaza axa Oy in punctul A(0, -7). Determina coordonatele
punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si axa OX.

13. In figura 17 este reprezentata grafic functia de gradul al doilea f.

a) Identifica varful parabolei si punctul de intersectie a parabolei cu axa Oy si
scrie coordonatele acestora.

b) Determina functia f.
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c) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea
grafica a functiei f si axa OX. U
d) Verifica, folosind reprezentarea grafica a functiei f, daca numerele reale
-4, -3, 0 si 5 apartin imaginii functiei f.
e) Determind numarul de solutii ale ecuatiei f(X) = -3.
f) Determina numarul de solutii ale ecuatiei f(X) = 7.
g) Determina numarul de solutii ale ecuatiei f(X) = -10.
h)incadreaza intre doud numere intregi consecutive fiecare dintre
solutiile ecuatiei f(X) = 8. x.
14. Determina numarul real m pentru care punctul A(2, 9) apartine 12 3[4 7
reprezentarii grafice a functiei f: R — R, f(X) = -2X2+ mX - 1. =
15. Determina valorile numarului real m pentru care punctul A(1, m? =p
apartine reprezentarii grafice a functiei f: R — R, fiX) = X? + 5m - 5. ok
16. Determina valorile numarului real m pentru care punctul A(m, m? + 2) '
apartine reprezentarii grafice a functieif: R — R, f(X) =2X2 - 3X - 8. Figura 17

17. Determina valorile numarului real m pentru care ecuatia X?-(2m?+1)X+5m-5=0
are solutia X = -1.

18. Determina valorile numarului real nenul m pentru care ecuatia mx? +(m - )X +1=0,
X € R, are doua solutii egale.

19. Determina valorile numarului real nenul m pentru care ecuatia mx2-2X +3=0,
X € R, are doua solutii distincte.

20. Determina valorile numarului real m # % pentru care ecuatia (2m - )X?- X +1=0,
X € R, nu are solutie.

21. Determina numarul real m pentru care reprezentarea grafica a functieif:R - R
intersecteaza axa OX intr-un singur punct.

a)fX)=x2-(m+1)X +m; b) f(X) = (m-1)X2-mx+1, m=1.
22. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a functiei
f:R — R intersecteaza axa OX in doua puncte distincte.
a) f(X) = X2+3X-2m - 1, b) f(X) = (m - 1)X2+2X - 3.
23. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a functiei
f:R — R nu intersecteaza axa OX.
a) fiX)=X2-4X-2m+3; b) fiX) = -2X2+ X -3m+2.
24. Demonstreaza ca reprezentarea grafica a functiei f: R — R intersecteaza axa
OX 1n doua puncte distincte, pentru orice numar real nenul m.
a) fiX) = X2 - 2m + 4)X +3m + 1, b) f(X) =mX2+2(m-3)X+m-6.
25. Demonstreaza ca reprezentarea grafica a functiei f: R — R, f(X) = m2X? - 2mX +1,
intersecteaza axa OX intr-un singur punct, pentru orice numar real nenul m.

26. Demonstreaza ca, oricare ar fi numarul real m, reprezentarea grafica a functiei
f:R — R nu intersecteaza axa OX.

a) fX) = X2-2mX + m? + 1, b) fX)=X2+(m+ DX+ m2+m+1.
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27. Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a
functiei f: IR — R si axele de coordonate OX si OY.

) fX) = X2 4X, X <2, ) 0 = -2X% +5X-2,X< -1
) = X-10,X22"' ¢ jx) = X2-X-2,X>-1
X2-2X+1,X<3
X) = ;
b) f0 {x2—5x+6,xz3’
28. Reprezinta grafic, in reperul cartezian X0y, functia f: R — .
4-X2 X<1 X2-2,X<0 S2X24 X+, X<-1
a)f(x)'{z—x,xm’ b)f(x)_{xhx,xzo' C)f(x)_{xz-x—z,x>-1

29. Determina valorile numarului real m pentru care varful parabolei asociate
functiei f: R — R se afla sub axa OX.

a) fiX)=-X2+2mX-m2+m+1; b) f(X) = X2 - 2(m - )X + m2 - 3m.
30. Determina valorile numarului real m pentru care varful parabolei asociate
functiei f: R — R se afla deasupra axei OX.
a)fX)=2X2-4mxX+2m?-m-2;  b)f(X)=-X2-2m+ DX -m?-m+3.
31. Numarul de studenti (exprimat in zeci) care acceseaza zilnic o platforma de cursuri

online pentru pregatirea unui examen, incepand de la prima accesare pana in
ziua examenului, este modelat de functia f: [0, 8] — R, f(X) = -X? + 16X + 20.

Reprezinta grafic functia f.

) Determina coordonatele varfului parabolei asociate functiei f.
Cati utilizatori are platforma la sfarsitul celei de-a treia zile?

) In a cata zi are platforma 840 de utilizatori?

32. Intr-un experiment realizat la ora de chimie, temperatura unui amestec (masurata
in grade Celsius) variaza in functie de timpul scurs de la inceputul monitorizarii
masurat in minute), conform functiei f: [0, 5] — R, fiX) = -X? + 6X + 20.

(
a) Reprezinta grafic functia f.

a)
b
9]
d
N
|

b) Determina coordonatele varfului parabolei asociate functiei f.
c) Ce temperatura are amestecul dupa 2 minute de la inceputul monitorizarii?
d) Dupa cate minute are amestecul o temperatura de 25 °C?

i 1u 33. Tn figura 18 este reprezentata grafic functia f, care modeleaza cantitatea
8 = de apa dintr-un rezervor (masurata in m®) in functie de timpul (masurat
B in ore) de la momentul in care acesta incepe sa fie alimentat. Cand
. rezervorul este plin, alimentarea cu apa se opreste, iar apa incepe sa fie
" consumata.

4 a) Determina functia f si imaginea functiei f.

i b) Determind cantitatea de apa care se afla in rezervor dupa o ora de la
momentul inceperii alimentarii acestuia.

’ c) Determina cantitatea de apa care se afla in rezervor dupa 6 ore de la

! momentul inceperii alimentarii acestuia.

3 d) La cat timp de la momentul inceperii alimentarii rezervorului cantitatea de

0l0 1 2 3 4 5 .1; = apa din rezervor este de 4 m3?

Figura 18
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2.2. Monotonia functiei de gradul al doilea;
punctul de extrem

Descopar

1. n figura 1 este reprezentata grafic functia f : [0, 8] — R, b _ . ||
fit) = -t2 + 8t, care descrie concentratia unui medicament (masurata ; | [1u]
in mg/1) in sangele unui pacient, in functie de timpul scurs de la '
administrare (masurat in ore).

a) Ce se intdmpla cu concentratia medicamentului in sange daca 13
timpul scurs de la administrare creste de la 1 ora la 3 ore? Dar daca "
timpul creste de la 5 ore la 7 ore? "

b) Identifica pe reprezentarea grafica punctul in care concentratia
medicamentului Tn sange este maxima. Dupa cate ore de la
administrare se atinge acest maxim si care este valoarea
concentratiei medicamentului in sange in acel moment?

|
i
|
i
|
!
la eliminarea completa din organism? 7M1 ' I
|
T

c) Care este intervalul de timp in care concentratia medicamentului s
in sange este in crestere? Dar intervalul in care aceasta scade pana 4
)
2. In figura 2 este reprezentata grafic functia f : [40,140] — R, 1 .
ftv) = 0,0015v2 - 0,27v + 17,15, care descrie dependenta cantitatiide 3757 3 3 i
combustibil consumata de un autovehicul (exprimata in litri la G ' '
100 km) de viteza medie de deplasare (exprimata in km/h). Figura 1

a) Ce se intampla cu consumul de combustibil daca viteza medie creste de la
50 km/h la 70 km/h? Dar daca viteza creste de la 110 km/h la 130 km/h?

b) Identifica pe reprezentarea grafica punctul in care consumul de combustibil
este minim. Ce viteza trebuie sa aiba autovehiculul pentru a atinge acest minim?

c) Precizeaza intervalul de viteze pentru care consumul de combustibil scade si
intervalul de viteze pentru care consumul de combustibil creste.

d) Daca un autovehicul circula cu viteza maxima admisa pe autostrada (130 km/h),
consumul de combustibil este mai mic sau mai mare decat 5 [/100 km?

.

Y
20 10u

10 o e

00O 10 20/ 30 40 50 60| 70| 80 190 100 130 120 1300340 150

X

Figura 2
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Invat

Consideram functia de gradul al doilea f: IR — R, f(X) = aX? + bX + ¢, unde a, b, c sunt numere reale si a # 0.

2
Am demonstrat in lectia anterioara ca f(X) = a (X + %) + %, pentru orice numar real X.

2
« Dacaa >0, atuncia (X + %) > 0, pentru orice numar real X.

2
a>0:a<x+%> >20,(V)XeR =>a<X+%> +% > ;ﬁ,( V)XeR = fiX)2 4—A WX eR (1)

Din inegalitatea (1) rezulta ca —4A reprezinta cea mai mica valoare a functiei f, valoare numita si minimul
functiei f. Cum f(—%) = _ﬁ —% este valoarea argumentului functiei f in care se realizeaza acest minim.

In acest caz, multimea valorilor functiei f este [—% +00>

2
» Dacaa<0, atuncia (X + £> < 0, pentru orice numar real X.

2a
2
a<0=>a<x+%> +;§ < 4§:( XeR :f(X)<4a,( )XeR(2)

Din inegalitatea (2) rezulta ca —4A reprezinta cea mai mare valoare a functiei f, valoare numita si maximul
functiei f. Cum f(—%) “ha' g °Ste valoarea argumentului functiei fin care se realizeaza acest maxim.

In acest caz, multimea valorilor functiei f este ( 00, -%]
0BSERVATI. @

1. Valoarea minima (maxima) a functiei f se numeste valoare extrema sau extremul functiei, iar punctul

X= -L 4 Pentru care se realizeaza extremul se numeste punct de extrem al functiei f.

2. Punctul V< zb , 4A ) se numeste punct de extrem al graficului functiei.

Proprietate. Fie functiaf: R — R, f(X)=ax?+bx +c,undea,b,ccRsia#0.
a) Daca a > 0, atunci functia f are valoarea minima y,,,;, = -%, care se obtine pentru X = -2% (punctul de

minim al functiei). Multimea valorilor functiei f este [—%, +oo> (figura 3).

b) Daca a < 0, atunci functia f are valoarea maxima y,,, = -%, care se obtine pentru X = -— (punctul de

maxim al functiei). Multimea valorilor functiei f este (-oo, 'AAa] (figura 4).

y y

o

\/

v

Figura 3 Figura 4

N 140



Functii UNITATEA 3

EXEMPLE:
1. Se considera functia f: R — R, f(X) = X2+ 4X + 3.
b___4 __
24”2172

=42-4.1.3= - =] _A=_i=_
B=4?-4-1-3=16-12=b= ;o= -5=-1

Cum a > 0, functia f are un minim egal cu -1, care se realizeaza pentru X = -2, si Im f = [-1, +00).

2.Se considera functiaf: R — R, f(X) = -2X? + 8X - 1.

b_ 8 _
20 2-(—2)'2

A=82-4-(-2)-(-1)=64-8=56=> D=0 .y

4a” 4-(-2)°
Cum a < 0, functia f are un maxim egal cu 7, care se realizeaza pentru X = 2, i Im f = (-0, 7].
Monotonia functiei de gradul al doilea

Consideram functia de gradul al doilea f: R — R, f(X) = ax? + bX + ¢, unde a, b, ¢ sunt numere reale si a # 0.
In continuare vom calcula rata cresterii/descresterii functiei f.

Fie X, X, € R, X, # X,.

ROX, X,) =f(X)1() :];((2)(2) - (ax7+bX, +2 : g(azxzz +bX;+ C) - a(x? - X)22 ': §£X1 - Xz) =X, + X))+ b
e >0
Daca X,, X, € (—00,- %], atunci X, + X, < —g, de unde rezulta ca a(x, + X,) + b < 0, deci R(X,, X,) < 0.
Asadar, functia f este descrescatoare pe intervalul (—oo,— %]

Dacd X, X, € [—%, +00>, atunci X, + X, > —g, de unde rezulta ca a(X, + X,) + b 2 0, deci R(X,, X,) > 0.

Asadar, functia f este crescatoare pe intervalul [—£ +00>.

20
«a<0
Dacd X,, X, € <—oo,— %], atunci X, + X, < —g, de unde rezulta ca a(X, + X,) + b 2 0, deci R(X,, X,) > 0.
Asadar, functia f este crescatoare pe intervalul <—oo,— %]

Daca X,, X, € [-%, +00>, atunci X, + X, 2 —g, de unde rezultd ca a(X, + X,) + b < 0, deci R(X,, X,) < 0.
Asadar, functia f este descrescatoare pe intervalul [—%, +oo>.
Aceste rezultate sunt sintetizate in urmatoarea teorema:

Teorema. Fie functia de gradul al doileaf: R — R, f(X) = aX?+ bX + ¢, unde a, b, c sunt numere reale sia # 0.

» Daca a > 0, functia f este descrescatoare pe intervalul (-oo, - 2%] si crescatoare pe intervalul [-2%, +00>.
» Daca a < 0, functia f este crescatoare pe intervalul (—oo, - 2%] si descrescatoare pe intervalul [—2%, +oo>.
OBSERVATII.

1. Intervalele (—oo, —%] si [—%, +00> se numesc intervale de monotonie ale functieif: R — R,

fiX)=ax?+bx+c(a,b,ceR,az0).
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2. Informatiile din pagina anterioara se pot transpune in tabele astfel:

a>0 a<o
X -00 —% +00 X -00 -% +00
o | > -2 7 foo | -2 T

EXEMPLE:

1. Fie functia f: R - R, fiX) = 2X? - 4X. Cum a = 2 si -% = 1, rezulta ca functia f este descrescatoare pe
intervalul (-eo, 1] si crescatoare pe intervalul [1, +oo).

2. Fie functia f: R — R, fiX) = -X2+ 8. Cum a = -1si -% = 0, rezulta ca functia f este crescatoare pe

intervalul (-oo, 0] si descrescatoare pe intervalul [0, +o0).

Exercitii rezolvate

1. Se considera functia f:[-1,3] — R, f(X) = -X? + 4X - 3. Determina imaginea functiei f.
Rezolvare:

Consideram functia g : R — R, g(X) = -X? + 4X - 3, care este crescatoare pe
intervalul (-0, 2] si descrescatoare pe intervalul [2, +e). Cum functia f este
restrictia functiei g la intervalul [-1, 3], rezulta ca functia f este crescatoare pe
intervalul [-1, 2] si descrescatoare pe intervalul [2, 3].

Xe[-1,2]=>-1sX<2

f este crescatoare pe intervalul [-1, 2]
= -8<fi(X)<1, (V)X €[, 2]

} = -1 <fix) < f2), (Vxel-1,2] =

X€e[2,3]=>2<X<3

f este descrescatoare pe intervalul [2, 3]} =2 f0) 2 fi3), (VX € [2,3] =

=12£(X)20, (V)X €[2,3]

Obtinem Imf=[-8,1]u [0, 1] =[-8, 1].
. Determina intervalele de monotonie ale functiei f: R — R,

_[X2-4x+1,X<3
foo = {—x2+8x—8,x>3'
Rezolvare:
Consideram functia g : R — R, g(X) = X2 - 4X + 1, care este descrescatoare pe
intervalul (-oo, 2] si crescatoare pe intervalul [2, +e0). Cum f(X) = X2 - 4X + 1, pentru
orice numar real X < 3, rezulta ca functia f este descrescatoare pe intervalul
(00, 2] si crescatoare pe intervalul [2, 3].
Consideram functia h : R - R, h(X) = -X2? + 8X - 8, care este crescatoare pe
intervalul (-oo, 4] si descrescatoare pe intervalul [4, +00). Cum f(X) = -X* + 8X - 8,
pentru orice numar real X > 3, rezulta ca functia f este crescatoare pe intervalul
(3, 41 si descrescatoare pe intervalul [4, +o).

Asadar, functia f este crescatoare pe intervalele [2, 3] si (3, 4] si descrescatoare pe
intervalele (-0, 2] si [4, +00).
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3.

Determina valorile numarului real m >% pentru care functiaf: R — R,
f(X) =(@2m - 1)X2 - (m + 1)X + 5, este crescatoare pe [-1,+c0).
Rezolvare:

m+1
'22m - 1)

Functia f este descrescatoare pe intervalul (—oo

. m+1
intervalul [Z(Zm - 1),+00>.

Functia f este crescatoare pe [-1,+) daca si numai daca

] si crescatoare pe

m+1 __
20om=-1°""
5m - 1

20m-1 <0

m+1 _ m+1
20m-1°"1°20m-1

Realizam urmatorul tabel de semn:

+1<0&

m -00 1 1 +00

5 2

——————— O+++++++++++++

5m -1
22m-1)

5m-1
22m-1)

————————————— O+++++++

+++++++(Q-———— /+++++++

Obtinem:

5m-1 [11
0om-ps0eme 5'2>'

Aplic ()

1

Determina valoarea minima a functiei f: R — R.

a) fiX) =X2-5X +3; b) fiX)=3X2-4X+1;, ) fiX)=X2+2X.

. Determina valoarea maxima a functiei f: IR — R.

a) fX) = -X2 + 4X - &; b) f(X) = -2X2+5X -2; ¢) fiX) = -3X2 + X.

. Determina valoarea extrema a functiei f: IR — R.

a) fiX) = -X2+ 5X - &4 b) f(X) = X2 - 1; Q) fX)=-X2+X-1.

. Determina intervalele de monotonie ale functiei f: R — R.

a) fiX) = 2X2 - 3X + &4; b) f(X) = -X2 + 3X;
Determina imaginea functiei f: R — R.
a) fiX) = 2X2 + 3X - &4; b) fiX) = 2x2 - 8;

o) fixy=x2-2.

C) fiX) = -X2 + 4X.

. Se considera functiile f: R — R si g: R — R. Determina punctele de extrem,

intervalele de monotonie si imaginea pentru fiecare dintre functiile f, f - g si
gof.

a)fiX)=2-X4gX)=2+X

b) f(X) = X2 - 2X + 1, g(X) = 3 + 2X;

Q) fiX)=-X?- 4X +1,g(X) =X - 2;
d) fiX) = X2 - 3X, g(X) = 2X + 1.

Determina intervalele de monotonie ale functiei f: R — R.
2 foo - X2-2X+3,X<1
Sl -x2ex, x>1

X2-6X+9,X<0
b) f(X) = ;
)0 {x2—4x+3,xz0

-X2+2,X<-1
c)j(X) = .
) fo0 {—x2+2x,x>—1

UNITATEA 3

EXERSEAZA!

Pentru a proteja
cuiburile de
broaste-testoase

care se afla pe o plaja
salbatica, o echipa de
biologi izoleaza o zona
dreptunghiulara cu
aria maxima, folosind
80 de metri de banda
ecologica de
avertizare.

a) Determina
lungimea si latimea
zonei izolate.

b) Determina aria
suprafetei izolate.
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POT MAI MULT 8. Determina imaginea functiei f.
Stabileste care dintre a)f:[-1, 0] = R, fox) = X* - 3X + & ) f: R= R, fX) = {X2;4X+3’X53 ;
urmatoarele functii b) f:12,5) = R, fiX) = -X? + 2X; TXEHAX =5, X>3
sunt injective, care 0)f:(-0,-2) > R, fiX)=X?-2X - 3; X2=3X,X € (-0, =1)
suntsiirjective si care d)f:[3,40) > R, fX) = X2+ 4x -4 ) f:R=R,fo0=2+1,xel-1,1
Sl)mt b”ec[t've' | @) f:[-3,1) = R, fiX) = 2X2 + 4X + 5; X2~ 6X +10, X € (1, + o)
a)f:R — [4, +o0

o f)f:(-2,0) = R, f(X) = -3X% - 5X + & —¥2_ —oo —
f0O =X - 4X + 8; ))f(( 1)_’Rf() o 5+4 ZXZ 2%, X € (-0, ~1]

:(-00,  fX) = -3X2 - 5X + 4; : = -
b) g:[2, +00) — R, 8f 1- R, fx) k) f:R— TR, fiX) = 4% X € (-1,1]
h) f:(-1,+c0) = R, f(X) = X2 + X - &4 -X2+ 4X -2,X € (1, +)

g(X)=2X2 - 8X +3;

¢) h:(-00, 2] — (~00, -17],
h(X) = -X2 + 8X + 1;
d)i:[3, +) = (-0, 4],
i(X) = 3X2 + OX + &;
e)j:[-2,2] - [-4,0],
JOX) = X2 - &4

f) k:(-c0,2) — (-0, 1],
R(X) = =X2 + 2X;

g) :(1, +00) — (0, +00),
1(X) = X2 = 2X + 1. c) Care este inaltimea maxima la care ajunge mingea?

9. Determina multimea valorilor numarului real m pentru care functiaf: R — R,
f(X) = X2 - 2(m + 2)X + 4m - 1, este crescatoare pe intervalul [2, +).

10. Determina valorile numarului real m pentru care functiaf: R - R,
f(X) = -X%+ (3m - 5)X + 2m, este descrescatoare pe intervalul [1, +c0).

11. Tndltimea la care se afld o minge fatd de sol (exprimata in metri), depinde de
timpul t de la lansare (exprimat in secunde), conform functiei h : [0,2] — R,
h(t) = -5t + 9t + 2.

a) De la ce indltime a fost lansata mingea?
b) La cate secunde de la lansare atinge mingea solul?
)

d) La cate secunde de la lansare atinge mingea inaltimea maxima?
e) Determina intervalele de monotonie ale functiei h.

12. Evolutia profitului lunar al unei mici afaceri cu accesorii lucrate manualin functie
de pretul de vanzare X (exprimat in lei) stabilit pentru un produs este descrisa
de functia P:[10, 50] - R, P(X) = -2X2 + 120X - 1 000.
a) Reprezinta grafic functia P cu ajutorul unui instrument digital.

b) Determina pretul de vanzare al unui produs pentru care profitul este maxim.
Calculeaza valoarea acestui profit.

¢) Compara profitul obtinut in cazulin care pretul de vanzare al unui produs este
25 de lei cu cel obtinut atunci cand pretul de vanzare al unui produs este 28 de lei.
Justifica raspunsul.

d) Ce se intampla cu profitul daca pretul creste de la 35 de lei la 40 de lei?
e) Care este profitul daca pretul de vanzare al unui produs este 20 de lei?
f) Este posibil ca afacerea sa obtina un profit de 1000 de lei pe luna? Justifica.
g) Determinad intervalele de monotonie ale functiei f.
)

h) Care este multimea valorilor profitului inregistrat de firma?




UNITATEA 3

2.3. Semnul functiei de gradul al doilea; interpretare
geometrica (pozitia unei parabole in raport cu axa 0x);
inecuatii de gradul al doilea studiate pe multimea IR sau
pe intervale de numere reale; interpretare geometrica
(proiectii ale unor portiuni de parabola pe axe)

Descopar

Functia f: [0, + ) — IR, f(X) = -X2 + 7X - 6, descrie dependenta dintre profitul
lunar (exprimat in mii de euro) al unei firme si numarul de unitati vandute
(exprimat in sute de unitati).

a) Reprezinta grafic functia f.
b) Determina numarul de unitati vandute pentru care firma are profit 0.
¢) Pentru ce volum de vanzari firma inregistreaza profit?

d) Explica ce se intampla daca firma vinde mai putin de 100 de unitati sau mai
mult de 600 de unitati.

e) Cate unitati trebuie sa vanda firma pentru a inregistra un profit lunar de cel
putin 4 000 de euro?

Invat

Semnul functiei de gradul al doilea; interpretare geometrica (pozitia unei parabole in raport cu axa 0X)

A studia semnul functiei de gradul al doilea f: R — R, f(X) = ax?+ bX + c (a, b, c € R, a # 0) inseamna
a determina valorile lui X pentru care f(X) > 0 si valorile lui X pentru care f(X) < 0. Avem urmatoarele cazuri:

.A<0

2 2
a) Dacd a > 0, atunci a (X + %) > 0, pentru orice numar real X. Cum —% >0, rezulta ca a <X + %) +—>0
pentru orice numar real X, deci f(X) > 0, pentru orice X € R.

2 2
b) Daca a < 0, atunci a (X + %) < 0, pentru orice numar real X. Cum —% <0, rezultacaa (X + %) +—<0
pentru orice numar real X, deci f(X) < 0, pentru orice X € R.

Asadar, daca a > 0, atunci f(X) > 0, pentru orice numar real X, iar daca a < 0, atunci f(X) < 0, pentru orice
numar real X.

Putem enunta regula astfel:
Daca A < 0, atunci f(X) are semnul lui a, oricare ar fi numarul real X.

In tabelul urmator este sintetizat acest rezultat:

X -0 +00

A<O 5
) semnul luia
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Interpretarea geometrica a semnului functiei a>0A<0 a<0,A<0
f:R->R,fix)=ax2+bx+c(a,b,ceR,az0)cu y y

A < 0, este ilustrata in figurile 1 si 2. In acest caz, 0
parabola este situata deasupra axei OX pentrua >0 y 2
si A <0 (figura 1) si sub axa OX pentrua<0siA<0 B
(figura 2). v

X

o]

++H++++++++ 4+
«A=0

2
a) Daca a > 0, atunci a (X + 2£) > 0, pentru orice

b -
numar real X, X # 2a" Cum 40 = 0, rezulta ca

2
<X i %) zﬁ > 0, pentru orice numar real X, X # - b .Asadar, f(X)> 0, pentru orice X € R \ { 2%}

Figura 1 Figura 2

2
b) Daca a < 0, atunci a(x + %) < 0, pentru orice numar real X, X # b Cum -4

2" 4a - 0, rezulta ca

2
<X + %) + —A < 0, pentru orice numar real X, X # _ZL Asadar, f(X) <0, pentru orice X € R \ { Zba}

Asadar, daca a > 0, atunci f(X) > 0, pentru orice numar real X # b

2 iar daca a < 0, atunci f(X) < 0, pentru orice

< b
numar real X # 2"

Putem enunta regula astfel:

Daca A = 0, atunci f<-2%> =0 si f(X) are semnul lui g, oricare ar fi numarul real X, X # -2%.

in tabelul urmator este sintetizat acest rezultat:

X |-o0 -b +00
A=0 2a
fiX) | semnulluia 0 semnul luia
Interpretarea geometrica a semnului functiei a>0,A=0 a<0,A=0
f:R->R,fix)=ax2+bx+c(a,b,ceR,az0)cu y y
A = 0, este ilustrata in figurile 3 si 4. in acest caz, v

parabola este tangenta la axa OX.

(o°)
o
>

B
«A>0 +4++ +++
0 v X
Daca A > 0, atunci ecuatia f(X) = 0 are doua solutii
distincte, X, si X,. In plus, Figura 3 Figura 4

ax2+bX + ¢ = a(X - X,)(X - X,). Presupunem X; < X,.

Folosind semnul functiei de gradul intai si semnul unei functii obtinute ca produs a doua functii, putem
realiza urmatorul tabel:

X -0 X, X, +00
X-X,  |=-======- O+++++++++++++++++
X—X2 ———————————————— O+++++++++

(X-X1)(X-X2) ++++++++(Q)-——-—-——-—--— O+++++++++
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a) Daca a > 0, atunci a(X - X,)J(X -
pentru orice numar real X € (X,, X

>0, pentru orice numar real X € (-0, X;) U (X,, +e) si a(X - X,J(X - X,) <0,

X,)
X,).
b) Dacd a < 0, atunci a(X - X,)(X - X,) < 0, pentru orice numar real X € (-0, X,) U (X,, +e0) si a(X - X,J(X - X,) >0,
pentru orice numar real X € (X;, X,).

Asadar, daca a > 0, atunci f(X) > 0, pentru orice numar real X € (-0, X,) U (X,, +00) si f(X) < 0, pentru orice
numar real X € (X,, X,), iar daca a < 0, atunci f(X) < 0, pentru orice numdr real X € (-, X;) U (X,, +o0) si
f(X) > 0, pentru orice numar real X € (X,, X,).

Putem enunta regula astfel: Daca A > 0 si X, < X,, atunci f(X) are semnul lui a pe intervalele (-0, X,) si
(X, +00) si semn contrar semnului lui a pe intervalul (X,, X,).

In tabelul urmator este sintetizat acest rezultat:

e X -00 X, X, +00
>

fiX) | semnul luia 0 semn contrar semnului lui a 0 semnul luia
Interpretarea geometrica a semnului functiei a> 0,00 (X, <X, a<0,450 (X <X)
f:R->R,fiX)=ax2+bx+c(a,b,ceR,a#0)cu
A > 0, este ilustrata in figurile 5 si 6. in acest caz, y y y
parabola intersecteaza axa OX in doua puncte.
OBSERVATIE. B B
Semnul functiei f: R — R, fiX) = ax?> + bX + ¢ aalhN coe oo effmnaanalh\oooc
(a, b, c € R, a # 0) poate fi interpretat geometric 0] XN\X, X X1/ 0 \Xz
observand pozitia parabolei fata de axa Ox: v

Figura 5 Figura 6

- daca parabola se afla deasupra axei OX, atunci
f(X) > 0, pentru orice numar real X;

- daca parabola se afla sub axa 0X, atunci f(X) < 0, pentru orice numar real X.

EXEMPLE:
1. Fiefunctiaf: R - R, fiX) = X2 -2X + 2. 5}
A=(-2)2-4-1-2=-4= Ecuatia X? - 2X + 2 = 0 nu are solutii. =
Tabelul semnului functiei f este urmatorul: "
X -00 +00

fX) [ +++++++++++4+ h
Studiind tabelul semnului functiei f, observam ca f(X) > 0, pentru orice X € RR. [u] o
Aceasta informatie se deduce si din reprezentarea grafica a functiei f x,
(figura 7), unde observam ca parabola este situata deasupra axei OX. # 1YY ¢ ¥

. . Figura 7
2.Fiefunctia f: R — R, f(X) = -X2 + 4X - 4.

A=4%-4-(-1)-(-4) = 0 = Ecuatia -X? + 4X - 4 = 0 are solutia dubla X, = X, = 2.

Tabelul semnului functiei f este urmatorul:

X -00 2 +00
fxy |----- 0-----
Studiind tabelul semnului functiei f, observam ca f(X) < 0, pentru orice X € R \ {2}.
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3.Fiefunctiaf: R — R, f(X) =2X?-5X + 2.
A=(-5)*-4-2-2=9= Ecuatia 2X? - 5X + 2 = 0 are solutiile X, =1§iX2=2.

2
Tabelul semnului functiei f este urmatorul:
X -00 % 1 +00
f(X) +++++()————— O+++++

Studiind tabelul semnului functiei f, observam ca f(X) < 0, pentru orice X € (%,1), si f(X) > 0, pentru
orice X € (—00, %) U (1, +00).

Inecuatii de gradul al doilea studiate pe multimea R sau pe intervale de numere reale; interpretare
geometrica (proiectii ale unor portiuni de parabola pe axe)

Inecuatiile de forma ax? + bX + ¢ <0, aX*+ bX + ¢>0,aX?+bX +c20,aXx?+bX+c<0,undeaq,b, c sunt
numere reale si a # 0, se numesc inecuatii de gradul al doilea. Rezolvarea acestora presupune studierea
semnului functiei de gradul al doilea f: R — R, fiX)=aX?+bX +c,undea,b,ceR,a#0.

proiectand pe axa OX punctele de pe portiunea
din reprezentarea grafica a functiei f: R — R,
fiX)=ax?+bx+c(a b, ceR,a#0),care se afla
sub axa OX (figura 8).

Solutiile inecuatiei ax? + bX + ¢ < 0 se obtin y
\ 0 / X

Solutiile inecuatiei ax? + bX + ¢ > 0 se obtin ,
proiectand pe axa OX punctele de pe portiunea NG
din reprezentarea grafica a functiei f: R — R,
fix)y=ax2+bx+c(a, b, ceR,az0), care se afla Figura 8 Figura 9
deasupra axei OX (figura 9).

EXEMPLE: @

1. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia X? - X - 2 < 0.
A=(-1)%-4-1-(-2) =9 = Ecuatia X - X - 2= 0 are solutiile X, = -1si X, = 2. v

L/

. . . . 3
Tabelul semnului functiei f: R — R, fiX) = X* - X - 2, este urmatorul:
2
X | -o0 -1 2 +00
4
f(X) +++++0)-—-—-—— O+++++

Studiind tabelul semnului functiei f, observam ca multimea solutiilor
inecuatiei X?-X-2<0 este(-1,2).

Acest rezultat se observa si pe reprezentarea grafica a functiei f (figura 10).

Figura 10

2. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia -X2+ X - 4 < 0.
A=12-4-(-1)-(-4) = -15= Ecuatia -X? + X - 4 = 0 nu are solutii.
Tabelul semnului functiei f: R — R, fiX) = -X2 + X - 4, este urmatorul:

X |-o0 +00
e

Studiind tabelul semnului functiei f, observam ca multimea solutiilor inecuatiei -X?+ X - 4 <0 este R.
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3. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia 4X? - 4X + 1< 0.

A=(-4)>- 4-4-1=0= Ecuatia 4X? - 4X + 1= 0 are solutia dubla X, = X, = %

Tabelul semnului functiei f: IR — R, fiX) = 4X? - 4X + 1, este urmatorul:

X | -co % +00
fX) R E RN IR

Studiind tabelul semnului functiei f, observam ca inecuatia 4X2 - 4X + 1< 0
nu are solutii, deci multimea solutiilor este @.

Exercitii rezolvate

1. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile:

X2-2X-8 . 4X2-9X +3
A 3450 b) Sk 3
Rezolvare:

a) Rezolvam in multimea numerelor reale ecuatiile X2 -2X-8=0si -X?-3X+4=0
si obtinem:

X2-2X-8=0« X e{-2,4};

-X2-3X+4=0< X e {-4 1).

Realizam urmatorul tabel de semn:

X -0 -4 -2 1 4 +00
X2-2X-8 ++++++++++++ mmmmm— === O++++++
“X2-3X+4 |——=————— O+++++++++(Q)—-—-—-————————
X2-2X-8
XZ-3X+4 |~~~ J++++ 0—-——=/+++++(0 ————-—
. X2-2X-8

Obtlnem:mS()@XE(—OO, —4)U[—2,1)U[4’ +00),
4X2-9X+3 4X2-9X+3 X2 - 3X
D) S ox 1 3 ® ket 37010

Rezolvam in multimea numerelor reale ecuatiile X> - 3X = 0si X2-2X+1=0si
obtinem:

X2-3X=0<Xe{0,3};

X2-2X+1=0&X=1

Realizam urmatorul tabel de semn:

X -0 0 1 3 +00

X2 -3X FH++++()————————— O++++++

X2-2X +1 +++++++++++(0) A+

X% -3X

X2 +1 |FHrH 0=/ Q++++++
2 _
Obt,inem: —Xi(- 2):2)5_1>0<=>X€(—00, 0)U(3,+OO),

4X?2-9X+3

Asadar, solutia inecuatiei 7= 2x + 1

>3 este X € (-0, 0) U (3, +).




2. Se considera functiaf: R — R, f(X)=X2- (m - 2)X - m + 2, unde m este numar real.
Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a
functiei f este situata deasupra axei OX.

Rezolvare:

Reprezentarea grafica a functiei f este situata deasupra axei OX daca si numai
dacaA<0sia>0.

A<0<s[-(M-2)P-4-1-(-m+2)<0 o m?2-4<0
Rezolvam ecuatia m? - 4 = 0 si obtinem m € {-2, 2}.
Realizam urmatorul tabel de semn:

m -0 -2 2 +00

m2-4 |+++++++0-—-—-——— O+++++++

Obtinem:m?-4<0o me(-2,2).

3. Se considera functiaf: R — R, f(X)=2X?+(a+2)X +a + 1, unde a este numar real.
Determina numarul real a pentru care f(X) > 0, pentru orice numar real X.

Rezolvare:
Cum a > 0, f(X) > 0 pentru orice numar real X daca si numai daca A < 0.
A=(a+2)?-4-2-(a+1)=a’+ha+4-8a-8=a’-4a-4
A<0sa’-4a-4<0
Rezolvdm ecuatia a® - 4a - 4 = 0 si obtinem a € {2 - 22,2 + 22},
Realizam urmatorul tabel de semn:

a -00 2-2\2 2+2\2 +00
24—l |+ttt arQommm—— Q4+ ++++++

Obtinem: a2-4a-4<0s a€(2-2v2,2+22).

Aplic @

1. Determina semnul functiei f.

a)f:R =R, fiX)= X2~ 4X + &4; d)f:R — R, f(X) = -2X + 3X;
b)f:IR = R, fiX) =3X2+2X +1; e)f:R = R, fiX)=X2+2X;
A)f:R — R, fiX)=4X2-5X+1; f)f:R > R, fiX)=-X?+4.

2. Determina semnul functiei f.

Af:R—R,f00= X2 -X+D(X-4x); OfR\{F1,2) - R0 X2-9

“x-2'
2 90 8 S DARSRA0=0C400-3X02; AERVOI-R, f(X)-ZX—E')’(“Z.
16 3. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:
2 94 z a)X2-5X + 6> 0; d)-X2+4X-4<0; @ X2+3X+62X-1;
b) -X2 + 4X -3 < 0; e)X229; h) -X2+2X<X -2
1 .
7 2 3 ) X2+2X+5>0; £) -X2 + 4X < X; i) X2+122X2 - 3X.



. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:

a) (X2+1)(X +4)>0; Q) (X-ND(X2-X+1)<0;
b) (X2 +2X)(X?- 1) < 0; d) (X2-X-2)(X2+X-6)20.
. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:
X2-3X-b o \X2-4X+4_ 2X2-3X+1 . X2+4X+1_ o,
Nmux-3"% Vyxaexar =% Oix-32% ke
X2+2X+5_ o WX2Z+6X-8 _ “XE+5X 41 .y 3XE-TX+2
5o 20 Dyaxs O eraxes 7% Mg 772

. Determina valorile numarului real m pentru care ecuatia mX2 - 2m+ )X +2m+3=0,

X € R, are doua solutii distincte.

. Determina valorile numarului real a # -1 pentru care ecuatia (a + 1)X?-(a+ X +2 =0,

X € R, nu are solutie.

. Se considera functiaf: R — R, f(X) = (m - 1)X? - (m - 2)X + m, unde m este numar

real, m # 1. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica
a functiei f intersecteaza axa OX in doua puncte distincte.

. Se considera functia f: R - R, f(X) = (m + 2)X2 + 2(m + )X + m + 1, unde m este

numar real, m # - 2. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea
grafica a functiei f nu intersecteaza axa OX in doua puncte distincte.

10. Se considera functia f: R — R, f(X) = X2 - 2(m - 2)X - 4m + 5, unde m este numar

1.

12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

real. Determina valorile numarului real m pentru care fiX) > 0, pentru orice
numar real X.

Se considera functia f: R — R, f(X) = X* - 2(m - 2)X + 1, unde m este numar real.
Determina valorile numarului real m pentru care f{X) > 0, pentru orice numar
real X.

Se considera functia f: R — R, f(X) = - X? + (m + 2)X + m - 1, unde m este numar
real. Determina valorile numarului real m pentru care f(X) < 0, pentru orice
numar real X.

Se considera functia f: R — R, f(X) = - X> - (m + )X - m - 2, unde m este numar
real. Determina valorile numarului real m pentru care f(X) < 0, pentru orice
numar real X.

Determina valorile numarului real m pentru care functiaf: R — R,

fiX) =X2-(m? + 1)X + m, este crescatoare pe intervalul [1, +o).

Determina valorile numarului real m pentru care functiaf: R — R,
fiX)=-X2+(2m?2-5m + 6)X + 4m - 2 este descrescatoare pe intervalul [2, +o).
Determina valorile numarului real nenul m pentru care functia f: R — R,
fX) = mx2? + (m? - 2m - X + 1, este descrescatoare pe intervalul (- oo, 1].

Se considera functia f: R — R, f(X) = - X*> + (m - )X - m - 2, unde m este numar
real. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a
functiei f este situata sub axa OX.

Se considera functia f: IR — R, f(X) = (m - 3)X? + 2mX + m - 2, unde m este numar
real, m # 3. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea
grafica a functiei f este situata sub axa OX.

Se considera functia f: R — R, f(X) = X? - 2(m + )X + m? + 5, unde m este numar
real. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a
functiei f este situata deasupra axei OX.
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20. Se considera functia f: R — R, f(X) = mX? - 2(m - )X + m - 1, unde m este numar
real nenul. Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea
grafica a functiei f este situata deasupra axei OX.

21. Tndltimea la care se afld o minge fata de sol (exprimata in metri) in functie
de timpul de la lansare (exprimat in secunde) este descrisa de functia
h:[0, 4] — R, h(t) = -5t2 + 20t.

a) Determina intervalul de timp dintre lansare si revenirea mingii la sol.
b) Determind intervalul de timp in care mingea se afla in aer la o indltime mai
mare de 15 metri.

c) Determind intervalul de timp in care mingea urca si intervalul in care aceasta
coboara.

d) Care este inaltimea maxima atinsa de minge?

e) Precizeaza valorile Tnaltimii mingii de la lansare pana la momentul revenirii
la sol.

f) Determina momentul de timp in care mingea revine la sol dupa lansare. Ce
semnifica acest punct pe reprezentarea grafica a functiei?

22. Dependenta dintre profitul lunar al unei companii A care produce tablete
(exprimat in mii de euro) si pretul de vanzare al unei tablete (exprimat in sute
de euro) este descrisa de functia P: [2, 8] = R, P(X) = - 2X? + 20X - 32.

a) Determina valorile pretului unei tablete pentru care afacerea este profitabila.
b) Determinad valorile pretului unei tablete pentru care profitul este mai mare de
10 000 de euro.

¢) Determinad valorile pretului unei tablete pentru care profitul este mai mic de
1600 de euro.

d) Pana la ce pret de vanzare profitul este in crestere si de la ce punct cresterea
pretului incepe sa scada profitul?

e) Determina pretul de vanzare care maximizeaza profitul si precizeaza valoarea
acestui profit maxim.

f) Profitul unei alte companii B (exprimat in mii de euro), care produce tablete,
depinde de pretul de vanzare al unei tablete (exprimat in sute de euro), conform
functiei Q: [2, 8] —» R, Q(X) = - X? + 10X - 8. Determina valorile pretului pentru
care compania A are profit mai mare decat compania B.
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2.4, Relatiile lui Viete

Descopar

Se considera ecuatiile: X2 -5X+6=0,X2-6X+7=0,-2X2+7X-3=0,4X2-4X+1=0.
a) Rezolva ecuatiile in multimea numerelor reale.

b) Pentru fiecare dintre cele patru ecuatii, calculeaza suma si produsul solutiilor si
apoi determina o relatie intre acestea si coeficientii ecuatiei.

c) Verifica daca relatia gasita la punctul b) este adevdrata pentru orice ecuatie de
gradul al doilea care are solutii.

Invat

Fie ecuatia de gradul al doilea ax?+ bX+c=0(a, b,c € R, a#0).

» Daca A > 0, atunci ecuatia are doua solutii distincte: X, = —b;ia\/K Si X, = _bz_iaﬂ.
Calculam suma si produsul acestora:
poy .y bt VB -b-~NE_(-bP-(VAY p2-a_b-(b*-4ac) sac _c
172 2a 2a 4q? 4q? 4a? 4g? a°
» Daca A = 0, atunci ecuatia are doua solutii egale, X, = X, = _2—2.

Calculam suma si produsul acestora:

- _-b.-b_-b-b_-2b__b,
SXitX= 90" 2a% 20 T 20 a

- - _ 2 _(p2 -
P=X,-X,= b -b__b?_b>-p_b>-(b-4ac) sac _c

20 20 4a?  4a? 4a? Tug? @

Relatiile $ =X, + X, = - g SiP=X,-X, =§ se numesc relatiile lui Viéte.

Formarea ecuatiei de gradul al doilea cand se cunosc solutiile acesteia
Fie ecuatia de gradul al doilea ax?+ bX+c=0(a,b,c€R,a#0)cul 0.

b

aX2+bX+C=0& X+ gX+E=0& X2-SX+P=0

Asadar, o ecuatie de gradul al doilea cu solutiile X, si X, este:
X?-SX+P=0,undeS=X,+X,SiP=X,X,
EXEMPLU:

Pentru a scrie o ecuatie de gradul al doilea care are solutiile X, = 5 - 32 si X, = 5 + 3V2, calculam suma si
produsul solutiilor acesteia:

S=X,+X,=5-3V2+5+3v2=10, }

P=X, X, = (5- 332)(5 + 3v7) = 25 - 18=7 = 0 ecuatie de gradul al doilea care are solutiile

X;=5-3V2siX,=5+3V2 este X2-10X+7=0.

153
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OBSERVATIE.

Cu ajutorul relatiilor
lui Viéte se poate
preciza semnul
solutiilor unei ecuatii
de gradul al doilea

(cuA20):
P>0 $>0
X;>0,%,>0
P>0 5$<0
X;<0,%,<0
P<0 5$>0

X, <0,%,>0, [x,] < %]
P<0 5<0
X, <0,%,>0, [x,] > %]
P<0 $=0

X;<0,% >0, x| = %]

P=0 $>0
X,=0,%X,>0
P=0 5<0
X;=0,%X,<0
P=0 $=0
X, =X,=0
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Exercitii rezolvate

1. Fie X, si X, solutiile ecuatiei X2 - 2X - 5 = 0. Calculeaza:

DR Xt

X;+3X, X,+3X, G+ X2-2X,+3 2X3+X2-2X,+3
)3 X, 3G X, a3 32K+ 3
Q) X3+ X3;

Rezolvare:
Scriem relatiile lui Viete: X, + X, =2, X; - X, = - 5.

X; Xy XE+XF (Xi+ %) ~2XiXp _22-2-(-5) _ 14,
a)xz X, TG, XX, -5 5

K t3Xy Xat3X XX 12Xy Xt X, 02X, 242X 242X,
3K, 7 X, 3K, X, 2K X+ X, DXt X, 2%, %2 2%, %2
1+Xz1+X1(1+&V+U+XO_JH+XQ+%M+X»+2_M+2Q+2

Xt X+ 17 (e )(X,+ 1) XXg# K+ Xg)+ 1 =5+247 o
¢) Metoda 1:
X3+ X3 = (X; + X,)(X2 = X, X, + X3) = 2(14 + 5) = 38.
Metoda 2:

Cum X, si X, solutiile ecuatiei X2 - 2X - 5 = 0 rezultd cd X? - 2X, - 5 = 0 (1)
si X3 - 2X, - 5= 0 (2). Inmultind ambii membri ai egalitatii (1) cu X, si ambii
membri ai egalitatii (2) cu X,, obtinem:
-2X2-5X,=0= X} =2X2+5X,(3)
-2X3-5X,=0=> X3 =2X3 +5X, (4)
Prin adunarea membilor egalitatilor (3) si (4) obtinem:
X3+ X3 =2X2+5X, +2X2+5X, = X3 + X5 = 2(X2 + X3) + 5(X, + X)) =
S X3+X3=2-14+5-2=38,
d) Xi + X& = (X2 + X2)2 - 2X2X2 = 142 - 2(-5)? = 146;
e) Din relatia (1) rezultd ca x? = 2X, + 5. (5)
Folosind relatiile (3) si (5) obtinem:
X3+ X2 - 2X, +3=2(2X2 + 5X;) + 2X, +5-2X, +3=4X2 + 10X, + 8 =
= 42X, + 5) + 10X, + 8 = 18X, + 26;
3X2+2X,+3=3(2X, +5)+2X, +3 =8X, + 18;

20 +X2-2X+3 18X, +28 9X,+14
3X2+2X,+3  8X,+18  hX;+9 "
DG +X2-2X,+3 9%, + 14
3X2+2X,+3  4X,+9°
DG+ XF-2X;+3 G+ XF-2X,+3 9K+ 14 X+ 14
+
3X2+2X,+3 X2+ 2X,+3  bX,* 9 AX,*9
) 72X, X, + 137(X, +X2)+252= 72 - (-5) + 137 - 2 + 252 _ 166
16X,X, +36(X, +X,) +81  16:(-5)+36-2+81 73~

Atunci:

in mod asemanator, obtinem




2. Fie X, si X, solutiile ecuatiei 2X2 - 4X + 1= 0si S, = X{' + XJ, unde n este numar
natural nenul.
a) Demonstreaza ca 25, - 4S,+ 5, = 0.
b) Demonstreaza ca 2S, - 4S,, +S,., = 0, pentru orice numar natural n > 3.
¢) Scrie o ecuatie de gradul al doilea care are solutiile y, = X si y, = X5.
Rezolvare:
a) Cum X, si X, sunt solutiile ecuatiei 2X2 - 4X + 1= 0, rezulta ca:
2X2-4X,+1=0|-X; = 2X} - 4X? + X, = 0; (6)
2X2-4X,+1=0|-X, = 2X3 - 4X7 +X,=0.(7)
Prin adunarea egalitatilor (6) si (7) obtinem 2(X3 + X3) - 4(X? + X2) + (X,+ X,) = 0,
de unde rezulta 25, - 45,+S,=0.
b) Cum X, si X, sunt solutiile ecuatiei 2x? - 4X + 1= 0, pentru n € N, n 2 3, obtinem:
2X2=4X,+1=0 |- X2 = 2X] - 4XP7 + X772 = 0; (8)
2XZ=4X,+1=0 |- X§2 = 2XJ - 4X77 + X772 =0.(9)
Prin adunarea egalitatilor (8) si (9) obtinem
20x7 + X7) = 4(XP7 + XJ) + (X,"2 + X,"2) = 0, de unde rezulta 2S, - 4S,,+S,,=0
pentruneN,n23.
) O ecuatie de gradul al doilea care are solutiile Yy, = X7 si Y, = X; este
y?-Sy+P=0,undeS=Y,+Yy,siP=Y,-Y, ObservamcaS=Yy,+Y,=X} +X3 = Ss.
Pentru a calcula S;, vom determina S, si S,, iar apoi vom determina S, si S,

folosind relatia 25, - 4S,, + S, = 0, pentru orice numar natural n 2 3.

Relatiile lui Viéte pentru ecuatia 2X? - 4X + 1= 0 sunt: X, + X, =2, X; - X, = %,
deci S, =2.

Sy=XEe X=X+ X)) - 2%, X, =3

25,-45,+5,=0=5,=25,-75,=6-1=5

25,-45,+5,=05,225,-15,=7
1

25,48, +$;=0= 5,25, -5

53:?

A
Py, X b= (3 -2
0 ecuatie de gradul al doilea care are solutiile y, = X7 si Yy, = X; este
y?- %y + 31—2 = 0, care este echivalenta cu ecuatia 32y? - 464y + 1= 0.

Aplic €

1. Scrie relatiile lui Viéte pentru urmatoarele ecuati:

a)X2-5X+1=0; Q(X+1)2-2x-1)=2
b) X2-3X =0; d)X-12-(X-2)2X+1)-3=X+4.
2. Scrie o ecuatie de gradul al doilea care are solutiile X, si X,.
a)X,=-2, X,=3; )X, =V5-2, X,=+5+2; e)X,=0, X,=-5;

b) X, =3, X,=1-3; d)x1=%, X, = - &4 f)x1=x2=—%.
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. Fie X, si X, solutiile ecuatiei X? - 2X - 1= 0. Calculeaza fara a rezolva ecuatia:

) 3 3 X -1 X, -1
a)X1+X2 X1X21 d)x1_2+xz_21 g)xz_,_z X1+2'
b) 2X, + 3X,X, + 2X,; )x12+x22; h) X3 + X3;
1,4 X1, %, %, %
9 X, "X, f XXy )Xz X2
. Fie X, si X, solutiile ecuatiei 2X? - 4X + 1 = 0. Calculeaza:
)x1+x2_ )2x1 2X, ) Xi+1 X+
VXX, X, F X X+ X+ 1
4X, X, 4 4 X;#3X, X, +3X,
b) 3%, 3% D3 9%,+3  Daxex, 3G+%,
. Fie X; si X, solutiile ecuatiei X? - 8X + 4 = 0. Calculeaza:
a) X2 + X2; b) X3 + X3; ) X+ X d) VX +X; .
. Fie X; si X, solutiile ecuatiei X2 - 3X + a = 0, unde a este numar real, a < %
Determina valorile numarului real a pentru care:

3 3
a)X12+X2=3; d)X13+X2=3; g)m"'m:ﬁ;
b) X;+ X, < X;Xy; e) X + X5 = 161; h)l2 =2

X2 X2
X, X, X1+ 2%, Xp* 2% _

< fxp-x3=12 )

9 =2X, - 2X, X+ X, 2K+ X

. Fie X, si X, solutiile ecuatiei 2X*> - (m + DX - 3 = 0, unde m este numar real.

Determina numarul real m pentru care:

A =2 O) (X, + 2%, + (X, + 2X, = 8.
b) (X, +2)? + (X, +2)2=11;

Fie X, si X, solutiile ecuatiei X? - 4X +2 = 0. Calculeaza:

X3+ X2+2X, -1 X3+X2+2X,-1
a) . 1 + 1 : d) 1 1_ 1 L2277 i 2 :
X+ Xi+1 X5+ X, +1 X, -1 X, -1

)x2+2x1 X3 +2X, e)3x13+x12—4x1+3+:~3x23+x22—4x2+3.
X,-2  X,-2' 2X3+ X, + 4 2+ X, v 4

(=3

XZ+3X,th XF+3X,vh

XP+X3=X, 42 Xy+X3-X,+2
+
X2-3X,+2 X2-3X,+2'

X3+2X,+1 X3+2X,+1

o)y f)

. Fie X, si X, solutiile ecuatiei 2X2 - 5X + 3 =0si S, = X!' + XJ, unde n este numar

natural nenul.
a) Calculeaza S, S,, S5, S, si Se.
b) Demonstreaza cd 2S, - 5S,., + 3S,., = 0, pentru orice numar natural n > 3.

10. Fie X, si X, solutiile ecuatiei - X2+ 3X + 3 = 0. Scrie 0 ecuatie de gradul al doilea

care are solutiile y, si y,, stiind ca:

X,+3 X, +3

a) Yy =X+ 2%, Y, = Xy + 2Xy; d)y,= 2X, +1'y2 2X2+1;
1

b)Y =Xz, Y, = X3; e)y1=X13+ﬁ:y2=X2+ﬁ}
i 2

RSV I
C))/1'2+X2'yz'2+x1'

0y, =X+ X0, Y, =X+ XE.
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2.5. Sisteme care contin ecuatii de gradul al doilea;
interpretare geometrica

Descopar

Un designer doreste sa creeze un panou publicitar dreptunghiular a carui suprafata
are aria egala cu 12 m% Pentru a putea fi montat pe un suport metalic existent,
patratul distantei dintre colturile opuse ale panoului trebuie sa fie 25 m? Determina
dimensiunile panoului.

Invat

a,X+b,y+c,=0

« Sisteme de ecuatii forma (S) { )
’ y=a, X?+b,X+¢,

,ay,by,c,0a,b,c,€R,a,#20
Evident ca a, si b, nu sunt ambele nule.
Rezolvarea acestui tip de sisteme se face prin metoda substitutiei.

. o L . . (' . -
Daca b, = 0, atunci prima ecuatie a sistemului este a,X + ¢, = 0, de unde rezulta X = - 0—11. Inlocuind pe X in

cea de-a doua ecuatie, obtinem Y. Deci sistemul are o singura solutie.

. - . . . . . a ¢ - . &
Daca b, # 0, atunci, din prima ecuatie a sistemului obtinem Yy = - b—1x - b_1 Inlocuind pe Y in cea de-a doua
1 1
a,, G
= - —X - —
V275775,

ecuatie, obtinem sistemul echivalent , iar numarul de solutii ale

a c
aZX2+<b2+b—1>X+(b—:+c2)=0

. . < .. - a c
sistemului (S) este dat de numarul de solutii ale ecuatiei a,X2 + (b2 * b—1>X * (b—1 * c2> = 0.
1 1
Cum, intr-un sistem de axe ortogonale, reprezentarea grafica a multimii solutiilor ecuatiei a,X + b,y + ¢;= 0
(a,, b, ¢, € R) este o dreapta d, iar reprezentarea graficd a multimii solutiilor ecuatiei y = a,X? + b,X + ¢,
(a,b,c, € R, a, # 0) este o parabold P, reprezentarea grafica a multimii solutiilor sistemului (S) este
formata din punctele de intersectie dintre dreapta d si parabola 9. Avem urmatoarele situatii:

y y y
/ P
A% N\
0 X d
0 X
& N\ 0 X
Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Dreapta d intersecteaza parabola 9 in doua puncte distincte (dreapta d este secanta parabolei %) daca
si numai daca sistemul (S) are doua solutii distincte (figura 1).
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2. Dreapta d intersecteaza parabola & intr-un singur punct (dreapta d este tangenta la parabola ) daca
si numai daca sistemul (S) are o singura solutie (figura 2 de la pagina anterioard).

3. Dreapta d nu intersecteaza parabola 9 (dreapta d este exterioara parabolei 9%) daca si numai daca
sistemul (S) nu are o nicio solutie (figura 3 de la pagina anterioara).

EXEMPLE:
3 C s . o L [X-Yy+3=0
1. Sa rezolvam si sa interpretam geometric sistemul de ecuatii Yex2ex-1
X-y+3=0 (y=x+3 y=X+3 1
5 < < |
y=X2+X-1" Ix+3=x2+x-1 X2-4=0 \&
Ecuatia X? - 4 = 0 are solutiile X, = -2 si X, = 2. Atunci avem Y, =1si Y, = 5. \

Multimea solutiilor sistemului de ecuatii este {(-2, 1), (2, 5)}.

[
Interpretare geometrica: Dreapta d din figura &4 este reprezentarea grafica a / /

functiei f: R — R, f(X) = X + 3, iar parabola & este reprezentarea grafica a <7 -:1;?-’ e
functiei g : R — R, g(X) = X2 + X - 1. Dreapta d intersecteaza parabola & in a
punctele de coordonate (-2, 1) si (2, 5). Figura 4

2. Sa rezolvam si sa interpretam geometric sistemul de ecuatii {;Xz_xz 170
2X-y-1=0 (y=2X-1 y=2X-1

{y=x2 {2x—1=x2(1> X2-2X+1=0

Ecuatia X? - 2X + 1= 0 are solutia dubla X, = X, = 1. Atunci avem y, =Y, = 1.

Multimea solutiilor sistemului de ecuatii este {(1, 1)}.

Interpretare geometrica: Dreapta d din figura 5 este reprezentarea grafica a

functiei f: R — R, f(X) = 2X - 1, iar parabola 9 este reprezentarea grafica a

functiei g : R — R, g(X) = X2 Dreapta d intersecteaza parabola & in punctul

de coordonate (1, 1).

. .. . . . [X-Yy-5=0
3. Sa rezolvam si sa interpretam geometric sistemul de ecuatii {y e
X_y_5=0 y:X—5 {y:x-s II I.:I. I|
s & Wi Y 2u
y=X+4 X-5=X2+4 |X2-X+9=0 W £ ™
. . . . L . Vet ]
Ecuatia X? - X + 9 = 0 nu are solutie, deci multimea solutiilor sistemului Xl
de ecuatii este @. H ‘ If
hey
Interpretare geometrica: Dreapta d din figura 6 este reprezentarea W
graficaafunctieif:IR — R, f(X)= X - 5, iar parabola & este reprezentarea 1

X

T

grafica a functiei g : R — R, g(X) = X2 + 4. Dreapta d nu intersecteaza ~ * ~‘°* *

parabola & . Figura 6

« Sisteme simetrice

Definitia 1. O ecuatie cu necunoscutele X si y se numeste simetrica daca nu se modifica prin inlocuirea lui
XcuysialuiycuX.

OBSERVATIE.

Daca o ecuatie simetrica admite solutia (X, Y,), atunci admite si solutia (Y, X).
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Definitia 2. Un sistem format din ecuatii simetrice se numeste sistem simetric.

in continuare vom prezenta rezolvarea unor tipuri speciale de sisteme simetrice.
X+y=S§
Xy=P
X+y=S
Xy =P

» Sisteme de ecuatii de tipul {

Rezolvarea sistemelor de tipul { se face prin rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea t? - St + P = 0.

EXEMPLU:
A mahAm sl ¢ g [xy=-3
a rezolvam sistemul de ecuat;.ll Xy =-10 .

Scriem ecuatia t2 - St + P= 0, adica t> + 3t - 10 = 0.

Rezolvam ecuatia t2 + 3t - 10 = 0 si obtinem t, = - 5si t, = 2, de unde rezulta ca sistemul are solutiile (-5, 2)
si (2, -5).

X2+y2=a

« Sisteme de ecuatii de tipul { ,a,beR
' Xy=b

X2+y?=aqa

Pentru rezolvarea sistemelor de tipul {X b ,a, b € R, se introduc doua necunoscute noi, S =X + Y si

S?-2P=a

P = Xy, si se exprima ecuatiile sistemului in functie de aceste necunoscute. Sistemul devine { P ,

X2+y2=5

Xy =-2

S2-2P=5
p=-2
X+y=-1
Xy =-2
Obtinem t, = -2 si t, = 1, de unde rezulta ca sistemul are solutiile (-2, 1) si (1, -2).

Notam S =X + Y si P = Xy. Sistemul devine { ,deunderezulta S=-1siP=-2sauS=1siP=-2.

Pentru S = 1si P = -2, rezolvam sistemul { . Tn acest sens, scriem si rezolvam ecuatia t2 + t - 2 = 0.

X+y=1
Xy =-2
Obtinem t, = 2 si t, = -1, de unde rezulta ca sistemul are solutiile (2, -1) si (-1, 2).

Pentru S =1si P = -2, rezolvam sistemul { . Tn acest sens, scriem si rezolvdm ecuatia t> - t - 2 = 0.

X2+y2=5

Xy = 2 sunt: (-2, 1), (1, -2), (2, -1) si (-1, 2).

Asadar, solutiile sistemului de ecuatii {

Pentru rezolvarea unui sistem simetric se introduc doua necunoscute noi, S = X + Y si P = Xy, si se
exprima ecuatiile sistemului in functie de aceste necunoscute.
EXEMPLU:
. N L[ XHY XY =TT
Sa rezolvam sistemul de ecuatii ¢, =, _
T x2+y2=13
S+P=1

Prin introducerea necunoscutelor noi, S = X + Yy si P = Xy, sistemul devine {52 _ope13
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{S+P=11 @{P=11—S @{P=11—5 @{P=11—S @{P=11—S©
S$2-2P=13 §2-2(n-5)=13 S$2+25-22=13 S$2+25-35=0 Se{-7,5}
{P=18wu{P=6

S=-7 S=5

X+y=-7 . o . .

Daca S = -7 si P = 18, rezolvam sistemul {Xy _1g - Inacestsens,scriem si rezolvam ecuatia t2 + 7t + 18 = 0,
care nu are solutie.

X+y=5

Xy = 6 .Tn acest sens, scriem si rezolvam ecuatia t - 5t + 6 = 0.

Daca S = 5si P = 6, rezolvam sistemul {

Obtinem t, =2 si t, = 3, de unde rezulta ca sistemul are solutiile (2, 3) si (3, 2).
X+y+Xy=1

Asadar, sistemul de ecuatii {X2 +y2=13

are solutiile (2, 3) si (3, 2).

ax2+bxy+cy*=d

mx2+an_'_pyz:qyayb,C,d,m,n,p'qE]R

« Sisteme omogene de forma {

Pentru rezolvarea acestui tip de sisteme, se disting mai multe metode, in functie de natura termenilor liberi
(dsiq).
. Daca d = 0'si g = 0, atunci sistemul admite solutia (0, 0). Daca X # 0, impartim ambii membri ai uneia dintre

ecuatii la X2 si, notand % = t, obtinem o ecuatie de gradul al doilea. Daca aceasta are solutiile t, si t,, in

cealalta ecuatie a sistemului inlocuim Y, pe rand, cu t,X si t,X si determinam Y in fiecare caz.
EXEMPLU:
. L L [2X2-4xXy +2y?2=0
Sa rezolvam sistemul de ecuatii § _
X2+ XYy-2y2=0
Sistemul admite solutia (0, 0). Fie X # 0. Impartim ambii membri ai primei ecuatii la X* si obtinem
2
2-4- ¥ +2- (%) = 0. Notand ¥ = t, obtinem ecuatia 2 - 4t + 2t>= 0, care are solutia t = 1.
y

Daca ¥ =1, atunciy = X. inlocuind in a doua ecuatie a sistemului, obtinem ecuatia X2 + X? - 2x? = 0, care are
ca solutie orice numar real. In acest caz, sistemul are solutii de forma (k, k), unde k € R.

II. Daca d # 0 si g = 0, sistemul nu are solutia (0, 0). impartim ambii membri ai primei ecuatii la X2 si, notand
¥ = t obtinem o ecuatie de gradul al doilea. Daca aceasta are solutiile t, si t,, in cealalta ecuatie a sistemului
inlocuim Y, pe rand, cu t,X si t,X si determinamy.

EXEMPLU:
3X2-4Xy +y2=0

Sa rezolvam sistemul de ecuatii
' {xuzw=12

2
Sistemul nu admite solutia (0, 0). Impartim ambii membri ai primei ecuatii la X2 si obtinem 3 - 4 - ¥ + ()%) = 0.

Notand % = t, obtinem ecuatia 3 - 4t + t? = 0, care are solutiile t, = 1si t, = 3.

Daca % =1, atunci Y = X. Inlocuind n a doua ecuatie a sistemului obtinem ecuatia X2 + 2x2 = 12, care are
solutiile X, = -2 si X, = 2. Pentru X, = -2 obtinem Y, = -2, iar pentru X, =2 obtinem Y, = 2. In acest caz, sistemul
are solutiile (-2, -2) si (2, 2).
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Daca ¥ = 3, atunci Y = 3X. Inlocuind Tn a doua ecuatie a sistemului, obtinem ecuatia X2 + 18X? = 12, care are

solutiile X, = 2¥;§ iX;= 2\1/9_ Pentru X, = 2\/_ obtinemy, = - %95_, iar pentru X, = 2\/_ obtinem
Y, = 6\/_ .Tn acest caz, sistemul de ecuatii are solutiile (— g, - %?) si <%, %)
Asadar, sistemul de ecuatii are solutiile: (-2, -2), (2, 2), <— 2;/3_7, - 6;/95_7> Si <2¥?,6¥§7>.

OBSERVATIE.

Daca g # 0 si d = 0, sistemul de ecuatii se rezolva asemanator cazului II.

lll. Daca d # 0 si g # 0, facem transformari ale celor doua ecuatii astfel incat, prin adunare sa obtinem
termenul liber egal cu 0. Scriem un nou sistem format din ecuatia nou obtinuta si una dintre ecuatiile
sistemului initial si il rezolvam conform cazului I1.
EXEMPLU:

y L L[ X2-2Xy +3y2=9
Sa rezolvam sistemul de ecuatii

" X?-4Xy +5y2=5
X2-2Xy +3y%?=9]-5 5X? - 10Xy + 15y2 = 45
X2- 4XY +5y2=5 |- (- 9 < -9X2+ 36XY - 45y? = - 45

- 4X2+26XY - 30y2 = 0 < 2X2- 13Xy + 15y%=0
L . [2x2-13xy + 15y2=0
Rezolvam sistemul de ecuatii
" | X?-4Xy +5y2=5

2
Impartlm ambii membri ai primei ecuatii la X? si obtinem 2 - 13 - y x+15- (y> = 0. Notand ¥= t, obtinem

2 1

ecuatia 2 - 13t + 15t2 = 0, care are solutiile t, = 3 sit,=z.

Daca ¥ = %, atunciy = %X. Inlocuind in a doua ecuatie a sistemului obtinem ecuatia X2 = 9, care are solutiile

X, = -3 si X, = 3. Pentru X, = -3 obtinem Yy, = -2, iar pentru X, = 3 obtinem Y, = 2. In acest caz, sistemul are
solutiile (-3, -2) si (3, 2).

Daca ¥ = %, atunci y = 1X Inlocuind in a doua ecuatie a sistemului, obtinem ecuatia 2X2 = 25, care are
solutiile X, = - % Si X, = 5\/— . Pentru X, = 5\/_ obtinemy, = \/27 iar pentru X, = i obtinemy, = \E.
In acest caz, sistemul are solu’giile (— %5, - g) si <5\2/_,\/2_>

Asadar, sistemul are solutiile: (-3, -2), (3, 2), (— %i, —\/2—5) si (%?g)
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Aplic
1. Rezolva si interpreteaza geometric urmatoarele sisteme de ecuatii:
) 4X-Y-1=0 2X+Yy+5=0 ) X-y+5=0
Y y=x2-2x+8’ y=-X2eax-1 S \y=x2-3x+ 1
) 3X+3y+1=0 3X-2y+7=0 ) 5X-2y+1=0
y=-X2-2x-1 y=x2-x-1" y=X2-4X+5

2. Rezolva urmatoarele sisteme de ecuatii:

X+y=5 X+Yy=4 X+y=4
A ){xy 6 ' C){xy=4 ' e){xy=1
X+Yy= X+Yy=6
{ =-12 7 d {xy=7 '
X2+Yy2=25 ) X2+y2=8 ) X2+Yy2=34
xy=12 ' “A\xy=6 xy=1
{x2+y2-10 ) x2+y2=13
d ;

X xy=%

y+Xy=19 X2 Xy+y?=7
{ X2+yr=34 X2+3Xy +y2=11
X+y+Xy=7 " 2X2-Xy +2y?=15
{x+y 30 X2+ Xy +y2=7
X2+Xy+y?=0 b) X2-3Xy+2y?=0 ) X2 - 5XY +6Yy?=0
X2-y2=0 ' X2-4Xy +3y%2=0 ¢ X2-3Xy +2y2=0
X2-3Xy +2y%2=0 b) X2-Xy-2y?=0 ) X2 - 4XYy +3Yy2=0
X2+ Xy +y?2=7 ’ 2x2-3y?=5 ' ¢ X2+y2=10

2X2+3Xy +4y?=18
3X2-2Xy +5y2=13’

X2+ 4XYy +2y?=23
5X2-3Xy +y2=37'

of

3X2+2Xy +5Yy2=27
4X2-XYy +3y2=14

. Un gradinar doreste sa amenajeze un strat de flori de forma dreptunghiulara. El
stie ca are nevoie de un gard cu lungimea totala de 10 m pentru a inconjura
stratul si ca aria suprafetei destinate florilor trebuie sa fie egala cu 6 m%
Determina lungimea si latimea stratului de flori.
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Investigatie: ,,Secunda care salveaza vieti”

Intr-un scenariu de urgenta din trafic, in care timpul de reactie a conducdtorului auto este considerat
neglijabil, distanta de oprire depinde exclusiv de capacitatea mecanica a vehiculului de a disipa

2
energia cineticd. Distanta de oprire (in metri) este modelata de functia d : [0, 70) — [0, + ®), d(v) = VZ'
unde v reprezinta viteza vehiculului (exprimata in m/s).

Extragerea datelor si studiul proprietatilor

Utilizeaza un instrument digital (GeoGebra sau Desmos) pentru a trasa graficul functiei d.

Care este domeniul de definitie al functiei d? Ce reprezinta acesta?

Determina numarul de solutii ale ecuatiei d(X) = 0. Interpreteaza semnificatia rezultatului.
« Precizeaza monotonia functiei d. Ce se intampla cu distanta de oprire pe masura ce viteza creste?
» Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are abscisa egala cu 20?

» Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are abscisa egala cu 40?

De cate ori a crescut distanta daca viteza s-a dublat?

Daca viteza este v =2 m/s, care este distanta necesara pentru oprire?

« Daca viteza este v = 16 m/s, care este distanta necesara pentru oprire?

Analiza critica si Optimizare

» Un obstacol apare la 4 m distanta. Folosind reprezentarea grafica, determina viteza cu care se
poate deplasa o masina pentru a opri in siguranta exact in fata obstacolului si a evita impactul.

» Un obstacol apare la 25 m distanta. Care este viteza maxima cu care se poate deplasa 0 masina
pentru a opri in siguranta?

» Un obstacol apare la 300 de metri distanta. Poate evita obstacolul o masina care se deplaseaza cu

144 km/h?

« Compara distanta de oprire pentru v =10 m/s (36 km/h) si v =20 m/s (72 km/h). Desi viteza doar s-a
dublat, cu cati metri a crescut distanta de oprire?

» De ce este mult mai periculos sa cresti viteza de la 108 km/h la 144 km/h decat de la 36 km/h la
72 km/h, desi in ambele cazuri diferenta dintre viteze este de 36 km/h?
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Recapitulare intermediara

Exercitii recapitulative

1. Se considera functiaf: R — R, f(X) = X2 - 6X - 8.

a) Determina forma canonica a functiei f.

b) Determina axa de simetrie a reprezentarii grafice a functiei f.
c) Determina valoarea minima a functiei f.

d) Precizeaza monotonia functiei f.

e) Determind coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si axele de
coordonate OX si Oy.

f) Reprezinta grafic functia f.

g) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = -17.

h) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 32.

i) Determina valorile numarului real m pentru care ecuatia f(X) = mX - 9 nu are solutii.

. Se considera functiile f: R - R, fiX) =-X2-2X+3,sig: R — R, g(X) = X2 - 3X.

a) Determina distanta dintre punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa OX.

b) Verifica daca punctul A(-1, 6) apartine reprezentarii grafice a functiei f.

c) Determina valorile numarului real m pentru care punctul A(1, -2m?) apartine reprezentdrii grafice a
functiei g.

d) Determina imaginea functiei g.
e) Determind coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarile grafice ale functiilor f si g.
f) Determina valorile numarului real m pentru care ecuatia f(X) - 2mx - 5 = 0 are doua solutii distincte.

g) Determind semnul functiei g.

. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile:

X2-2X-8
a)X2-3X-4>0; C)X2+5X-32-X+5; e)—X2—3X+4SO;
-x2 - . 2 2. . 4X2-9X+3
b) -X2+6X - 9<0; d) (X2 +2X)(x2- 1) < 0; R v

. Se considera functia f: R > R, f(X) = X2 - (m + 3)X - m + 1, unde m este numar real. Determina valorile

numarului real m pentru care reprezentarea grafica a functiei f este situata deasupra axei OX.

. Se considera functiaf: R — R, f(X) = (m - 3)X? - (m - 4)X + m - 2, unde m este numar real, m # 3. Determina

valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OX in doua
puncte distincte.

. Determina valorile numarului real nenul m pentru care functiaf: R — R, fiX) = mx?+(m?-3m - 2)X + 1, este

descrescatoare pe (-, 1.

. Fie X, si X, solutiile ecuatiei X2 + 3X - 3 = 0. Calculeaza fara a rezolva ecuatia:

. — 9% 2 ,_2 . X1, X,

a) - 2X, + 5X,X, - 2X;; R e ¢ &%t
X, 41 X+ 1 X3+ XZ-4X,+3 3XF+XZ-4X,+3
Y _a\2. 1 2 . 1 1 1 2 2 2

) (x; -3+ (%, -3 )% =3 2%, -3 T S A Y IS )
. Rezolva si interpreteaza geometric urmatoarele sisteme de ecuatii:

X-y+1=0 2X+Y-1=0
a) ) ; b) ) :

y=X2-X-2 y=X2+4X+8
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9. Rezolva urmatoarele sisteme de ecuatii:

X+y=1 X+y+Xy=1 X2 - 4Xy +3y2=0
a {Xy=-12; ¢ {X2+y2=‘|3 ' e){ZXz_y2=7 '
b){x2+y2=26. ; {x2—5xy+6y2=0' f{x2+xy+y2=7

Xy =5 ’ X2-3Xy +2y?=0" 3XZ-Xy+y2=11"

10. Tntr-un studiu sociologic, s-a urmarit numarul de mentionari zilnice pe platformele sociale pentru doua
curente de opinie A si B. Studiul s-a desfasurat pe parcursul a 10 zile. Evolutia numarului zilnic de
mentionari pe platformele sociale asociate opiniilor A si B este modelata prin functiile f si g. Reprezentarile
grafice ale celor doua functii sunt redate in figura 1. Pe axa OX este reprezentat timpul (exprimat in zile),
iar pe axa QY este reprezentat numarul de mentionari zilnice (exprimat in sute).

a) Care este domeniul de definitie al functiilor f si g? Ce

. 33
reprezinta acesta? 3
b) Determina functiile f si g. 31
c)Determina coordonatele punctelor de intersectie a 30
reprezentarii grafice a functiei f cu axa OX. Ce semnifica 29
aceste puncte? i:
d) Identifica punctele de extrem ale reprezentarilor grafice 26
ale functiilor f si g si precizeaza coordonatele acestora. Ce 25
semnificatie au aceste puncte? 94
e) Care este multimea valorilor functiei f? Ce semnificatie 23
are aceasta multime? =
f) Care este multimea valorilor functiei g? Ce semnificatie i;
are aceasta multime? 19
g)Determina intervalele de monotonie ale functiei f. 18
Interpreteaza aceste intervale din punctul de vedere al 17
interesului publicului. 16
h)Determind intervalele de monotonie ale functiei g. :i
Interpreteaza aceste intervale din punctul de vedere al 13
interesului publicului. 12
i) Determina in ce zile numarul de mentionari zilnice pentru 11

opinia B a fost de 800. 1

j) Determind in ce interval de timp numarul de mentionari
zilnice pentru opinia A a fost de cel putin 1600.

k) Identifica punctul de intersectie a celor doua curbe,
precizeaza coordonatele acestuia si explica semnificatia
acestuia.

1) Rezolva inecuatia f(X) < g(X). Ce concluzie poate trage un
sociolog despre dominanta uneia dintre cele doua opiniiin
acea perioada?

= K & £ th O ~ 8 © o

S0l0n 2 3 4 8 8 7 & 910

Figura 1
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Imi incerc puterile

Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A. Valoarea maxima a functiei f: R — R, f(X) = -2X? + 5X - 2 este:

) _3. 9. 3
a)_gy b) 2! C)81 d)4
(10 p.) B. Numarul real m pentru care punctul A(m, m?) apartine reprezentarii grafice a functiei
f:R = R, f(X)=X?+5m -5, este:
a) 0; b) 1; )2 d) 3.
(10p.) C. Multimea valorilor numarului real nenul m pentru care ecuatia mx2 + 6(m + )X +9m +15=0
nu are solutie este:
a) (-o0, -3); b) (-o0, 3); c) (-3, 0); d) (-3, + ).
Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvdrile complete.

60 de puncte 1. Se considera functiile f: R — R, f(X) = -X2-2X+3,sig: R - R, g(X) = X2 - 4X - 9.

(10 p.) a) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarile grafice ale
functiilor fsi g.

(10 p.) b) Determina valorile numarului real m pentru care f(X) - mX < 4, pentru orice numar real X.

(10 p.) 2. Fie X, si X, solutiile ecuatiei X?> - 4X + a = 0, unde a este numar real, a < 4. Determina

numarul real a pentru care X? - X2 = 12.
(10 p.) 3. Determina functia de gradul al doilea f: R — R a carei reprezentare grafica are varful
V(2, 3) si trece prin punctul A(0, 7).

(10 p.) 4. Se considerd functia f: R — R, f(X) = X2 - (m + DX + m + 2, unde m este numar real.
Determina valorile numarului real m pentru care reprezentarea grafica a functiei f este
situata deasupra axei OX.

(10 p.) 5. Determina valorile numarului real m pentru care functia f: R — R,
f(X) = X2 - (3m - 5)X - 2m, este crescatoare pe intervalul [1,+0).

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii 0 nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceste lectii.
LA SFﬁR$ITUL ACESTOR LECTII: 5foarte bine 4bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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3.1. Functia putere cu exponent intreg

Descopar

1. Se considera un cub cu muchia de lungime X cm (X € R, X > 0).
a) Exprima volumul cubului in functie de X.
b) Scrie functia f care exprima volumul unui cub n functie de lungimea muchiei sale.
c) Ce se intampla cu volumul cubului daca lungimea muchiei sale se dubleaza?
d) Ce se intampla cu volumul cubului dacd lungimea muchiei sale se
injumatateste?
e) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital (GeoGebra/
Desmos).

f) Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate? Justifica
raspunsul.

g) Functia f este crescatoare sau descrescatoare?

2. Intr-un experiment de fizica, intr-un cilindru prevazut cu un piston mobil se afla
12 g de gaz. Prin deplasarea pistonului, volumul V al gazului se modifica, iar
densitatea acestuia p variaza conform relatiei p = 12V,

a) Scrie functia f care exprima densitatea gazului in functie de volumul acestuia.
b) Care este domeniul de definitie al functiei f? Justifica raspunsul.

¢) Reprezinta grafic functia f folosind un instrument digital (GeoGebra/Desmos).
d) Ce se intampla cu densitatea gazului atunci cand pistonul este ridicat (volumul
creste)?

e) Functia f este crescatoare sau descrescatoare? Ce proprietate a gazului
reflecta aceasta dependenta?

f) Ce se intampla cu densitatea gazului daca volumul acestuia se dubleaza? Dar
daca volumul se injumatateste?

g) Ce se intdmpla cu densitatea cand comprimam gazul, astfel incat volumul sa
devina foarte mic?

h) Ce se intampla cu densitatea gazului cand volumul acestuia creste foarte mult?

i) Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate?
Interpreteaza raspunsul.



UNITATEA 3 Functii

Invat

Definitia 1. Fie n un numar natural nenul. Functia f: R — R, f(X) = X", se numeste functia putere de gradul n.

OBSERVATII.
1. Daca n =1, atunci obtinem functia f: R — R, f(X) = X, care este o functie de gradul intai.

2. Daca n =2, atunci obtinem functia f: R — R, f(X) = X?, care este o functie de gradul al doilea.

Functia putere cu exponent natural par @

Fie f: R - R, fiX) = X", n € N", n numar par, functia putere cu exponent natural par. Cum n este numar
natural par nenul, existd un numar natural nenul k, astfel incat n = 2k. n acest caz putem scrie functia f
astfel: f: R - R, fiX) =X*, ke N".

Se considera functiileg: R - R, g(X) = X?si h: R = R, h(X) = X*.
Vom reprezenta grafic cele doua functii in acelasi reper cartezian X0y
(figura 1), folosind tabelul de valori de mai jos.

X -3 -2 -1 0 1 2 3 g
g(X) = X? 9 4 1 0 1 4 9
h(x) = X* 81 16 1 0 1 16 81
Reprezentarea grafica a functiei f: R - R, fiX)= X* k € N", are o
comportare asemanatoare cu reprezentarile grafice ale functiilor 1

g:R->R,gX)=X%sih:R - R, h(X) = X“

Studiind reprezentarile grafice din figura 1, deducem urmatoarele = 2 1001 2 3 4
proprietati ale functiei putere cu exponent natural par f: R — R, oL
fiX)=Xx%*,keN" Figura 1

+ Multimea valorilor functiei f este [0, + o).

Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate OX si Oy in punctul 0(0, 0).

Functia f este functie para.

Reprezentarea grafica a functie f este simetrica fata de axa Oy.

Functia f este convexa.

Functia f este strict descrescatoare pe intervalul (- o, 0] si strict crescatoare pe intervalul [0, + o).
o f(X) 2 0, pentru orice numar real X.

» Functia f nu este injectiva.

» Functia f nu este surjectiva.

In continuare vom demonstra cateva dintre aceste proprietati.

Teorema 1. Functia f: R — IR, fiX) = X%, k € N", este functie para.
Demonstratie:
Cum f(-X) = (- X)% = X2 = f(X), pentru orice numar real X, rezulta ca functia f este para.

N 168



Functii UNITATEA 3

Teorema 2. Functia f: R — IR, fiX) = X%, k € N’, este strict descrescatoare pe intervalul (-co, 0] si
strict crescatoare pe intervalul [0, + ).

Demonstratie:
Fie X;, X, € (-0, 0], X, # X,. Atunci,

o) = o)X= ()= 00)" 08 - XBI06)" + ()28 o+ ()] _
X~ X, - X=X, T X=X, - X, - X%, =

(X4 = X)Xy + X)) [()(12)’?_1 +(XP2XT Lt (Xzz)H] _
= X=X,

(%0 * %) [0+ ()2 X+ .+ ()] <.
<0 >0

Cu

intervalul (- o, 0].

fx) - f%) It ¢ funct e 3
M=y =%, <0, pentru X, X, € (-0, 0], X; # X,, rezulta ca functia f este strict descrescatoare pe
Fie X,, X, € [0, + ), X, # X, . Atunci:

f(X ) —f()( ) X2k - w2k ) ] ]
=X = XX = (K Xa) [ (kB2 X+ .+ ()] >0,

>0 >0

Cu

intervalul [0, + o).

m % > 0, pentru orice X,, X, € [0, +®), X, # X,, rezulta ca functia f este strict crescatoare pe
Functiaf: R — R, f(X) = X%, k € N°, nu este injectiva.

Demonstratie:

Fie X,, X, € R, astfel incat f(X,) = f(X,).

fiXp) = f(Xy) = X2 = X2k = (X2 - X2)[(XD)e T + (X2)F2- X2 + ..+ (X2)FT] =0 = X2 - X2=0 =

= X, = X, sau X, = - X, = Functia f nu este injectiva.

Functia putere cu exponent natural impar @

Fief:R — R, fiX) = X", n € N*, n numar impar, functia putere cu exponent natural impar, n 2 3. Cum n este
numar natural impar, n 2 3, exista un numar natural nenul k, astfel incat n = 2k + 1. In acest caz, putem scrie
functia fastfel: f: R - R, fiX) = X%, k € N*.

Se considera functiileg: R - R, g(X) = X3, sih: R - R, h(X) = X>.

Vom reprezenta grafic cele doua functii in acelasi reper cartezian X0y, folosind tabelul de valori de mai jos
(a se vedea figura 2 de la pagina urmatoare).

X 21| o]l 1|2
gx¥=x> -8 1 0 1 8
h=x5 -2 1 0 1 32

Reprezentarea grafica a functiei f: R — R, f(X) = X%, k € N*, are un comportament asemanator cu
reprezentarile grafice ale functiilorg: R — R, g(X) = X3,si h: R — R, h(X) = X°.
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Studiind reprezentarile grafice din figura 2, deducem i

urmatoarele proprietati ale functiei putere cu expo- e

nent natural impar f: R — R, f(X) = X% k € N*: !
08

» Multimea valorilor functiei f este R.

b v (11 g h

» Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza 04

axele de coordonate OX si Oy in punctul 0(0, 0). o2

» Functia f este functie impara. H2 N o8 020|Q02 04 D6 0B 1 12 14 7
=02

» Reprezentarea grafica a functiei f este simetrica -

fata de originea reperului cartezian. !

« Functia f este convexd pe intervalul [0, + o) si este bk

concava pe intervalul (- o, 0] . = , 1u

» Functia f este strict crescatoare pe RR. -12

« Functia f este bijectiva. Figura 2

« f(X) <0, pentru orice numar real X € (-, 0).

« f(X) >0, pentru orice numar real X € (0, +co).

e f(X)=0<X=0.

in continuare vom demonstra cateva dintre aceste proprietati.

Teorema 3. Functia f: R — R, f(X) = X%, k € N*, este functie impara.

Demonstratie:

Cum f(-X) = (-X)%1 = -X21 = -f(X), pentru orice numar real X, rezulta ca functia f este impara.
Teorema 4. Functia f: R — R, f(X) = X%, k € N*, este strict crescatoare pe R.
Demonstratie:

Fie X;, X, € R, X; # X,.

JXa) = FXg) _ XERT = XZRT (X, = X)(XPE + PTG+ + Xy 3K 4 XF)
X X, T %X, - X=X, -

= y2k 2R-1 2R-1 2k
= X2+ XAVK, 4+ Xy X2+ X205,

X.) - fiX . . . .
Cum W >0, pentru orice X,, X, € R, X, # X,, rezulta ca functia f este strict crescatoare pe RR.
1 2

Teorema 5. Functia f: R — R, f(X) = X%, k € N*, este injectiva.
Demonstratie:
Fie X, X, € R astfel incat f(X,) = f(X,).
f(Xa) = fXz) = X7 = X301 = P = XFT = 0 = (Xq = X)X # XPET X, e+ Xy X34 XF) = 0
Sa demonstram ca X2k + X271 X, + .. + X, X271 + X2k # 0, pentru orice X,, X, € R, cu f(X,) = f(X,).
Din X2k = X2k rezulta ca X, si X, au acelasi semn.
Daca X, < 0 si X, < 0 sau X, > 0 si X, > 0, atunci X% > 0, X% X, > 0, X?2 X2 > 0, X#3 X3 > 0, ..., X3¢ > 0,

de unde rezulta X2k + X2#1 X, + ... + X, X2k + X2k > 0. = Functia f nu este injectiva.
1 1 2 1722 2 v
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Asadar:
X4 = X)(XZ0 + XZRT X, + ..+ Xy XZT 4+ X3K) = 0 = X, = X, = 0 = X, = X,

Am demonstrat ca functia f este injectiva.

OBSERVATIE.
Injectivitatea functiei f rezulta si din faptul ca aceasta este strict crescatoare pe R.

Definitia 2. Fie n un numar natural nenul. Functia f: R* — I, f(X) = X™, se numeste functia putere cu
exponent intreg negativ.

Distingem doua cazuri, dupa cum n este par sau impar.

. Daca n este numar natural nenul par, existd un numar natural nenul k, astfel incat n = 2k. In acest caz
putem scrie functia fastfel: f: R" > R, fiX) =X ke N".

Se considera functiile g: R" > R, g(X) = X% sih: R" > R, h(X) = X ™.

Vom reprezenta grafic cele doua functii in acelasi reper cartezian X0V (figura 3), folosind tabelul de valori
de mai jos:

=~ O N=

g(x) =X

a|_\ =

1
4

hy=x* 1 1 6 16 1
16

45 — 38 -3 -25 -2 -15 -1 050|005 1 18 2 28 3 35 4 45 &
=05

Figura 3
Reprezentarea grafica a functiei f: R® - R, fiX)= X%, k € N, are o comportare asemanatoare cu
reprezentarile grafice ale functiilorg: R" - R, g(X) =X sih: R" > R, h(X) = X
Studiind reprezentarile grafice din figura 3, deducem urmatoarele proprietati ale functiei f: R* — R,
fX) =X ke N
» Multimea valorilor functiei f este (0, +©o).
Reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axele de coordonate OX si OY.

Functia f este functie para.

Reprezentarea grafica a functiei f este simetrica fata de axa OY.

Functia f este convexa.

Functia f este strict crescatoare pe intervalul (- oo, 0) si strict descrescatoare pe intervalul (0, + o).
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« f(X)>0, pentruoriceXeR".
» Functia f nu este injectiva.
» Functia f nu este surjectiva.

In continuare vom demonstra cateva dintre aceste proprietti.

Teorema 6. Functia f: R* — R, f(X) = X%, k € N, este functie para.

Demonstratie:

fi=X) = (-X) 2 = (1) - X % = X 2% = f(X), pentru orice X € R" = Functia f este functie para.

Teorema 7. Functia f: R* — R, f(X) = X%, k € N" este strict crescatoare pe intervalul (- o, 0) si strict
descrescatoare pe intervalul (0, + c0).

Demonstratie:
Fie X,, X, € (-, 0), X, # X, . Atunci:
S S RN N I AN R i I A

foxy - fxg_x2-x i xi ) “(g) el |Bg) T Ge) et g
X, - X, X=X, - X=X, X -X, X, - X, =
Xy = X)Xy + Xo) [/ 1\ 1\¢2 1 1\
R S Y + ey ._+-u-+ 5

X2 X2 X2 Xz) X3 X2

X, - X, -

XXXt X)) 1 H,{ 1 H,l,, (L !
g Xt) \xt) x5 " \%) |

(X1 + XZ) k -2 1 ( 1 )k—1:|
=% o (=5 > 0.
X2 X2 X2

>0

f(Xq) = %))

Cum X=X, 0, pentru orice X,, X, € (-0, 0), X, # X,, rezulta ca functia f este strict crescatoare pe (-, 0).

Fie X,, X, € (0, + ®), X, # X,. Atunci:

>0
fX) - fXy) _ %+ Xy) 1\
% ()

+
/-~
=
\—/3‘
i
)
RIE
+
+
X
X[=
\—/}
—
AN
o

fX5) - f(Xy)

Cum X,-X, < 0, pentru orice X,, X, € (0, +), X, # X,, rezulta ca functia f este strict descrescatoare
pe (0, + ).
Functiaf: R* — R, f(X) = X%, k € N*, nu este injectiva.
Demonstratie:
Fie X,, X, € R*, astfel incat f(X,) = f(X,).
1

= ﬁ - X_2 =0 = X, =X, sau X1 =-X,=> Funct;afnu este injectiva.
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IIl. Dacd n este numar natural impar, exista un numar natural k, astfel incat n = 2k + 1. In acest caz, putem
scrie functia fastfel: f: R* — R, fiX) = X%, k e N.

Se considera functiile g: R > R, g(X) =X, sih: R" > R, h(X) = X,

Vom reprezenta grafic cele doua functii in acelasi reper cartezian X0y (figura 4), folosind tabelul de valori

de mai jos.
X 2 |« | L] 1 1 2
2 2
x=x" 1 1 2 2 1 1
9 2 2
hxy=x3 _1 -1 -8 8 1 1
8 8
P 1u
3
25
g\ \h

L e

o5 1 16 2 25 3 35 4 45 6 55 6 85 T TS

Figura 4
Reprezentarea grafica a functiei f: R® — R, fiX)= X%, k € N, are o comportare asemandtoare cu
reprezentarile grafice ale functiilorg: R* - R, g(X) = X7, sih: R" - R, h(X) = X=.

Studiind reprezentarile grafice din figura 4, deducem urmatoarele proprietati ale functiei f: R* — R,
fX) =X ke N:

Multimea valorilor functiei feste R".

Reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axele de coordonate OX si Oy.

» Functia f este functie impara.

» Reprezentarea grafica a functiei f este simetrica fata de originea reperului cartezian X0y.
» Functia f este convexa pe intervalul (0, + o) si concava pe intervalul (- o, 0).

o Functia f este strict descrescatoare atat pe intervalul (-oo, 0), cat si pe intervalul (0, +o).
» Functia f este injectiva.

» Functia f nu este surjectiva.

« f(X) < 0, pentru orice numar real X € (-, 0).

« f(X) > 0, pentru orice numar real X € (0, +o).
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in continuare vom demonstra cateva dintre aceste proprietati.

Teorema 8. Functia f: R* — R, f(X) = X%, k € N, este functie impara.

Demonstratie:

f(=X) = (=X) 21 = (1) 21 (=X) 201 = -X 21 = - f(X), pentru orice X € R = Functia f este functie impara.
Teorema 9. Functia f este strict descrescatoare pe intervalul (- oo, 0) si pe intervalul (0, + ).
Demonstratie:

Fie X, X, € (-, 0), X, # X,.

1 2k+1 2R+1
fXa) -~ f(Xg) _ X2RT - X XZ’M XZ’M <1> < )

X, =X, = X-X, | X -X,
1 1 1 2k 1 2R-1 1 2k
BAT (@ 7]
- X, - X,
X, - X 2k 2k-1 2k
ot LG () ()]
= e =

>0 >0

%) - fXa)

Cum XX, < 0, pentru orice X,, X, € (-, 0), X, # X,, rezulta ca functia f este strict descrescatoare
pe intervalul (- e, 0).
Fie X, X, € (0, +®), X, # X,.
fX)-fX) 1 1 1 1 1\
% =5 (%) (%) % (%) ] <0

—_—

>0 >0

fXa) - %)

Cum = —x— <0, pentru orice X,, X, € (0, +®), X, # X,, rezulta ca functia f este strict descrescatoare pe
1 2

intervalul (0, + o).

Teorema 10. Functia f: R* — R, f(X) = X%, k € N, este injectiva.
Demonstratie:

Fie X,, X, € R*. Observam ca, pentru X, € (-, 0) si X, € (0, +®), f(X,) < 0 si f{X,) > 0, de unde rezulta ca
f(X,) # f(X,)- Concluzia este aceeasi dacd X, € (0, +) si X, € (- 0).

Fie X,, X, € (0, + ), astfel incat f(X,) = f(X,).

X.) = f(X X—2k—1-x—2k—1 1 = 1 l_l le.'. 12k1.
fXq) = f(X) = X7 =X; :X12k+1_X22k+1: X, X

) sV 1 1\
Sa demonstram ca <X_1> +(X_1> 'X_2+---+<X_2) #0.
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1 _ 1
X12k+1 - X22k+1'

Din rezulta ca X, si X, au acelasi semn.

. X X . 1 2k 1 2k-1 1 1 2k-2 1 2
Daca X, <0 sl X, <0 sau X, >0sI X, >0, atunci <X_1> >0, (XT) X, 0, <X_1> c (X—1) >0,
2k-3 3 2k 2k 2k-1 2k
<X11> . (Xl1> >0, .., (X%) >0, de unde rezulta ca <Xl1> g (Xl1) Xlz T T (X12> >0
Asadar:
11\, (Y1 (A P I 3
(X_1'X_z>[<x_1> (%) e (%) ] 20= X R0 =X

Analog se demonstreaza pentru X,, X, € (0, + ).
Am demonstrat, deci, ca functia f este injectiva.

OBSERVATIE.
Functiag: R" — R", g(X) = X%, k € N, este bijectiva.

Exercitii rezolvate

1. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia X* = X3. T
Rezolvare: 25
Reprezentam grafic, in reperul cartezian X0y, functiile f: R — R, z Fl/g
fix) = x4 sig: R — R, gX) = X3 (figura 5). Ecuatia X* = X este
echivalenta cu ecuatia f(X) = g(X). 15
Reprezentarile grafice ale functiilor f si g se intersecteaza in ’
punctele 0(0, 0) si A(1, 1) de unde rezulta cd ecuatia f(X) = g(X)
are solutiile X, = 0 si X, = 1. Asadar, solutiile ecuatiei X* = X* 0.5
suntX,=0si X,=1. ‘.
OBSERVATIE. -15 -1 -85 0lo 05 1 15 2
Ecuatia X“ = X3 poate fi rezolvata si astfel: o8
Xt=X3eX-X=0eXX-V=0sX*=0sauX-1=0& -1 —
X=0sauXx=1 .
Figura 5

2. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia X% < X2
Rezolvare:
Reprezentam grafic, in reperul cartezian X0y, functiile f: R — R, f(X) = X2, si
g:R" > R, g(X) = X2 (figura 6). Inecuatia X2 < X2 este echivalenta cu inecuatia
f(X) < g(x).

=1 =28 =2 =186 =1 =08 0
0.5

Figura 6
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Reprezentarile grafice ale functiilor f si g se intersecteaza in punctele A(-1, 1) si
B(1,1). Pentru a rezolva inecuatia X2 < X2, identificam portiunea din reprezentarea
grafica a functiei f care este situata sub reprezentarea grafica a functiei g.
Proiectam aceasta portiune pe axa OX si obtinem X € (-1, 0) U (0, 1), care
reprezinta solutia inecuatiei X? < X2.

OBSERVATIE.

Inecuatia X? < X2 se mai poate rezolva si astfel:
Observam ca X2 exista pentru X € R".
X2<X‘2©X2—%<0@%<0@(—X2_13((2Xz+1)<0
Cum X € R", solutia inecuatiei X2 - 1< 0 este X € (-1, 0) U (0, 1).

Aplic @

1. Se considera functiilef;: R - R, f,(X)=2X3,f,: R > R, f,(X)=-3X*+2,f;:R" >R,
£, =-2X3,f,:R" > R, f,(X) = 4X2 - 3.
a) Reprezinta grafic functiile f,, f,, f; si f..

& X2-1<0

b) Identifica punctele de intersectie dintre reprezentarile grafice ale functiilor f,,
fa f5 5i f, cu axele de coordonate OX si OY si precizeaza coordonatele acestora.

c) Determina imaginile functiilor f,, f,, f; Si f,.
d) Studiaza monotonia fiecareia dintre functiile f,, f,, f, f..
e) Studiaza bijectivitatea fiecareia dintre functiile f, f,, f3, f-

2. Precizeaza care dintre functiile urmatoare sunt injective, care sunt surjective si
care sunt bijective:
a)f:R" = R, fiX)=X75; d)f: R >R-{2},f(X)=x"+2;
b)f:R — R, fix) = 3% e)f:R" - (-,0), fX)= X%
Of:R-R,fiX)=-X% f)f:R" > R, fiX)=X2

3. Utilizand reprezentarea grafica a functiei f: R — R, f(X) = X3, traseaza in acelasi
sistem de coordonate XOY reprezentarile grafice ale urmatoarelor functii:

Af:R->R,f()=X3+1; Q) f;:R=R,fiX)=(X+1)3
b) f,: R = R, fiX)=Xx3-1,

4. Studiaza monotonia functiei f:
a)f:R" =R’ fiX)=X?; d)f:R" = R’ fix) = X2+ X3;
b)f: R = R, fiX) = -X*; e)f:R' =R -{1}, fX)=X3+1.

Af:R - R,fiX)=-4X°;
. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) X*=3x%3 b) X2 = X5, ) -4X®=X3,  d)IXxZ=X",
. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile:

a) X5 2 8x% b) X* < X% C)2X2>X3;  d)XT<4x3.

(S,

(=)}




7. Se considera functiaf: R — R, f(X) = X3 + 2.
Demonstreaza ca f{tX, + (1 - )X,) 2 tf(X;) + (1 - )f(X,), pentru orice numere reale
Xy, X, € (=00, 0) si orice numar real t € [0, 1].

8. Compara (2,001)™ cu (2,0001)" si justifica raspunsul folosind proprietatile functiei
putere.

9. Se considera functia f: (0, + ) - R, fiX) = X2 + X2
a) Demonstreaza ca f(X) > 2, pentru orice numar real X € (0, + ).

b) Determina valoarea minima a functiei f si pentru ce valoare a argumentului X
se atinge.

10. Se considera un patrat cu latura de lungime X cm, X € R, X > 0.
a) Exprima aria patratului in functie de X.
b) Scrie functia f care exprima aria unui patrat in functie de lungimea laturii sale.
¢) Ce se intampla cu aria patratului daca lungimea laturii sale se dubleaza?
d) Cum se modifica aria patratului daca lungimea laturii sale devine de 3 ori
mai mica?
e) Reprezinta grafic functia f.

f) Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate? Justifica
raspunsul.

g) Functia f este crescatoare sau descrescatoare?

11. Intensitatea luminii produse de un bec, care este conectat la un stalp dintr-un
parc, in functie de distanta (exprimata in metri) fata de acesta, este exprimata
prin relatia I = 120d~2.

a) Scrie functia f care exprima intensitatea luminii produse de bec in functie de

distanta fata de acesta.

b) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital.
c) Calculeaza f(2).

d) Determina intensitatea luminii pentru distanta de 0,4 km.

e) De cate ori scade intensitatea daca distanta se dubleaza?

f) Pentru ce valori ale distantei este intensitatea luminii cel putin 7,5 unitati?
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3.2. Radicali, operatii cu radicali, proprietatile
radicalilor; expresii conjugate

Descopar

1. Cativa copii acopera cu vopsea o portiune de teren delimitata de un patrat, unde
doresc sa realizeze diverse activitati in timpul liber. Pentru aceasta, ei folosesc
12 cutii de vopsea, fiecare cutie fiind suficienta pentru a vopsi 3 m? de suprafata.
Determina lungimea garduletului care inconjoara suprafata vopsita?

2. Volumul unui cub este egal cu 64 m3. Determina lungimea muchiei cubului.

Invat
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Definitia 1. Fie a un numar real, a 2 0, si n un numar natural nenul par. Se numeste radical de ordinul n din a
numarul real b 2 0 cu proprietatea b" = a. Se noteaza Va pentru n > 2 si+a pentrun=2.

Asadar, dacaa € R, a2 0, atunci Na (n e N, n - par) este un numar real care verifica relatiile:

Na20si(Va)"=a.

EXEMPLE:

1.02=0=>0=0; 3.24216 = 16 =2;
5\2.25_ [25_5. N_ 1 _e[T .1

2'(3) =9=>\9 "3 ‘*'(3) =729~ \720 = 3-

Definitia 2. Fie a un numar real si n un numar natural impar, n 2 3. Se numeste radical de ordinul n din a
numarul real b cu proprietatea b" = a. Se noteaza \a.

Asadar, daca a € R atunci Va (n € N*, n > 3, n - impar) este un numar real care verifica relatia (Va)"=a.
EXEMPLE:

3
3= : =4 _3) :-g 3_z=_§-
1. 43 = 64 = 6k = & 3.( : 8:“/ 7.3,
2.(-205=-32=V-32=-2; 6.17=1=\T=1.

Operatii cu radicali @
Fie X si y numere reale, X 20,y 2 0, si n un numar natural nenul par. Atunci:
o a X + b X =(a + b) VX, pentru orice numere reale a si b;
s aVX - bVX =(a - b) VX, pentru orice numere reale a si b;
o (@V%)- (b\Y)=(a-b) Xy, pentru orice numere reale a si b;
e (aVX): (b2Y)=(a: b)YX=Y, pentru orice numere reale a, b, b # 0, # 0.
Fie X si y numere reale si n un numar impar, n 2 3. Atunci:
o a"X +b"X = (a+ b) VX, pentru orice numere reale a si b;
s aVX - b\X =(a - b) VX, pentru orice numere reale a si b;
e (a%¥X) - (b4y) =(a- b)yX~y, pentru orice numere reale asi b;

e (aX):(by)=(a: b) VXY, pentru orice numere reale asi b, b # 0,y # 0.
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EXEMPLE:

1.2V5 + 45 = (2 + 4)\5 = 6+/5; 4.2V3 - 5V2 = (2 - 5)V3 - 2 = 10V6;

2.7V -N3=(7-1)33=-413; 5.633 - (-234)=[6-(-2)] V34 = -12312;
3.2V2-5V2+32=(2-5+3)\2 =0; 6. (936):(332) =(9:3)(6:32) = 333.

Proprietatile radicalilor
“a-\b,a,beR,a20,b20
\Tar - \Ibl,a,b€R,a<0,b<0

Demonstratie:

, unde n un numar natural nenul par

Fien e N*, n - par.

Cazul 1. Fiea, b € R, a 2 0, b > 0. Atunci exista numerele reale X si y, X 2 0, y 2 0, astfel incat X = \a si
y = Vb, de unde rezultd X" = a si y" = b. In acest caz:

Na-b="X"-y"=q(x-y)=x-y="a-\b.
Cazul 2. Fie a, b € R, a < 0, b < 0. Atunci a = -lal, b = -|b| si ab = (-lal)(-|b]) = |al - |bl. In acest caz:

Nab =lal - bl =Vlal - N1b| (conform cazului 1).

n\lﬂ%,a,belR,azo,b>0
. '{/g: gt , unde n un numar natural nenul par
II‘;)I' a,beR,a<0,b<0

Demonstratie:
Fien e N*, n - par.

Cazul 1. Fiea, b € R, @ 2 0, b > 0. Atunci exista numerele reale X si y, X 2 0, y >0, astfel incat X = Va si

y= \/_deunderezultax"-amy"-bInacestcaz\/i "\/g 1/7 =—=—

0 0 _ - gl_ L n
Cazul 2. Fiea,b € R,a<0,b<0.Atuncia=-|al, b Ib|§|b b1~ [b] \F \/Zl

\/_

cazului 1).

« (Va)"=Va", aeR,a20,meN*,neIN"*, n-par

« (Va)"="a",acR,a>0,meZ m<0,neN", n-par
Demonstratie:

Fien e N*, n - par.

Cazul1.Fiea € R, a >0, m € N". Atunci:

m factori m factori

Cazul 2. Fiea € R, a> 0 sim € Z, m < 0. Atunci, exista un numar natural nenul k, astfel incat m = -k si

@) =gttt -1 1 1 1 _gm
(@) Vaf Na® Nam j1 ]
am™ g™

179 N
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Na,aeR,a20,meN’

" . ,unden € IN*, n - par;
Vlal,a € R,a<0,m e N, m par

Demonstratie:
Fien e N", n - par.

Cazul 1. Fiea € R, a 2 0 si m € N*. Notam X = "Va™, de unde rezultd cd X™ = a™ ( X > 0), ceea ce este
echivalent cu (x")m = gm

Cuma>0siX20,din (X")™ = a™ rezulta X" = g, deci X = Va .

Deoarece X = "\a™, rezultd cd "Va™ = \a.

Cazul2.Fieae R, a<0sime N, mpar. Notam X = "Va™, de unde rezultd ca X™ = a™ (X > 0).
Cuma™>0sia™=|a|™ rezulta ca (X" = |a|™.

Cum X >0, (Xm™ = |a|m = X" = |a] = X =]al .

Deoarece X = "Na™, rezultd ca "Na™ = V]al.

« VN@="Va,acR,a20,n,me N, m22,n22
Demonstratie:

Notam X = V'V@ si Y = 'V@. Atunci X" = "V@ =y si y™ = a.
Cum X" =y obtinem:
(X)m=ym=a=X""=qa=X="a.

Asadar, V@ ="\a .

EXEMPLE:
1./3600 = v36 - 100 = 6 - 10 = 60 6 24 ==
2524 5.\37 =32 =42,

3.(V5)* = V5% = /(57)? = 52 = 25;

« Fie n un numar natural impar, n 2 3 Atunci:

Na-b="a-"b, pentru orice numerele reale a si b;

"\/g - a , pentru orice numerele reale asib, b # 0;

Vb

(\@)m =Va™, pentru orice numar real nenul asim € Z

"\la™ = \'a, pentru orice numir real a sim € N*, m impar;

\™@ = "\a, pentru orice numir real a sim € N*, mimpar.

EXEMPLE:
132764 = \27 - V6h =3 4=12; 6 A(=37 =" \(-37 =-3=-183;
8
38 _\N-8_ 2 7\]57 75— 3
2.\~ = =-5 5.\\2 ="2="42;
25 355 5
3.(002)5 =25 = V(2 = 2= g; 6.\N"% =Nk = N h = -VE,

N 180
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OBSERVATIE.

Se pot inmulti si radicali de ordine diferite. Pentru aceasta, vom aduce radicalii la acelasi ordin, care
poate fi cel mai mic multiplu comun al numerelor ce reprezinta ordinele radicalilor.

EXEMPLU:
Introducerea unui factor sub radical
Fie n un numar natural nenul par. Atunci:
a\b="a"-b, pentru orice numere reale pozitive a si b;
a\b=-a"-b, pentru orice numere realeasib,a<0sib>0.
Fie n un numar natural impar, n 2 3. Atunci:

a\b="a"-b, pentru orice numere reale a si b.

EXEMPLE:
1.233 = V23 = V&g; 3.3V5 =375 = 135,
2.-2%3 = -\2¢- 3 = \192; 4. -2310 = V(-2)5 - 10 = N-320.

Scoaterea factorilor de sub radicali
Fie n un numar natural nenul par. Atunci:
Na"- b = |a| \b, pentru orice numere reale a sib,b20.
Fie n un numar natural impar, n 2 3. Atunci:
Na"-b =a"b, pentru orice numere reale a si b.
EXEMPLE:
1. V405 = 3% -5 = 3l§/§;
2.\3a"” = la3]33, pentru orice numar real a;
337120 = \(-2)* - 15 = -2 /T5.

Expresii conjugate

0 expresie care contine radicali se numeste conjugata unei alte expresii care contine radicali daca produsul
lor se poate scrie fara radicali. n acest caz, cele doua expresii se numesc conjugate.

OBSERVATII:
O conjugata a unei expresii care contine radicali se obtine avand in vedere formulele de calcul prescurtat:

(a - b)a + b) = a% - b? pentru orice numere reale a si b,

(a - b)a?+ ab + b?) = a® - b, pentru orice numere reale a si b,

(a + b)a? - ab + b?) = a* + b3, pentru orice numere reale a si b,

(@-b)Xam™ +a"?b+...+b"") =a" - b", pentru orice numere reale asib sin € N,

(a+b)a™ -a"b+..-ab™ +b"™") =aqa"+b", pentru orice numere reale a si b sin € N*, n impar.

181 .
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e DacdaeR,a>0,neN,n22, nparsauaec R neN,n 23, nimpar, iar kR € N°, R < n, atunci
Va¥ - \Va"* = a, de unde rezulta ci expresiile \a* si Va™* sunt conjugate.

EXEMPLU:

Expresiile 12 este 327 sunt conjugate.

« Dacia,beR,a>0,b>0,atunci (va + Vb)(va - Vb) = a - b, de unde rezulta ca expresiile va + \b si
va - \b sunt conjugate.

EXEMPLU:

Expresiile V5 - V2 si V5 + V2 sunt conjugate.

OBSERVATIE.

Dacia,beR,a>0,b>0sic,deR" a#b,atunci(cva + dVb)(cva - dvb) = c2a - d?b, de unde rezulta
ca expresiile cva + d\b si cva - d\b sunt conjugate.

De exemplu, expresiile 2v3 + /5 si 23 - /5 sunt conjugate.

e Dacda,beR,a>0,b>0,azb,neN,n>2 nparsaua, be R’ azb, neN,n =3, nimpar, atunci
(v@ - \b)Na™ +Na"b +.. + Vab™2 +\b™) = a-b, de unde rezulti ci expresiile \@- b Si
Na™ +\a"?b + ...+ Vab™ + \b™ sunt conjugate.

OBSERVATIE.

Dacd a, b € R", a # b, atunci (Va - 3\/5)(3\/(7+ ab + 3\/b_z) = a - b, de unde rezultd ca expresiile Va - b Si
a2 + Vab + \b? sunt conjugate.

EXEMPLE:

1. Expresiile 2-35 si V% + 310 + 325 sunt conjugate.

2. Expresiile \3 - \2 si V3% + V372 + V3 22 + V2% = V27 + VA8 + V72 + VB sunt conjugate.

e Dacda,be R’ az-b,si neN, nz3,nimpar, atunci (Va + \b)(Na™ - Va"?b + ...~ Vab"? + \b™)=a + b,
de unde rezulta ca expresiile Va + \b si Na™ - \Na™?b + ... - Vab™? + \b™ sunt conjugate.

OBSERVATIE.

Daca a, b € R’ atunci (@ + \b)(Na? - Vab + \b?) = a+b, de unde rezultd ca expresiile Y@ +b si
a2 - Vab + \b? sunt conjugate.

EXEMPLU:

Expresiile 35 + /6 si 125 - 330 + 336 sunt conjugate.

Operatia de eliminare a radicalului/radicalilor de la numitorul unei fractii se numeste rationalizarea
numitorului. Pentru a rationaliza numitorul unei fractii care contine radicali, se amplifica fractia cu o
conjugata a numitorului.

EXEMPLE:

iAo 2 N7 Ao V2 8 s

PRI G V2

BT o ) W3 D) eV
"5 . U 5 'V6-V3 (V6-\3)\6+\3)  6-3 '

BN 182
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1 1(2V3 - 1) M@2V3 -1 1(2v¥3-1) 1(2V3-1)

R N R R N e oo i R Ny T e ok R | R
1 ___ 2+N3  _2+N3 _2+3 . =
R Uy CPRNE R TR T e B
1 _ \/_"'\/—2"'\/— _\/_+\/—2+\/_ \/_+\/€+\/_ 3\/_ \/_ \/_
3 g 3 3
"5 R3-E e AP (2P
r-v—+r (35+3@)(3@ V375 + 3 (%)u(%)z 5¥3° 8

7 +
G T R O e

7
SO 47"7‘1_-22 ot NOT)_ ST NPT 22 2 NOT) nr Ay N

Exercitii rezolvate

1. Rationalizeaza numitorii urmatoarelor fractii:

1. 1 . _ 1
e Yweaew 9%
Rezolvare:

g l. B % 33
SCh 3( B AT wE O

b) (N7 +3)-\2 _ (7+43)-\2
(\/—+\/§)+V§ [(V7 +V3) - V2II(NT7 +3) + V2] (N7 +¥3)2 - (\2)?

_(N7+3) -2 _(N7+3) -2 _(N7 + N3 - V2)(8 - 221) _

7+2N21+3-2 8+ (8 + 2421)(8 - 221)

_ (V7 + N3 - \2)(8 - 2421) | (N7 + V3 - V2)(8 - 2V21) _

’

82 - (2421)? i 64 - 84
__ (7 +\3-\2)(8-2V21) . (N7 + V3 - V2)(4 - \21),
20 10 '

e
§‘|"
3‘
<|

51 - 5% + 56 - 4 + .

2. a)FieA,BeR,A>0,B 20 astfel incat A2- B > 0. Demonstreaza ca
VA:+B = \/A%C * \/A%C, unde C = VA? - B (formula radicalilor compusi).
b) Calculeaza V5 + 2V6.

c) Demonstreaza ¢ Va +2vVa -1 +Va-2va-1 = 2, pentru orice numar real a,
1<as2.
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_377“—} 6 9 1 ?ﬂ Rezolvare:
3566 6 [] 6 TJT NotémX=\/A+C+\/'LC Atunci:
3 3
%9? ’ 6‘ X2= (\A+ \ )@XZ A"'C 1A"‘CA C A C
?4516 : 64 @x2=A;C+A£C+2\/A;C ACoxt=ar2\"7C oxe=nVAT-C.

1 610 31 B=A2- (2= A2- C?=B.
Deci X?=A + VB si X = VA + \B (deoarece X > 0).

o;l 359 53 0 Asadar, VA + VB = \jAT \/_
:liuﬁ 5 E:|4 64 ¢ in mod asemanator se demonstreaza ci VA - VB = \/ATTC - \/ATT

2 4
AR 7 3 1 b) Calculeaza V5 + 2 V6 .
2 E] 2 V5+26 =5+ 226 =\5 + V24
7 36 43 5 - Aplicdm formula radicalilor compusi pentru A =5, B = 24, C= \25 - 24 =1 =1si
obtinem:

59 \l5+zv€=\/5;1+w}%=\j§+\/§=\/—+@
AVa+2va-1=vVa+V&a-1 =Va+V&a - 4.

Calculam C din formula radicalilor compusi (A = a, B = 4a - 4):

7 2 3 C=VA2-B=va?-(ta-4)=Va?-4a+4=\(@-2)?%=|a-2].(1)

I 2 Cum1<a<2 obtinema-2<0,deunderezultdcala-2|=2-a.(2)

43 5 Din relatiile (1) si (2) rezulta cd C=2 - a.

g 3 8 1 0 Aplicam formula radicalilor compusi si obtinem

,59 7 Va+2Va- =\/a+§_a+\/a_§+a=1+\/a—1.(3)

5

dl 1 5 _ Analog,\/a—Z\/aT=\/a—\/4(ai—1=\/a—\/lm——4=\ja+§_a—\ja'gw=
) . 9 1-Na=1.()

_o 3 53 Din relatiile (3) si (4) rezulta ca Va+2Va-1+Va-2Va-1-=

7 =1+Va-1+1-Va-1=2.
425551465 T+Na-1+1-~va-1=2

7“ 9 4 , 4 Aplic @

45 7 2 3 1. Calculeaza:

;9,3 E] . 5 2 a) (V24 - \18)(26 + 32); f) 5 V54 - 2V16 + 43250 - 3\128;

7 b 43 b) 50 + 32 - V98 - \8; ¢) 96 + 3 - 1729 - ¥105;

) o) V3(\27 - V12); h) 233000 - 2\8T + V24 - 3V375;
Gg’l U d) 275 + 3V48 - 108 - 3(v— \/D i) (32 - V3)(32 + V3)(232 + 335 + 9);

4 e) (242 - 3) (2v2 + 3); i) (V5 + V3)(5 - v3)(V625 + 3325 + 9).
7 3 1 2. Verifica ?acé numgrele reale 3 - /5, 2v2, 6 + 2+/5 sunt termeni consecutivi ai unei

2 progresii geometrice.
@ 3 5 2 3. Demonstreaza ca \(7 - v3)3 + V(1-v3)? = 6.
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&, Demonstreazécé(6+\/€)(\/— L N3-V2 VA-V3 N5-V4 V6 - \/_)

@ N6 Wm0

este numar natural.
5. Scrie fiecare numar folosind un singur radical:

W5 ; O3 VAT, o232 )\
34
b)\VV3 ;  d)\V2v2vh ; f)#; h)4\/§.5\/§; j)73\/55\/5,a,belR.
7
6. Ordoneaza crescator numerele reale:
a) 7v2, 5v3, 2715 ; c) V7 - 510 -7; e)i/ﬁ,B,‘VS_t
b) V2, V3, \10; d) 2327, 335, 432; f)\/‘l—i;g;;/—z.
7. Rationalizeaza numitorii urmatoarelor fractii:
2 6 5 1 X N
I. < . ™ . _~ . . .
a)\ﬁ, b)@, C)W' d)5-64' e)zmm,a,b,ceﬂ%
La)—9_. p)24_. g4 _. ) o
V6 -1 V5 ++2' 2V5-52"' \/5-6 W5 +2
1 16 1 10
N.a)——=—; b) ;0 d); e)—.
1-200 B+ BN ND x/_+V" 9 -2
IV.a)*- c) L :
\/_+\/_+\/—' V7 +45-42-3'
b) =————; d) L .
\7 - \/_W— 2 +3 +V3-242
Va2 b= Qe d) s
G-% e ‘%G 1

8. Calculeaza:

)2 _,_2 . y¥8+8 N8-1 V8+8 \N6+3 V6-1_16+3
e

a ; ;
4+ \4 4-\14 V8-8 V8+1 8 V6-3 V6 +1
b) —> 5 Q)YL=3 _N7+7 747,
7443 1-4~3' UNT+3 NT NT-T'
9. Demonstreaza ca:
a) 5+ 2VT3 + V5 - 2413 = 1; ) V10 + 633 - -10 + 633 = 2;
D)7+ 5v2 - V532 - 7 = 2, d) V20 + 1432 + V432 + 20 = &,
10. a) Verifica daca numarul real a = V6 + v35 + V6 - V35 este solutie a ecuatiei
-3X-12=0.
b) Demonstreazi ca numérul real a = \5 + 246 + \5 - 276 este solutie a ecuatiei
- 3X=10.

11. Calculeaza:

AV + 47 -1 -637:  e)\2+2V16 + 637 ;

b)\23+8v7 +V23-8v7; )20+ 6V10 - 2V9 + 2420 ;
C)\/9_4\/§_\/9+4\/§ g)\/2—2\12—2\/4—2f A2+ 02+ G203 .
V9+4V5 V9-4V5
g V526  V5-2V6
V5-2v6 V5+2v6
12. Determinad numerele rationale a si b pentru care V17 + 4\15 = av3 + b5.

EXERSEZ!

1. Calculeaza:
a

’

O
—
S =
ol ©
ol ©

)

(8]
N
j‘

(@)

)
)
)

o

.

w w
(@)}

& 2
w ~

)
)V-21

@D

—
w
:‘

=~
—

6
g)8—

3

~
N

h) 41222

2

i) jﬁ;
V108
j) \/0,0016;
k) - 0,00001;
N
\/_ 28

2. Introdu factorii sub
radical:

)5\/‘-
b) 3V5
)23
d)332
e)20\/_ a,beR,
b>0;

f)3acVebd,
ab,c,deR,b>0,d>0;

3
g)-%\/j;
231
h)3

)g7b4,a beR".

3. Scoate factorii de
sub radical:

)\/W-
b) V486
c)\/ b5cid;

n+2 3n1
) s o NE N,

o

185 N
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67,00
y 9., 1 5

69120
4

7., 3"
g 32
wﬁseg

3.3. Functia radical

Descopar

Un biolog studiaza distanta medie parcursa zilnic de un animal salbatic in functie de
aria suprafetei habitatului disponibil. in figura 1 este reprezentata grafic, in reperul
cartezian X0V, functia f: (0, +) - R, f(X) = V2X care exprima dependenta dintre
distanta medie parcursa de animalul salbatic si suprafata habitatului. Pe axa OX este
reprezentata aria habitatului exprimata in km? iar pe axa Oy este reprezentata
distanta medie zilnica parcursa de animalul salbatic, exprimata in km.

BJ’
5 C
B
4
3
A 1u
2
1
Xy
R RN T TR EE T EEEEE
-1
Figura 1
a) Determina f(2).
b) incadreaza f(6) intre doua numere intregi consecutive.

¢) Precizeaza abscisa punctului C.
d) Rezolva in R ecuatiile f(X) = 4 si f(X) = X.

)
e) Ce se intdmpla cu distanta parcursa de animal dacd suprafata habitatului se
mareste?

f) Determina multimea numerelor reale m pentru care fim) < 4.
g) Rezolva in R inecuatia f(X) > X + 1.

h) Determina distanta medie parcursa zilnic de animal daca aria habitatului este
egala cu 18 km?2,

i) Determina aria habitatului necesara pentru ca animalul sa parcurga zilnic & km.

j) Pentru ce valori ale ariei habitatului distanta medie parcursa zilnic depaseste
2 km?

k) Dacd aria habitatului se dubleazd, distanta parcursa se dubleaza? Justifica.

1) Daca aria habitatului creste de la 2 km? la 8 km?, cu cat creste distanta? Dar daca
aria creste de la 8 km? la 18 km?? Ce observi?

m) Daca autoritdtile stabilesc ca aria maxima disponibila este de 50 km?, care este
distanta maxima estimativa pe care o parcurge animalul zilnic?



Functii UNITATEA 3

Invat

Definitie. Fie n un numar natural, n 2 2. Functia f: [0, + ) — [0, + ), fiX) = VX, se numeste functie radical.
Se considera functiile g : [0, + @) — [0, +®), g(X) = VX, si h : [0, +®) — [0, + o), h(X) = VX.

Vom reprezenta grafic cele doud functii in acelasi reper cartezian X0y (figura 2), folosind tabelele de valori
de mai jos, dar si folosind un instrument digital (GeoGebra/Desmos).

X 0o 1 & 9 16 X 0 1 8 27 64
gx)=~Xx 0 1 2 3 4 hx)=v%X 0 1 2 3 4

e

18
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.8
0.4
0.2

-04-02 |02 04 068 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 3B 1
0.2

Figura 2

Reprezentarea grafica a functiei f : [0, +o) — [0, +), fiX) = VX, are o comportare asemanatoare cu
reprezentarile grafice ale functiilor g : [0, + ®) — [0, +®), g(X) = VX, si h: [0, +©) — [0, + ©), h(X) = VX.

Studiind reprezentarile grafice din figura 2, deducem urmatoarele proprietati ale functiei
f:10, +o) = [0, +00), fiX) = VX, n € N, n 2 2:

*Imf=[0, + ).

* Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate OX si Oy in punctul 0(0, 0).
* Functia f este concava.

* Functia f este strict crescatoare.

* Functia f este injectiva si surjectiva, deci este bijectiva.

in continuare vom demonstra cateva dintre aceste proprietati.

Teorema 1. Functia f: [0, + ) — [0, + ), f(X) = VX, n € N, n 2 2, este strict crescatoare.
Demonstratie:

Fie X,, X, € [0, + ), X, < X,.

Cum X, = (VX7)" si X, = (VX3)", rezulta ca (VX;)" < (VX;)". Functia putere este strict crescatoare pe intervalul
[0, +00), deci YX; < \/X;, ceea ce este echivalent cu f(X;) < f{X,).

187 N
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Teorema 2. Functia f: [0, + ) — [0, + o), fiX) = VX, n € N, n 2 2, este bijectiva.
Demonstratie:
Deoarece functia f este strict crescatoare, rezulta cd este injectiva. (1)

Fie y € [0, + ), astfel incat f(X) = Y. Atunci, VX =Y, de unde obtinem X = y" € [0, +). De aici rezulta ca
functia f este surjectiva. (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca functia f este bijectiva.

OBSERVATIE.

Deoarece functia f : [0, +®) — [0, +®), fiX) = VX, n € N, n = 2, este bijectiva, rezultd ca aceasta este
inversabila, inversa ei fiind functia g : [0, + ©) — [0, +®), g(X) = X", n €N, n 2 2.

in figura 3 sunt reprezentate grafic functia f: [0, + ) — [0, +), fiX) = VX, si inversa acesteia, functia
g:[0, +e) — [0, +), g(x) = X*.

- iy T
|

iy

e
ol

Figura 3 Figura 4

OBSERVATIE.

Dacd n este un numar natural impar, se poate defini functia h: R — R, h(X) = VX. Aceasta functie este strict
crescatoare, convexa pe intervalul (- oo, 0] si concava pe intervalul [0, + ) si este bijectiva, inversa acesteia
fiind functiai: R - R, i(X) = X", n € N, n 2 3, n numar impar.

in figura 4 sunt reprezentate grafic functia h: R - R, h(X) = VX, siinversa acesteia, functiai: R — R, i(X) = X3

T Exercitii rezolvate
1. Determina domeniul maxim de definitie si imaginea functiei
f definita prin f(x) = V2X - 1.

15 Rezolvare:
b Reprezentam grafic functia f (figura 5) si observam ca
I!I!-j.
| 2, domeniul maxim de definitie este [—, +00>
=08 l.'lgﬂ o5 1 18 2 28 3 A5 4 45 & A5 4 A3 2
05| Domeniul maxim de definitie si imaginea functiei f se pot
Figura 5 obtine si astfel:

2X-120=> X2 ; = Domeniul maxim de definitie al functiei
feste [i' +00>

N 188
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Xe [i'*°°> ixzi} = 1002 f(3) = f0)2 0 = Im(f) = [0, o).

f e crescatoare

. Compara numerele reale:

a) 334 si 432; b) V& si V5.

Rezolvare:

a) Functia f: [0, + ®) — [0, + o) , f(X) = VX, este crescatoare.
3V =37 4 = \108 N
12 =432 =128

108 < 128

= 1108 < V128 = 3V& < 432

b) Pentru a compara numerele reale A si 5\/5, trebuie sa aducem radicalii la
acelasi ordin.

Functia f: [0, +00) — [0, + ) , fiX) = "VX este crescatoare.

i = % = NT0z% .

1024 > 625

= "\1024 > V625 = V& > 5

. Tn figura 6 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia f.

Tu ¥
—

R AT
= |

-4 -3 22 1801 ¥ 3 4 5 B T B 8 W OM A2 13 M 15 18
=1

Figura 6
a) Precizeaza domeniul de definitie al functiei f si multimea valorilor functiei f.
b) Calculeaza f(-3) + f(6) - f(13).
c) Scrie coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica a
functiei f si axa OX.
d) Compara f(1) cu f(6).
e) Stabileste monotonia functiei f.
f) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 3.
g) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 2.
Rezolvare:
a) Domeniul de definitie al functiei f este intervalul [-3, + ) si Im(f) = [0, o).
b) f(-3) + fi6) - f(13)=0+3 - 4=-1
¢) Reprezentarea graficd a functiei f intersecteazd axa OX in punctul de coordonate
(-3,0).
d) Observand reprezentarea grafica a functiei f, deducem ca f(1) < f(6).

e) Observand reprezentarea grafica a functiei f, deducem ca functia f este strict
crescatoare.
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f) Dreapta de ecuatie y = 3 intersecteaza reprezentarea grafica a functiei fintr-un
singur punct (functia este strict crescatoare) care are coordonatele (6, 3), deci
solutia ecuatiei f(X) = 3 este X = 6 (figura 7).

‘:"' 1u L
4 — a1
y=3 |
. 1
z/f y=2 .
Ly o
w / |
1 : |
X, i x
-4 -3 <2 A:0/01 F 3 4 B B T & B - =) 2 AR01 2 3 4 B & T & 9
-1 =

Figura 7 Figura 8

g) Dreapta de ecuatie Y = 2 intersecteaza reprezentarea grafica a functiei fintr-un
singur punct (functia este strict crescatoare) care are coordonatele (1, 2). Pentru
a rezolva inecuatia f(X) < 2, identificam portiunea din reprezentarea grafica a
functiei f situata sub dreapta de ecuatie Y = 2. Proiectand punctele
corespunzatoare pe axa OX, obtinem X € (-3, 1), care reprezinta multimea

solutiilor inecuatiei f(x) < 2 (figura 8).

. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia VX =3 - 2X.

Rezolvare:

Reprezentam grafic functiile f: R — R, fiX) = VX sig: R — R, g(X) = 3 - 2X, in
acelasi reper cartezian X0y cu ajutorul unui instrument digital (GeoGebra sau
Desmos) (figura 9). Ecuatia VX =3 - 2X este echivalenta cu ecuatia fiX) = g(X).

1u
1
Xy
=

Figura 9
Reprezentarile grafice ale celor doua functii se intersecteaza intr-un singur punct
(functia f este strict crescatoare, iar functia g este strict descrescatoare), care are
coordonatele (1, 1), de unde rezulta ca ecuatia f(X) = g(X) are solutia unica X = 1.
Asadar, solutia ecuatiei VX =3 - 2X este X = 1.

4. Se considerd functia f: R — R, fiX) = VX.

a) Determina valoarea minima si valoarea maxima a functiei f pe intervalul [1, 8].
b) Determind imaginea intervalului [-8, + o) prin functia f.
Rezolvare:

a) Functia f este strict crescatoare, de unde rezulta ca f(1) < f(X) < f(8), pentru
orice numar real X € [1, 8]. Asadar, 1 < f(X) < 2, pentru orice numar real X € [1, 8].
Pe intervalul [1, 8], valoarea minima a functiei f este 1, iar valoarea maxima este 2.
b) Functia f este strict crescatoare, de unde rezulta ca f(-8) < f(X), pentru orice
numar real X € [-8, +). Asadar, -2 < f(X), pentru orice numar real X € [-8, + o)

sifil-8,+00))=[-2, +o0).
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1. Se considera functia f: D - R, unde D reprezinta domeniul maxim de definitie al
functiei f. Determina multimea D.

Af0=NTX;  Ofox=NT-2X; &) f00 = |
b)fx) =7 d) fX) = VX - 1 X; 000 =77

2. n figura 10 sunt reprezentate grafic functiile f, g si h.

X
2 15 1 057005 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Figura 10
a) Precizeaza domeniul de definitie si imaginea fiecareia dintre functiile f, g si h.

b) Identifica punctul de intersectie dintre graficele functiilor f, g si h si axele de
coordonate OX si Oy si scrie coordonatele acestuia.

¢) Precizeaza monotonia fiecareia dintre functiile f, g si h.
d) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia h(X) = 2.
e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia h(X) 2 1.
f) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = h(X).
g) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia h(X) < g(X).
3. Se considera functia f: [2, + ) = R, fiX) = VX - 2.
a) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital.

b) Identifica punctul de intersectie dintre graficul functiei f si axa OX si scrie
coordonatele acestuia.

¢) Precizeaza multimea valorilor functiei f.

d) Scrie coordonatele a patru puncte care apartin reprezentarii grafice a functiei f.
e) Compara f(6) cu f(11).

f) Precizeaza monotonia functiei f.

g) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 2.
h)

i) Determina multimea valorilor numarului real X pentru care 2 < f(X) < 4.

Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > 4.
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4. Se considera functiile f: R — R, f(X) = 2X+1, sig:R - R, fiX)= 2K+ 1.

a) Reprezinta grafic, in acelasi reper cartezian X0Y, cele doua functii cu ajutorul
unui instrument digital.

b) Precizeaza multimea valorilor functiilor f'si g.

c) Precizeaza coordonatele a cel putin doua puncte care apartin reprezentarii
grafice a functiei f.

d) Precizeaza coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarile grafice
ale functiilor f si g.

e) Stabileste monotonia fiecareia dintre functiile f si g.

5. Determina valorile numarului real m pentru care functia f : R — R este bine

definita.
a)fX)=\x2+(m-3)x+9; b) fiX) = VmX® - &4X + m.
. Stabileste domeniul maxim de definitie D si semnul functiei f : D — R, folosind

reprezentarea grafica:

a)f)=VX+2-VX+2;  b)fiX)= X - IX; o) fox) = VIxI - VIxI.

. Autoritatile analizeaza impactul construirii unei sosele asupra mediului. Functia

f:[0, +0) — [0, +00), fiX) = 20X, exprima dependenta dintre suprafata zonei
afectate (exprimata in ha) si lungimea soselei (exprimata in km).

a) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital.

b) Punctul A(4, 40) apartine reprezentdrii grafice a functiei f?

c) Scrie coordonatele a trei puncte care apartin reprezentarii grafice a functiei f
si interpreteaza semnificatia practica a acestora.

d) Cate hectare are zona afectata de construirea unei sosele cu lungimea egald cu
16 km?

e) Ce lungime are o sosea a carei construire afecteaza o zona cu suprafata egala
cu 30 ha?

f) Autoritatile impun ca zona afectatd sa nu depaseasca 100 ha. Care este
lungimea maxima a soselei?

. Se considera functia f: D — R, fiX) = VX2, unde D reprezintd domeniul maxim de

definitie al functiei f.

a) Precizeaza domeniul maxim de definitie si imaginea functiei f.
b) Studiaza monotonia functiei f.

¢) Functia f este bijectiva?

. Se considera functiile f: [4, + ) — [0, + o), f(X) = VX - 4, 5i g : [0, + ®) — [4, +00),

g(X) = X2+ 4,
a) Arata ca functia g este inversa functiei f.
b) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia fig(X)) + g(f(x)) = 10.



3.4. Ecuatii si inecuatii cu radicali

9 1

Descopar

Un echipaj de politie studiaza urmele de franare rectilinii lasate de un autoturism pe
asfalt. Specialistii Tn expertiza auto stabilesc ca, pe acel tip de carosabil, viteza
initiala a masinii (exprimata in m/s) depinde de lungimea urmelor de franare
(exprimata in metri) conform relatiei v(d) = 5,5Vd.

a) Determina viteza cu care rula automobilul in momentul angajarii in franare,
stiind ca urmele de franare au lungimea de 16 m. Verifica valoarea gasita si exprima
rezultatul in kilometri pe ora (km/h).

b) Pe acel sector de drum, limita legald de viteza este de 50 km/h. In cazul in care
lungimea urmelor de franare depaseste 9 metri, ce poti spune despre respectarea
limitei de viteza de catre sofer?

¢) Cum variaza viteza autoturismului pe masura ce lungimea urmelor de franare
creste?

invat @

Se numeste ecuatie/inecuatie irationala o ecuatie/inecuatie in care
necunoscuta/necunoscutele se afla sub unul sau mai multi radicali. A rezolva
o ecuatie/inecuatie irationala inseamna a-i determina solutiile.

EXEMPLE:

1LVX+2=3 3 AXFT+VX-2 + B2 X+4
2.2-BX*1=X; b4 NX < &,

inainte de a incepe rezolvarea efectivd a unei ecuatii/inecuatii cu radicali,
trebuie sa determinam multimea valorilor necunoscutei pentru care exista
radicalii (ne amintim ca radicalii de ordin par sunt definiti numai pentru
numere care nu sunt negative).

n mod obisnuit, pentru a rezolva o ecuatie cu radicali, se elimina radicalul sau
radicalii prin diverse transformari. Uneori, in urma transformarilor efectuate,
se obtin ecuatii care nu sunt echivalente cu cele initiale. De aceea este necesar
sa se verifice daca solutiile acestor ecuatii sunt solutii ale ecuatiei initiale.

Exercitii rezolvate

1. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a)\V2X-5=3 b)VX+4-2=0 )VI+2X=1-X. d)X+\V1+X-X°=0.

Rezolvare: 2
4
a) Scriem conditia de existenta a radicalului 2Xx-5 2 0, de unde rezulta O 4 U
2
Xe [2, +00>.

V2X-5=3=2X-5=3%=2X=86= X =43
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Cum &3 e B, +00>, solutia ecuatiei este X = 43.

b)VX+4-2=0VX+4=2eX+4=2cX=8-4eX=4

c) Scriem conditia de existenta a radicalului 1+2X > 0, de unde rezulta
xe|-3+e).0)

Cum membrul stang al ecuatiei este mai mare sau egal cu 0, pentru ca ecuatia sa
aiba solutie este necesar ca si membrul drept sa nu fie negativ (aceasta conditie se
mai numeste conditie de compatibilitate): 1 - X 2 0, de unde rezulta X € (- ,1].(2)

Din relatiile (1) si (2) obtinem X € [—% +00> N (-0, 1], de unde rezulta X € [—% 1].
VT+#2X=1-X=2T1+2X=(1-X)2=>1+2X=1-2X+X2=> X2-4X=0 = X, = 0,

X, = b

Cum0 e [— %, 1] Sit¢ [— %, 1], rezulta ca solutia ecuatiei este X = 0.

DX+ T+ X-X =0 VI+X-XP=-X&1+X-X5=(-X)°
ST+X-X=-X’©1+X=0X=-1

Asadar, solutia ecuatiei este X = - 1.

. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
AV2XZ+X+6-\2X2+X+1=1, b) VX+5 + VX -2 =\2X+3.
Rezolvare:

a) Scriem conditiile de existenta a radicalilor:

2X%+X+620,de unde rezulta X € R; (3)

2X2+ X +120,de unde rezulta X € R. (&)

Din relatiile (3) si (4) obtinem X € RR.

V2X2+X+6-V2X2+X+1=1=>

(V2x2+x+ 6 - 2x2+ X+ 1)(V2x2+ X + 6 + V2XZ+ X + 1)
V2XZ+ X+ 6+ V2X2+ X +1
> =1=V2X2+X+6 +V2X2+X+1=5

=1

=
V2X2+ X +6 +V2X2+ X +1

2 - 2 =
V2XT+ X+ 6 -V2XT 4 X+ 1 1}:>x]m=3§ix]2x2+x»f =2
V2X2+X+6+V2X2+X+1=5

V2XZ+X+6=3=2X2+X+6=9=2X2+X-3=0=X,=1,X,=-

N

(V2XTr X+ 1222200+ X+ 1242 202+ X =302 X,=1,X,=-3 ).

Asadar, solutiile ecuatiei sunt: X=1si X = - %

b) VX +5 + VX -2=32X+3 o (\X+5+x-2) = (\2x+3)
Aplicam formula de calcul prescurtat (a + b)* = a® + b® + 3ab(a + b), (V)a, b € R si
obtinem:

X+5+X-2+3X+5--2-(WX+5+\X-2)=2X+3 o
VX +3

S 2X+3+3 WK +5-VX-2-V2X+3=2X+3 = 3VX+5-VX-2-\2X+3=0 <

UX+5=0sau3X-2=05au32X+3 =0 X=-5sauX=2sauX=-3.

2
Asadar, X € {—5, —%, 2}.




3. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia X? + X - 6 = V2X2 + 2X + 12..
Rezolvare:

Scriem conditia de existenta a radicalului 2X*+2X +12 2 0, de unde rezulta
XeR.(5)
Scriem conditia de compatibilitate X? + X - 6 2 0, de unde rezulta
X € (-0, -3] U [2, + ). (6)
Din relatiile (5) si (6) obtinem X € (-0, -3] U [2, + ).
X2+X-6=V2X2+2X+ 12> (X2+ X -6)2=2X2+X) + 12>
(X2+X)2 - 12(X2+ X) +36 = 2(X2 + X) + 12 = (X2 + X)2 - 14(X? + X) + 24 = 0
Daca notam X2+X = t, atunci ecuatia (X2+X)?-14(X2+X) +24 = 0 devine
t2- 14t + 24 = 0.
t2-14t+24=0=t,=12,t,=2
t=12=>X2+X=12=>X2+X-12=0=X,= -4, X,=3
t=2=>X2+X=2=>X2+X-2=0=>X,=-2,X,=1
Cum -2 ¢ (-0, 3JU[2, +), 1 & (-0, B]JU[2, +®), -4 € (-0, 3]U[2, +w),
3 € (-, -3] U [2, +e), solutiile ecuatiei sunt X = -4 si X = 3.

4. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile:
a) VX >3; b) VX +2<2: OVT-X < & d)V2X +3 21,
Rezolvare:
a) Scriem conditia de existenta a radicalului X 2 0, de unde rezulta X € [0, + ). (7)
VX>3=>X>9=>Xe(9,+)(8)
Din relatiile (7) si (8) rezulta ca X € [0, + ) n (9, + ), adica X € (9, + ).
b) Scriem conditia de existentd a radicalului X + 2 2 0, de unde rezulta X € [-2, +0).(9)
VX+2<2=X+2<24= X <14 = X € (-0, 14] (10)
Din relatiile (9) si (10) rezulta ca X € [-2, + ) N (-0, 14], adica X € [-2, 14].
OVT-X<be1-X<h3e-X<63X>-63 X e (-63, +00).
d)V2X+321e2X+32 1 2X2 2o X e[, +),

5. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia VX +1>X - 1.
Rezolvare:
Scriem conditia de existenta a radicalului X + 12 0, de unde rezultd X € [-1, +co).

Cazul I. Daca X € [-1, +o0) si X - 1< 0, ceea ce este echivalent cu X € [-1, 1), atunci
VX +1>X - 1, pentru orice numar real X € [-1, 1) (membrul stang este pozitiv, iar
membrul drept este negativ). (11)

Cazul ll. Daca X € [-1, +0)siX - 12 0, ceea ce este echivalent cu X € [1, + ), atunci:
VX+T>X-12X+1>(X-1D2=>X+1>X2-2X+1=>X2-3X<0=> X e(0,3)
Cum X € [1, + ), obtinem X € (0, 3) N [1, + ), de unde rezulta X € [1, 3). (12)

Din relatiile (11) si (12) rezulta ca X € [-1, 1) U [1, 3), adica X € [-1, 3).
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Aplic
1. Arata ca urmatoarele ecuatii nu au solutii, fara a le rezolva:
a)VX+2=-2 ON2-X =X - §;
b)V&-X-VX-7=2 d) VX + VX +10 = 3.
2. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuati:
Aa)VX-1=3; ) \V1-4x2=1;
b) V2 + 2X = & f)V2x-1=-3;
) V3X-6+2=5; g)3-VX+2=1;
d)VE-X - 4=2; h)4-Vx2-1=2
B.a) VX +1=V2X- T, QV2-X=V2X - 3;
b) V1-3X =5 - X; d) V5x -2 = X
Ca)2VX+1=X+1, e)X-V2X+5=-1;
b) =X-1; f)VX2+3X+2 -2X=-X+2;

)
)

()

g)3\/X3+1=1+X;
h) VX3 +8 - X=2.

w|] X| N
>< +| X
w+
N w
><
1}
~_\

o
1"
N
I
x

%“sz 0

D.a)V5-X + VX +4=3; d) VX + 47 - VX -4 =1,
1—7 3 b)\N16 + X + VX +9 = 7; e) V87 -X + VX + 10 = 5;
| 2 VX7 - VX =2; HVV2X + 4 +12-V2X =2\2.
2
43 5 E.a) VX +5 +VX-1=+2X+4; d) Vax2 - 4x +1=2-V9X2 + 6X + 1;
.1 3 8 0 b) VaX -3 +3X + T=VX+8;  e)VX2+2X+1+\VX2-4X + 4 =VX2+6X+9.
;]E'g 5 " VX + VX +5 - VX + 23 = 0;
5
ol 2 8J 1 5 Fa) VX +2-4VX-2 +\X+7-6VX-2 =7; b) VX +5+2VX + 4 =3.
) 5 9 G. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile urmatoare:
_013 53 a) VX=X +9 +2X - 2X2=3; d)\V2-X+VX-1=1
7 ) b ) 3x+ 1 5
42 = 5/|46 6 b) V3X -2 + 5= 43X - 2; \/ \/3x+1 =3
5 -
0 4 X+2 ,IX-2_5, = 1=
% ) > 4 c)\/X_2+ r 5 =; F)N2X =1 + V2X-1=2
95 7 2 2 H. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
; 136 E] 3 5 2 a) V3X2- IXI =2 - X\3; d) VX +3VX2+9 =X + 3;
a 4 b) VIX2+X| =2X - 3; eNN5-VX+1=2
OVX-5+VR2+X+V5-X=3;  f)Vax2+V3X =2X - 1.
6 /I U 3. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:
9 AVX+2+29X+1<3; )x/x+1+x/x+2<5
4 1 b) VX+3 +5-X <4 f) 33X + V1 - 3X
7,5, 3 )X+ V3K 23, gwa-mJ 75,
@ 5 2 d) x+5:%23; h) VX + VX 22



Recapitulare

Exercitii recapitulative €

1

Calculeaza:

s A, o 6 6 1 4
2) E= (2 + V3 + VE)(Z - V3 + VB)(¥T0 - 2) O Fe3a Vi- a5 2-v7
_V5+V5+V5-v5 V5+v5-15-+5

Vs Ve €) E=2+ V5 + V2 -5 + 26 + 15v3 - V153 - 26..
c) V8 - 4v3 - \10 + 46;

b) E

- o 3X-1Tg=
. Determina numarul real X pentru care VNEXX = N2X.

. Fie ecuatia VX - 3 + Vm(2 - X) = 3, unde m este numar real.

a) Arata ca ecuatia nu are solutie pentru m = 1.
b) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia pentru m = -1.

. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile urmatoare:

AV + X VX2 +24 =X +1; d) V82 -X +VX-1=3;

3X X+1 _13, - = - — _..
b\ T\ 3 S 6 ) VX +8-6VX-1+VX+3-4VX-1=1;

OVX =3 +Vh-X=1; F)VX +1-4VX -3 + VX +1+4VX -3 = 4.

. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile urmatoare:

AV2-V3+X -Vh-X<0; b) V2X + 4 -2V2X + 3 < 5; Q) VX2 +2 < X +2.

. Un sistem automat de salvare lasa sa cada o capsula de la o inaltime de X metri. Timpul total (exprimat in

secunde) de la activare pana la impact este dat de functia f: [0, +oo), f(X) = 92—)é Daca timpul de siguranta

pana la impact trebuie sa fie de cel mult 5 secunde, care este inaltimea maxima de la care poate fi lansata
capsula?

. Fie functiile f; : D; — R, unde D; reprezinta domeniul maxim de definitie al functiei f;, i € {1, 2, 3},

f1X) = VX + 1, f5(X) = VX - 1, f3(X) = V2x.

a) Determina multimile D;, i € {1,2, 3}.

b) Reprezinta, folosind GeoGebra sau Desmos, graficele functiilor f;, i € {1, 2, 3}, in acelasi reper cartezian
X0y.

¢) Precizeaza multimea valorilor pentru fiecare dintre cele trei functii.

d) Scrie coordonatele a cel putin doua puncte de pe reprezentarea grafica a fiecareia dintre functiile
fioie{1,23}

e) Scrie ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f, a carui abscisa este egala cu 5.

f) Scrie abscisa punctului de pe reprezentarea graficd a functiei f, a crui ordonata este egala cu 3.

g) Exista un punct comun reprezentdrilor grafice ale functiilor f; si f;?

h) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f,(X) < f5(X).

i) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f,(X) + f,(X) = f3(X).




Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(10p.) A. Dintre numerele reale V2, ¥3, V& si 35, cel mai mare este:

a) V2; b) V3; ¢) V& d)35.

1
Vi -2

a) V3 - V2; b) -3 +2; 0)-V3-+2; d) V3 ++2.
(10p.) C. Rezultatul calculului (V3 - v3)(¥3 + V3)(333 + 319 + 9) este egal cu:
a)-18; b) 3; C) 6; d) 18.

(10 p.) B. Numarul este egal cu numarul:

Subiectul al ll-lea 60 de puncte
Scrie rezolvdrile complete.

20 de puncte 1. Un rezervor de apa este alimentat de un robinet. Daca debitul este de 2 litri/minut,
rezervorul se umple in 30 de minute.

(10 p.) a) Scrie functia care exprima timpul necesar umplerii rezervorului (exprimat in minute)
(10p.) in functie de debitul robinetului (exprimat in litri/minut).

b) Calculeaza timpul necesar umplerii rezervorului daca debitul robinetului este de
5 litri/minut.

20 de puncte 2. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia si inecuatia urmatoare:
(10 p.) a)VX+5=X-1;
(10 p.) b) VX -1 22.

10 puncte 3. Demonstreaza ca numarul real V5 + 26 + V5 - 26 este solutie a ecuatiei
X3-3X=10.

10 puncte 4. Demonstreaza cd V22 + 86 - V15 - 6v6 & (5, V35).

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR$|TUL ACESTEI UNITA'!'I: 5foarte bine 4&bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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Unitatea

Functii
trigonometrice.
Ecuatii
trigonometrice

~ > 1. Cercul trigonometric; functiile » 2.2. Functiile tangenta si
sinus si cosinus definite pe cotangenta

intervalul [0, 2x]; reducerea la » 2.3. Relatii intre functiile
primul cadran trigonometrice sinus, cosinus,
] » 1.1. Cercul trigonometric; functiile tangenta, cotangenta
: == sinus si cosinus definite pe » 3. Formule trigonometrice
- intervalul [0, 27] pentru suma/diferenta a doud

» 1.2. Reducerea la primul cadran numere reale

. ;S » 2. Functiile sinus, cosinus, tangenta  » 4. Transformarea sumelor in
~ sicotangents; relatii intre functiile produse si a produselor in sume » '-

trigonometrice sinus, cosinus, > 5. Functii trigonometrice inverse
tangenta, cotangenta

» 6. Ecuatii trigonometrice

- » 2. Functiile sinus si cosinus




UNITATEA 4 Elemente de trigsonometrie

1.1. Cercul trigonometric; functiile sinus si cosinus
definite pe intervalul [0, 27]

imi amintesc

Fie O un punct. Pe cercul cu centrul in punctul O si raza egala cu 1 cm se considera
/ punctele A, B si C astfel incat masura unghiului AOB sa fie egala cu 50°, masura
~ arcului BC sa fie egald cu 120° si unghiurile AOB si BOC sa fie adiacente.

a) Determina masura arcului mic AB.
b) Determina masura unghiului BOC.
¢) Determina masura arcului mare AC si masura unghiului AOC.

d) Determina lungimea cercului si lungimile arcelor AB, BC si AC.

Stim ca unghiul este figura geometrica formata din doua semidrepte care au aceeasi A
origine.

Pentru masurarea unghiurilor, se foloseste, ca unitate de masura, gradul sexagesimal.
Un grad sexagesimal (notat 1°) este masura unui unghi la centru care cuprinde intre laturile
sale un arc de cerc a carui masura este egala cu a 360-a parte din masura unui cerc.

Consideram un punct O, un cerc cu centrul in punctul O si doua puncte A si B care Figura 1
apartin acestui cerc si nu sunt diametral opuse (figura 1). Unghiul AOB este unghi la
centru si masura lui este egald cu masura arcului mic AB.

Daca masura arcului mic AB este o°, atunci masura arcului mare AB este 360° - a°.

Prin definitie, unghiul la centru care subintinde arcul mare determinat de doua puncte
de pe cerc are masura 360°- «°, unde o° reprezinta masura unghiului la centru care
subintinde arcul mic determinat de cele doua puncte (figura 2).

Figura 2

in multe probleme practice, pentru masurarea unui unghi se foloseste o alta unitate de
masura: radianul, notat 1 rad.

R
Masura de un radian este masura unui unghi la centru care subintinde un arc de cerc cu »
lungimea egala cu raza cercului (figura 3). >

Consideram un punct O si un cerc cu centrul in punctul O si raza de lungime R. Punctele
A si B apartin cercului (0, R) astfel incat <AOB = o° (figura 4). In acest caz, lungimea

o

arcului AB este [ = 12‘? - 7R. SRR
intr-adevar, cum lungimea unui cerc de raza R este 2zR si lungimea cercului corespunde A
unui arc de 360° (masura cercului), atunci putem scrie:
k1510 SO 27R Q

[0 A X B
X ZT.E’)’ES(')SCO o X= 7t'IIQS.O(‘)’(O < X= 1g(;° a Figura &



Elemente de trigonometrie UNITATEA 4

[

180° =R si observam ca raportul % depinde numai de masura in grade

Din relatia [ = 180° - 7R obtinem 225

a unghiului AOB.

Raportul % (raportul dintre lungimea arcului AB si lungimea razei cercului %(0, R)) se numeste misura

arcului AB exprimata in radiani.

Se numeste masura in radiani a unghiului AOB masura in radiani a arcului AB.

Daca R =1, atuncil = aceasta relatie permitand trecerea de la o unitate de masura la alta.

180°"
OBSERVATII.

1. La folosirea radianului ca unitate de masura nu se adauga, in scriere, niciun semn suplimentar, spre
deosebire de cazul utilizarii gradelor sexagesimale, cand folosim simbolul ,°” in scrierea masurilor
unghiurilor.

2. Masura unui cerc, exprimata in grade sexagesimale, este 360°, iar exprimata in radiani, este 2.

3.Dacaunarcde cercare masura o® siaradiani, legatura dintre masura in grade si masura in radiani este data

. _wra® ( _a-180
de relatia a = 3575 ((x == )
EXEMPLE:
1. Masura in radiani a unghiului drept este egala cu ’t1'839 ,adica g

- % -180°

2. Masura in grade sexagesimale a unghiului cu masura egala cu 3 este egala cu . adica 60°.
Cercul trigonometric @ y
Consideram in plan reperul cartezian XOY si un cerc cu centrulin B(0, 1)
punctul O si raza R = 1, pe care il vom nota &. Punctele de
. . ) sensul pozitiv
intersectie a cercului € cu axele de coordonate sunt: A(1, 0),

B(0, 1), A'(-1, 0) si B'(0, -1) (figura 5). A1 0) 0
Un punct mobil, care pleaca din punctul A, se poate deplasa pe kJ/sensul negativ

cercul &, in doua sensuri (figura 5):

- sensul contrar miscarii acelor de ceasornic (sensul de la A spre
B), numit si sensul pozitiv; Figura 5

- sensul miscarii acelor de ceasornic (sensul de la A spre B’), numit si sensul negativ.
OBSERVATIE.

Prin conventie, sensul pozitiv de deplasare pe cercul & se numeste sens trigonometric.

Arcul parcurs in sens trigonometric se numeste arc orientat pozitiv, iar arcul parcurs in sensul miscarii
acelor de ceasornic se numeste arc orientat negativ.

Fie M un punct pe cercul trigonometric. Unghiul AOM se numeste unghi orientat daca se precizeaza sensul
in care este parcurs arcul AM.

Definitia 1. Cercul cu centrul in originea reperului cartezian XOY si raza 1, pe care am definit sensurile
pozitiv si negativ, se numeste cerc trigonometric.
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UNITATEA 4 Elemente de trigsonometrie

Fie M si M’ doua puncte pe cercul trigonometric, simetrice fata de axa OX,
astfel incat AM = «® (figura 6). Atunci <AOM = a°.

y
Prin definitie, AM’ = -a° si <AOM'’= -° (figura 6).
(XO
U

Fie M un punct pe cercul trigonometric astfel incat masura arcului mic AM
este egala cu L.

Din punctul A se poate ajunge in punctul M parcurgand, in sens pozitiv, fie B M

arcul AM (figura 7), fie o data sau de mai multe ori cercul si apoi arcul AM

o data (figurile 8-9).
y

v e ,
NN

Figura 7 Figura 8 Figura 9

Figura 6

in acest mod, punctul M poate fi privit ca extremitate pentru o infinitate de ,arce de cerc” care au masura
diferita ([, cdnd nu parcurgem cercul complet - figura 7, [ + 2z, dupa o rotatie completa - figura 8, [ +2 - 2r,
dupa doua rotatii complete - figura 9 etc.). Astfel, putem spune ca un arc de cerc cu originea in punctul A si
extremitatea M are masura egald cu [+ k- 2x, unde [ € [0, 27), | = AM si k € N reprezinta numarul de
parcurgeri complete ale cercului trigonometric. Numarul [ reprezintd masura principald a arcului AM
(I e masura arcului mic AM).

Din punctul A se poate ajunge in punctul M si parcurgand cercul trigonometric in sens negativ (figurile 10-12).

y
e e (&
< < @
& & v

A JA X A yA X ¥ 9A X
By BI Bl
Figura 10 Figura 11 Figura 12

in acest mod, punctul M poate fi privit ca extremitate pentru o infinitate de ,arce de cerc” care au masura
diferita ([ - 2z, cand nu parcurgem cercul complet - figura 10, [ - 2 - 2z, dupa o rotatie completa - figura 11,
[ - 3 - 2x, dupd doua rotatii complete - figura 12 etc.).

Astfel, putem spune ca un arc cu originea in punctul A si extremitatea M are masura egala cu [ + k- 2x,
L0, 2n), k € Z.

Propozitie. Pentru orice numar real X, exista si sunt unice un numar intreg k si un numar real o € [0, 2x)
astfel incat X =  + 2km.

EXEMPLE:
1.X=13n,13n =7+ 6 - 2, deCi = 7, k = 6; 3.X=2m,2n=0+1-2n,deciaa=0,kR=1;
2.X=8m,8t=0+4-2n,decia=0, k=4 4 X=m,m=m+0-2n, decia=x kR=0;
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Elemente de trigonometrie UNITATEA 4

5.X=-7n,-Tn=n+(-4) - 2n,decia=x, R =-4

6.X=505=5+0-2xn decia=5kR=0;
7.X=8,8=(8-2n)+1-2n(deoarece 8 - 2x € [0, 2n)), decia =8 - 2z, k= 1;

8.X=-7,-7= (-7 + 4x) + (-2) - 2n (deoarece -7 + 4x € [0, 2n)), deci @ = -7 + 4m, kR = -

Fie X un numar real, o € [0, 2n) si k € Z astfel incat X = a + 2kx. Pe cercul trigonometric exista un singur

punct M astfel incat AM = <AOM = a. Vom spune ca M este punctul de pe cercul trigonometric asociat
numarului real X.

in acest mod se stabileste o corespondenta intre multimea numerelor reale si multimea punctelor cercului
trigonometric.

Definitia 2. Functia F: IR — &, F(X) = M, , unde M, este punctul de pe cercul trigonometric asociat numarului
real X, se numeste functia de acoperire universala a cercului trigonometric.

0BSERVATIE. @

Anumite valori particulare ale functiei de acoperire universala a cercului
trigonometric determina punctele remarcabile ale cercului: A = My, B = Mg, N

y
A=M,B = M371t (figura 13). Q

Stim ca axele de coordonate impart planul in patru cadrane (figura 14).

Vom spune ca unghiul AOM, apartine cadranului |, II, 1l sau IV, dupa cum punctul Figura 13

M, apartine cadranului I, I, I1l, respectiv IV.
y

o Daca punctul M, se afla in primul cadran, atunci «

» Daca punctul M, apartine cadranului Il, atunci o €

I v

%, ) (figura 18).

€
» Daca punctul M, apartine cadranului lll, atunci a € (7:3? (figura 17);
» Daca punctul M, apartine cadranului IV, atunci « € (

y y
M
MX
I & \A I N \A A% \A A% \A
0 X 0 X M} 0 X 0
[\ ] 1\ ] 1\ Il
BI
Figura 15 Figura 16 Figura 17 Figura 18

EXEMPLE: @)

1. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura g se afla in cadranul | deoarece
T T
s<(03)

2. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura 23 se afla in cadranul Il deoarece

23%(2' 7).
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UNITATEA 4 Elemente de trigsonometrie

3. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura Z(Zﬁ se afla in cadranul Il deoarece

203% _ 31

4 4

+25-2msi ?;'—“ e(5n).

4. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masur —22—“ se afla in cadranul | deoarece
BT T, (5).opi T T
= = 6+(2) 2nsi g 6(0,2).

Functiile sinus si cosinus definite pe intervalul [0, 27) @ @

Fiea € (0, %) si M punctul de pe cercul trigonometric corespunzator y
unghiului cu masura o. Notam cu M’ proiectia punctului M pe axa OX si
cu M” proiectia punctului M pe axa Oy (figura 19). M
A : A M sl sin o = MM - om
Triunghiul OM'M este dreptunghic in M’ si sin « = oM+ €0S & = G- ’ o =l
Cum OM =1, obtinem sin & = MM’ si cos a = OM’. ‘ o wm JA X
Patrulaterul OM'MM" este dreptunghi, de unde rezulta OM” = MM’ si,
de aici, OM” = sin a. B’
Astfel, coordonatele punctului M sunt (cos o, sin ). Figura 19
OBSERVATIE.

Pozitia unui punct M de pe cercul trigonometric poate fi data prin:
« coordonate metrice (masura arcului orientat AM);

« coordonate unghiulare (masura unghiului orientat AOM);

« coordonate carteziene (X, Yy)-

Definitie. Functiile f : [0, 2rx] — [-1, 1], f(t) = sint si g : [0, 2] — [-1, 1], g(t) = cost, unde sint si cost sunt
ordonata si, respectiv, abscisa punctului de pe cercul trigonometric asociat numarului real t € [0, 2x],
reprezinta functiile trigonometrice sinus si cosinus definite pe [0, 2x].

Proprietate. Pentru orice numar real t € [0, 2x] avem -1< cost<1si-1<sint<1.

intr-adevdr, pentru orice pozitie a punctului M(cos t, sin t) pe cercul trigonometric, avem -1 < cost < 1 si
-1<sint<1.

M(cost, sint) € € = OM =1

Cum OM = V(cost - 0)2 + (sint - 0)2 = Vcos?t + sin’t, rezultd cd cos?t + sin?t = 1.
Asadar, cos?t + sin’t = 1, pentru orice numar real t € [0, 2x].

OBSERVATIE.

Folosind coordonatele carteziene ale punctelor A(1, 0), B(0, 1), A'(-1, 0) si B'(0, -1) de pe cercul trigonometric si
masurile unghiurilor corespunzatoare obtinem:

3 _ 3 _

« sin0=0, cos0 =1 (deoarece A(cos0,sin0)); . sin7 =-1,c0s5"=0;

T T_ T T, ' cqe3® cin3T) ).
. sm5-1, cos5 =0 (deoarece B(cosz, sm2)>, (deoarece B (cos 51 SIN% )),
e sint=0, cosnt = -1 (deoarece A'(cosm,sinx)); e sin2w=0,cos2m=1.
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Elemente de trigonometrie UNITATEA 4

Semnul functiilor trigonometrice sinus si cosinus definite pe intervalul [0, 27] @

Lecturand figurile 20-23, obtinem:

Dacate (0, “), atunci cost > 0 si sint > 0 (figura 20).

2

Dacate

) atunci cost < 0 si sint > 0 (figura 21).

\_/

, atunci cost < 0 si sint < 0 (figura 22).

e Dacate 32—“, ) atunci cost > 0 si sint < 0 (figura 23).

e Dacite (n, b

=
N
L
=
=
.
L/ =
O=
N
7
\‘;
L/
=

=3
K
¥
b1
>
=
=
o
b1
>
=
=
]
= o
b1
>
=3
o
= /]
[T
=
b1
>

B’ B’ B’ B’
T 3n 3n
te (0.3) te(3x) te (= %) te (%)
cost>0sisint>0 cost<0sisint>0 cost<0sisint<0 cost>0sisint<0
Figura 20 Figura 21 Figura 22 Figura 23
EXEMPLE:
3 3n_ (x : b
1.sin 7, ° 0, deoarece % € (2, n). 3.sin3 >0, deoarece 3 € (2, n).
2. cos? < 0, deoarece 75“ S (n, 32—“) 4.cos5> 0, deoarece 5 € (37, Zn).

Exercitii rezolvate

1. Precizeaza in ce cadran sunt unghiurile cu masurile egale cu:

197, 338, _ 178z
a)Ty b) 9 C) 3 -
Rezolvare:
a) 1%" = §+3 -2r = unghiul cu masura egala cu 19“ apartine cadranului |
T TV .
(deoarece 3€ (0, 2)),
b) 3398“ 13“ 18 - 21 = unghiul cu masura egala cu 3398n apartine cadranului IV
T4n 3n
(deoarece 9 (2 , 21 ))
178n _2=n . < < 178=n
C)_T'?J' -30)- 2n = unghiul cu masura egald cu - 3 apartine cadranuluill

(deoarece 23n € (2, ))

2. Determina semnul produsului sin\2 - cos+7.
Rezolvare:

2<( )=>\/7<—;M/—e( );»sm\/f>0

(g) <7<nt=2< 7<n=>\/7€(§,n)=>COS\/7<0

= sinV2 - cos\7 < 0
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UNITATEA 4 Elemente de trigonometrie

STIAI CA..? 3. Compara numerele reale:
» Un grad sexagesimal a) sin i cos2; b) cos4 si cos5.
reprezinta a 360-a Rezolvare:
parte dintr-un cerc a)1e (0, %) = sin1>0
sau a 90-a parte , )<0 = sin1>cos2
o o <
dintr-un unghi € (2’ ) = €05
drept. b)4€< ,32’t>:c054<0
« Daca se imparte I = €0S5 > C0S4
cercul in 400 de >€ (7: 27‘) = €055>0

parti egale, se

! 4, Determina sinX, stllnd @axe (3 =, 2n ) Si cos X =l.
obtine un grad 2 ’ 4

centezimal, notat 18. Rezolvare:
Un grad centezimal Folosim formula sin?t + cos?t = 1, pentru orice t € [0, 2x]. Cum cosX = %, obtinem
are 100 de minute ) 1\
centezimale (1009), sin=x+ (_) =1
. . 2
|arunrmnut sin2X+(%)-1©sm x+%-1©smx 1—%©sm x-% N
centezimal are = sinX = =
100 de secunde Xe (37“, 2n> =sinX<0
centezimale (100). e
( ) 5. Determina semnul numarului real a.
18=100¢=10 000
a)a= sm%, b) a = cos 23&9“.
Rezolvare:
a) Cum % : 1132“ 15 - 21 si 113—2“ € (n 3”) punctul asociat numarului real
33“ apartine cadranului Ill, de unde rezulta ca sm?’g’jt <0,decia<0.
2309z _ 9z 9_ T . . .
b) C 46 " 46 +25- 2 si 46 (0, ), punctul asociat numarului real
2309 2309w

apartine cadranului I, de unde rezulta ca cos = — 46 0,decia>0.

Aplic ()

1. Exprima in grade sexagesimale masura unui unghi, stiind ca masura sa in radiani
este egala cu:

2r. T, 5w, 4037, -+ 12357,
a) 3 ' C)_121 e) 4! g) 5 I) 12
4, _5m, 1001x, _525x, o _1253n

2. Determinamasurainradianiaunuiunghi,stiind cd masurasaingrade sexagesimale
este egala cu:
a) 30°; b) 45°; ) 75°; d) 135°; e) 240°; f) 300°.
3. Determina coordonatele punctului de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu
masura egala cu:
o. . T
a) 30 ’ b) 37 c) 4-
4. Marcheaza pe cercul trigonometric punctul asociat unghiului cu masura egala cu:
0. . 0. 0. o)X X Hom Mm yhr o 5n
a)30°; b)120°; ¢)135°; d)210°%; 9)3, f)4, g) L h) 6 i) 3 j) 3
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5. Calculeaza:

Elemente de trigonometrie

a) sin30°- cos30° + sin180°- sin 60°- c0s60°;

b) cos245°+ 2sin230°- sin90°;
) V2 - cos45° -3 - c0s30°+ €0s 60°;
d) sin30° _ sin60° - cos90°

. Sin45°- cos0°

COS45°- sin 45° €0S25°
6. Calculeaza:

a) (sing cosE +sinZ. cosE) .

sin30°

d) 4sin?Z - cos?Z - cos?2E + sin2Z.

676" P13 7E3) s 6 %6 PR
2T 2T in X in T T P LAW
b) cos 4 +sin’z - sin3; e) (sm6 cos6)(sm6+cos6),
2 _ 2T ink. n, T _ T cink
c) sin 3~ oSy + sing; f)sm3 C0Sg - COS3 - Sing.
7. Arata ca:
2
T, T2 (1. 0T e B (cin X T\ - ne2X
a) (c054+5|n4) <sin%>' b) (sm3 cos3)(sm3+cos3) cos’;.
8. Precizeaza in ce cadran sunt unghiurile cu masurile egale cu:
a3 O &%, &g 0% k-=5=  m)5;
2. Nn. 1787 3. . 100z, _123r.
b)_, d) 4! f) 6 ' h)4r J) 7 l) 5 ! n)30
9. Determina semnul numarului real:
a) SUETH c) sin 3 e) cos 5 g)sin3; i) sin2.
b)sin15—“; d) cos3—’t; f) cos%; h) cos 6;
8 4 5
10. Determina semnul numarului real a:
= cin3n . cin AT, ceinf. cinon . 91 . 137,
a)a—sm8 sin; d)a-sm8 sin= - sin%- - sin==7;
= a2l 0 10T, = el 0o o IT,
b)a—cos5 C0s—-; e)a €S - OS5 - COS T}

c)a=cos2-sink-siné;

11. Determina semnul numarului real a:
= aindT, oI
a)a=sin 3 *Sing;
b) a=sin1+sin3;
12. Determina sinX, stiind ca:

a) cos X =% sixe (0,%);

=2 T .
b) cosX = 3 SiXe (2 rc),
13. Determina cosX, stiind ca:

s sixe (03)
5

b)sinx=ﬁ siXxe (gn)

a)sinX =

14. Fie X € [0,2x]. Calculeaza:
a) (3sinX - 2cosX)? + (3cos X + 2sinX)%

b) (4sinX + 3cos X)? + (4cos X - 3sinX)2

Ya= sinV5 - cosV7  cos1- cos3
sinV2-cosV3  €OS5

= cocl _ coc 2R,
c)a—cos8 0s3;

d) a=cos6 - sin5.

2 b 3m).
C) COSX = 5§|Xe<n,2),
1 3n
d)cosx-5 siXe (2,2n).
fyn 24 3m).
c)sinX = % §|Xe(n,2>,
TRV 3n
d)sinX = 2§|Xe<2,2n).
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UNITATEA 4

Elemente de trigonometrie

1.2. Reducerea la primul cadran

Descopar

Clasa se imparte in trei grupe de lucru.
Grupa 1

Fiet e (g n) si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric corespunzator

unghiului cu masura t. Punctul N este simetricul punctului M fata de axa Oy. Punctele
M’ si N’ sunt proiectiile punctelor M si N pe axa OX.

a) Demonstrati ca triunghiurile OMM’ si ONN’ sunt congruente.
b) Determinati masura unghiului NON'.

¢) Determinati coordonatele punctului N.

)
d) Demonstrati ca cost = -cos(x - t), sint = sin(x - t), pentru orice t € (%, n).
Grupa 2

Fiet e (n, 32—7‘) si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric corespunzator

unghiului cu masura t. Punctul N este simetricul punctului M fata de punctul O.
Punctele M’ si N’ sunt proiectiile punctelor M si N pe axa OX.

a) Demonstrati ca triunghiurile OMM’ si ONN’ sunt congruente.
b) Determinati masura unghiului NON'.

c) Determinati coordonatele punctului N.

d) Demonstrati ca cost = -cos(t - =), sint = -sin(t - =), pentru orice t € (n, 32—n>
Grupa 3
Fiet e (32—“, 2n> si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric corespunzator

unghiului cu masura t. Punctul N este simetricul punctului M fata de axa OX. Punctul
P este punctul de intersectie dintre axa OX si dreapta MN.

a) Demonstrati ca triunghiurile OMP si ONP sunt congruente.
)

b) Determinati masura unghiului NOP.

c) Determinati coordonatele punctului N.

d) Demonstrati ca cost = cos(2x - t), sint = -sin(2x - t),

pentru orice t € (n, ?’2—“)
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Invat (]

Folosind simetria cercului trigonometric fata de axele de coordonate si fata de originea reperului cartezian
X0y, vom exprima functiile trigonometrice sinus si cosinus ale unghiurilor din cadranele II, Il si IV cu
ajutorul functiilor trigonometrice ale unghiurilor din primul cadran. Formulele obtinute le vom numi
formule de reducere la primul cadran.

o Fiete (g, n) si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric y
corespunzator unghiului cu masura t. Punctul N este simetricul
punctului M fata de axa OY. Evident, punctul N apartine cercului
trigonometric. Punctele M’ si N’ sunt proiectiile punctelor Msi N pe

axa OX (figura 1). Atunci OM’= -cost, MM’ = sint. t

M(cost, sint)

Triunghiurile dreptunghice OMM’ si ONN’ sunt congruente
(OM = ON, OM’ = ON’), de unde rezulta <MOM’ = <NON’ Cum
<MOM’ = &t - t, obtinem <NON' = x - t, deci coordonatele punctului N
sunt (cos(r - t),sin(x - t)). Atunci ON’ = cos(x - t), NN’ = sin(x - t).

OM' = ON’ = -cost = cos(x - t)

MM’ = NN’ = sint = sin(x - t) Figura 1

Am obtinut formulele de reducere la primul cadran:

cost=-cos(r - t)

) ) ,pentruoricet € (%, =
sint =sin(x - t) P (2 )

Folosind masurile unghiurilor exprimate in grade sexagesimale, obtinem:

cost =-cos(180°- t)

, pentru orice t € (90°, 180°
sint =sin(180°- t) > ( )

0BSERVATIE. @

Punctele M(cost,sint) si N(cos(x - t),sin(x - t)), unde t € (g, n), sunt simetrice fata de axa Oy.

EXEMPLE:

o _ _ o_ o) - _ o= _1. L3 _3n _'E_Q
1. €05 120° = -cos(180° - 120°) = -cos 60° = > 2.sin%, —sm(n 4 ) =sing ==
oFiete (n, 32—n> si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric corespunzator unghiului cu masura t.
Punctul N este simetricul punctului M fata de punctul O. y
Evident, punctul N apartine cercului trigonometric. Punctele M’ B
si N’ sunt proiectiile punctelor M si N pe axa OX (figura 2).
Atunci OM’ = -cost, MM’ = -sint. b
Triunghiurile dreptunghice OMM’ si ONN’ sunt congruente W tf o
(OM = ON, <MOM’ = <NON’), de unde rezultd OM' = ON’ si t—n 0 N X
MM' = NN Cum <MOM’ = t - &, obtinem <NON' = t - &, deci
coordonatele punctului N sunt (cos(t - m), sin(t - x)). )
) i M(cost, sint)
Atunci, ON’ = cos(t - nr), NN’ = sin(t - x).
OM’ = ON’ = -cost = cos(t - n)
MM’ = NN’ = -sint = sin(t - n) Figura 2
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Am obtinut formulele de reducere la primul cadran:

cost = -cos(t - )

) ) , pentru orice t € (n, 3“)
sint =-sin(t - «)

2

Folosind masurile unghiurilor exprimate in grade sexagesimale, obtinem:

cost =-cos(t - 180°)

sint = -sin(t - 180°)" pentru orice t € (180°, 270°)

08SERVATIE. @

Punctele M(cost, sint) si N(cos(t - =), sin(t - ), unde t € (n, ?’2—“>, sunt simetrice fata de originea reperului
cartezian X0Y.

EXEMPLE:

1. sin225° = -sin(225° - 180°) = -sin 45°= _\/2_7-

’

A _ _ L7 WSSO S |
2.cos3—cos<3 7:) cos3 2" y

o Fiete (32—” 27‘5) siM(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric
corespunzator unghiului cu masura t. Punctul N este simetricul
punctului M fata de axa OX. Evident, punctul N apartine cercului T
trigonometric. Punctul P este punctul de intersectie dintre axa 0X 2n-t

si dreapta MN (figura 3). Atunci OP = cost, MP = -sint. 2n-t

T\

In triunghiul isoscel OMN, segmentul OP este mediana si inaltime,
deci semidreapta OP este bisectoarea unghiului MON, de unde _/M(Cost’ i)
rezulta <MOP = <NOP = 2z - t. Astfel, coordonatele punctului N

sunt (cos(2x - t),sin(2x - t)) si OP = cos(2x - t), NP = sin(2x - t).

Figura 3
Atunci,

cost=cos2rx - t)
MP = NP = -sint =sin(2x - t)

Am obtinut formulele de reducere la primul cadran:

cost=cos(2m - t .
) i ( ) , pentru orice t € (?’2—“, 2n>
sint=-sin(2z - t)

Folosind masurile unghiurilor exprimate in grade sexagesimale, obtinem:

cost = cos(360°-t)

entru orice t € (270°, 360°
sint =-sin(360°-t)’ P PSR,

ossERvATIE. @

Punctele M(cost, sint) si N(cos(2x - t),sin(2x - t)), unde t € (n S

), sunt simetrice fata de axa OX.

12
EXEMPLE:
o o _ ot o o) _ s o_ \/§ it _ It _ n_\/i
1.5in300° = -sin(360°- 300°) = -sin 60°= -5; 2. cos —cos(Zn—T> =cosF=32.
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Exercitiu rezolvat

Calculeaza:

a) —sinz_,)—’t+ cos“{; ¢) sin170° - sin10°; e) sin¥+ sin%.
: 93 24, 8n_ 2%,

b) sin 7+ 082 = d)cos5 ST

Rezolvare:

2t _ (x c2m_ (o 2m) o om N3

a) 3 € (2,n>:>sm3 -sm(n 3)—sm3— 5

Am folosit formula sint = sin(x - t), pentru orice t € (g, n).
Nz _ (3n r _ _Mm) | gem V3

5 e(2,2n>$cos 6 —cos(Zn 6 )—cos6— >

Am folosit formula cost = cos(2x - t), pentru orice t € (37“, Zn).

Cein2t, cosdIm o N3 N3

sm3+cos6 =T5 5 =0

4n _ (T Am_ _ _hm\ _ <3¢
b)7 e(z,n>:>cos7 = cos(n 7)— s
Am folosit formula cost =-cos(x - t), pentru orice t € (g, n).
93, o hm o o3m (- y)ﬂ (93, o a3T
Sin?<= + cos? == = sin?= + { -C0s57 ) = sin?=7 + cos?= =1

Am folosit formula sin?X + cos?X = 1, pentru orice X € [0, 2x].

¢) 170° € (90°, 180°) = sin 170° = sin(180° - 170°) = sin10°

Am folosit formula sint = sin(180° - t), pentru orice t € (90°, 180°).
sin170°-sin10° = sin10°-sin10°= 0

d)% S (37“, Zn) = cos% = cos(Zn —%) = c0525—7C

Am folosit formula cost = cos(2x - t), pentru orice t € (3—n Zn).

2 ’
COSﬁ - COSZ—TC = COSz—n - COSZ—TC =0

5 5 5 5
8n 3n 8 _ . (8 \_ . X
e)7e(n,7>:sm7- sm(7 n)— sin3
Am folosit formula sint = -sin(t - =), pentru orice t € (n, 32—” )
8 T T T
sin 7 +S|n7— S|n7+sm7—0

Aplic @

1. Determina coordonatele punctului de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu
masura egala cu:

a)330%  b)1so%; Q0% A @3 AL gE
2. Calculeaza:
a) sin135° + cos 45°; d) V3 sin330° + c0s?225°;
b) cos135° - cos30° + sin150°; e) cos330° + sin240°;
¢) sin120° - cos 150°; f) cos210° + cos300°.
E
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. Calculeaza:

cac T, 2cin O, OIS ;| SRS SN 1| SR S/,
a) V3 - cos g *3sinE e) sin L~ 2sing |)cos4 sin<= + sin7- - cos =
oI, o3 291 b, oy o 2n T o Tn 2
b)sm4+sm4, f) cos 3 t4cs’S J)cos3 cose - sing- - sings;
Sm, i Tm, 2 n PEL Smo . oh4m_ o Smo o 4T
c)cos3+sm6, g) sin g * s k)cos6 sin- - sin"g=- cos;
3, 5T, 221 9 OT, St o 3w _ . 5n o T
d)cos4+sm4, h)cos3+sm x l)cos6 sin, - sin3"- cos".
4. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate: @
2 T . I T
a)sm5 +sing = : c)sm8 +sing = :
2T, in2 2T _ . I, 15T
b)cos3+sm 3 : d) cos g tSin g .
5. Calculeaza:

a) c0s0°+ €0S1°+ 0S2°+ ... +C0S 180°;
b) sin0°+ sin1°+sin2°+ ... + sin90°- sin91°- sin92°- ... - sin180°;
) sin1°-sin2°-sin3°-...-sin90°
$In91°-s5in92°-sin93°-...-sIin 179°
6. Calculeaza:

a) coszg + sinz%; c) coszﬂTTc + sin2%; e) cosz113—17t + sin2210—1’t;
b) sin21]TTt + coszzg—“; d) cosz%c + sin2113—0”; f) sinz?—%E + c052212—3”.
7. Calculeaza folosind formulele de reducere la primul cadran.
9 5T L8, T 3 e 2T 17x,
a)sm14 sing,; e)sm7 +sing; |)cos12+cos12,
17n 3z, 19n Ir, N einbm o 167,
b) 0S5 - C0STg; f) cos 70 * 0570 j) sinag + sin=
c)sm19 +sin3g; g)sm8+sm g k)c055+c055,
d) cosa‘a’—’St + cos%; h) cos% + cos75—7t; 1) sin1,|1—87t + sin215—8’t.

8. Calculeaza:
a) cos 135° + sin135° - 2c05225°;
b) sin13° + sin167° + sin193° + sin347°;
€) c0s5° + c0s175° + c0s185° + c0s355°.

9. a) FieXe (0, %) astfel incat sinX = % Determina sin(x - X), sin(x + X) Si sin(2x - X).

b) Fie Xe (g, n) astfel incat cosX = -%. Determina cos(x-X), cos(z+X) Si sin2-X).
c) Fiexe (32—“ 21‘5) astfel incit cosX = 2. Determini cos(2z-X), sin(X-) Si cos(3m-X).

Portofoliu

(8]

Transcrie pe o coala si completeaza tabelul urmator:

X 0 X X T T 2t 3t 5t 5 It St At 3n St Jx Mn
6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6
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2.1. Functiile sinus si cosinus

Descopar

1. Completeaza tabelul urmator, reprezinta punctele de coordonate (t,sint) in \
reperul cartezian XOY si uneste-le printr-o linie curba. E
.4
t oL T I T 2t 3n 51 In 5t 4n 3n on /m Nz i
6 432 3 4 6 " 6 4 3 2 3 4 6 i
sint E
2. Completeaza tabelul urmator, reprezinta punctele de coordonate (t,cost) in n
reperul cartezian XOY si uneste-le printr-o linie curba. ¥ ’
t 0 X X T T 21 3n 50 5 Jn S5¢ 4n 3m O x Nm Hp

6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6
cost

invit @

in lectiile anterioare au fost prezentate functiile trigonometrice sinus si cosinus, definite pe intervalul
[0, 2], care corespunde efectuarii de catre un punct M al cercului trigonometric a unei rotatii complete
in sens pozitiv. Intervalul [2x, 4x] corespunde unei a doua rotatii, intervalul [4x, 6] corespunde unei a treia
rotatii s.a.m.d.

Daca deplasarea punctului M, care porneste din A(1, 0), se face in sens negativ, intervalul [-2rx, 0] corespunde
primei rotatii complete, intervalul [-4x, -2x] corespunde celei de-a doua rotatii s.a.m.d.

Cum oricarui numar real t 1i corespunde un punct M, pe cercul trigonometric, putem extinde domeniul de
definitie al functiilor sinus si cosinus de la intervalul [0, 2x] la R.

Definitia 1. Se numeste sinus functia trigonometrica sin: R — [-1, 1], sint = y,,, unde y,, este ordonata
punctului M de pe cercul trigonometric asociat numarului real t.

Definitia 2. Se numeste cosinus functia trigonometrica cos : R — [-1, 1], cost = X, unde X,, este abscisa
punctului M de pe cercul trigonometric asociat numarului real t.

Fie t un numar real. Numerele cost si sint sunt abscisa si, respectiv, ordonata unui punct de pe cercul
trigonometric, care are raza 1. De aici rezulta ca:

o 1< cost<1si-1<sint <1, pentru orice numar real t;

« COS2t + sin?t =1, pentru orice numar real t (formula fundamentala a trigonometriei).

Proprietate. Functia trigonometrica sinus este impara, iar functia trigonometrica cosinus este para.
Altfel spus, cos(-t) = cost, sin(-t) = -sint, pentru orice numar real t.

Demonstratie.

Fie t un numar real. Stim ca exista si sunt unice un numar intreg k si un numar real a € [0, 2x), astfel incat
t = o + 2kn. Punctele de pe cercul trigonometric asociate numerelor reale o si t coincid, deci M, = M,.

213 .



UNITATEA 4 Elemente de trigsonometrie

Avand in vedere ca punctele de pe cercul trigonometric -t = -a-2kt = Qe-a)+(-kR-1)-2r si
-a=(2n - «) + (- 1) - 2z asociate numerelor reale -a, 2% - a Si -t coincid, rezultaca M, =M_=M_,.

2m-ao
Punctele M, si M_, sunt simetrice fata de axa OX, de unde rezulta ca si punctele M, si M_, sunt simetrice fata
de axa OX, deci au abscisele egale si ordonatele opuse. Cum M(cost,sint) si M_(cos(-t),sin(-t)), obtinem
cos(-t) = cost, sin(-t) = -sint.

y
N . .. . . 1
In figura 1 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia \ 3775 o
Q o Q 9 Q Q T &
sinus definita pe intervalul [0, 2rt], pe baza urmatorului tabel de valori: 0 T X
_’| 2
Figura 1
T n % % 2t 3m 5n It 5tz 4r 3 S5z In Mn
Y elE sl sl E sl el 2] Bl 2] 2] 6 |Z
. 1 V2 3 V3 V2 1 1 2 3 3 V2 1
O] s ] =11 222 5 |0 =] =2k =] =] 2] =2 =5 | @
> 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
in figura 2 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia sinus definita pe R. @
y
1
_om I 3n In
2 2 2 2
-4y _Im _3p Lo _37n -1 0 g T P2 % 3n 4n x
-1
Figura 2

Observam ca portiunea de grafic corespunzatoare intervalului [0, 2z] se repeta identic pe fiecare
interval de forma [2kx, (2k + 2)x], k € Z. Aceasta arata ca valorile functiei sinus se repeta dupa un interval
de lungime 2x. Prin urmare, sin(X + 2x) = sin X, pentru orice numar real X.

Spunem ca functia sinus este periodica, iar 2x este o perioada a sa.

Definitia 3. Fie D o multime nevida si f: D — R o functie numerica. Functia f se numeste functie periodica
daca exista T € R” astfel incat X + T € D si f(X + T) = f(x), pentru orice X € D. Numarul T se numeste
perioada a functiei f.

Daca printre perioadele pozitive ale functiei f exista un cel mai mic T,, atunci T, se numeste perioada
principala a functiei f.

Propozitia 1. Functia trigonometrica sinus este periodica si are perioada principala 27.
Demonstratie.

Fie t un numar real. Pentru orice numar intreg k, numerelor reale t si t + 2kn le corespunde acelasi punct
pe cercul trigonometric, deci M, = M,,,,.. Cum M(cost,sint) si M,,..(cos(t + 2kn),sin(t + 2kr)), obtinem
sin(t + 2kx) = sint, adica functia sinus este periodica.

Este evident cd 2z este perioadd pentru functia sinus. In continuare vom demonstra ca 2x este perioada
principala, adica este cea mai mica perioada pozitiva.

Presupunem prin absurd ca exista T € (0, 2x) astfel incat sin(T + t) = sint, pentru orice numar real t. Pentru
t=0avemsin(T) =sin0 =0, de unde rezulta ca T = x, dar = nu e perioada a functiei sinus, asadar presupunerea
facuta este falsa. Prin urmare, functia trigonometrica sinus este periodica si are perioada principala 2x.
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OBSERVATII.
1. Reprezentarea grafica a functiei sinus in reperul cartezian XOY este o curba numita sinusoida.

2. Reprezentarea grafica a functiei sinus este simetrica fata de originea reperului cartezian X0y (functia
sinus este impara).

Prin examinarea reprezentarii grafice a functiei sinus (figura 2), deducem urmatoarele proprietati ale
acesteia:

» Functia sinus este strict crescatoare pe orice interval de forma [-% + 2kn, %+ an], k € Z, si strict
descrescatoare pe fiecare interval de forma [g + an,%’t + an] ,ReZ.

« sinX >0, pentru orice X € (2kn, = + 2kn), k € Z.

« sinX < 0, pentru orice X € (r + 2kn, 2% + 2kn), k € Z.

« sinX =0, pentruorice X € {kn | k € Z}.

y
. . . . . 1
In figura 3 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia - 2n
cosinus definita pe intervalul [0, 25], pe baza urmatorului tabel de valori: 0 T 31 X
i 2 2
Figura 3
x 0 X X X T 2t 3 St g It >S5t A4t 3n St In Tx op
6 4 3 2 73 4 6 6 4 3 2 3 4 6
cosx 1 ¥3 V2 1 o 1 2 N3 -1 3 N2 1 o 1 ~N2 3 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
in figura 4 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia cosinus definita pe RR. @
y
1
_In _om _3n 3n 5t In
2 2 2 2 2 2
-4x -3n -2n - _g 0 % T W 3n 4t X
-1
Figura &4

Observam ca portiunea de grafic corespunzatoare intervalului [0, 2] se repeta identic pe fiecare interval
de forma [2kx, 2k + 2)z], k € Z. Aceasta arata ca valorile functiei cosinus se repeta dupa un interval de
lungime 2. Prin urmare, cos(X + 2xr) = cos X, pentru orice numar real X.

Spunem ca functia cosinus este periodica, iar 2z este o perioada a sa.
Propozitia 2. Functia trigonometrica cosinus este periodica si are perioada principala 2.
Demonstratie.

Fie t un numar real. Pentru orice numar intreg k, numerelor reale t si t + 2kn le corespunde acelasi punct
pe cercul trigonometric, deci M, = M,,,.. Cum M/(cost,sint) si M, (cos(t + 2kn),sin(t + 2kx)), obtinem
cos(t + 2km) = cost, adica functia cosinus este periodica.

Este evident cd 2x este perioada pentru functia cosinus. in continuare vom demonstra ca 2r este perioada
principala, adica este cea mai mica perioada pozitiva.
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Presupunem prin absurd ca exista T € (0, 2x) astfel incat cos(T +t) = cost, pentru orice numar real t.
Pentru t = 0 avem cosT = cos0 = 1, de unde rezulta ca exista un punct pe cercul trigonometric, diferit de
A(1,0), a carui abscisa este egala cu 1, ceea ce este fals, asadar presupunerea facuta este falsa. Prin urmare,
functia trigonometrica cosinus este periodica si are perioada principala 2.

OBSERVATIE.

Reprezentarea grafica a functiei cosinus n reperul cartezian XOY este simetrica fata de axa Oy (functia
cosinus este para).

Prin examinarea reprezentarii grafice a functiei cosinus, deducem urmatoarele proprietati ale acesteia:

» Functia cosinus este strict crescatoare pe orice interval de forma [z + 2kn, 25 + 2kx], k € Z, si strict
descrescatoare pe fiecare interval de forma [2kn, it + 2kn], k € Z.

« COsX >0, pentru orice X € (—% + 2k, 5 + an), ke Z.

» COSX <0, pentru orice X € ( + an, + 2kn> k e Z.

« cOSX =0, pentruorice X € {m | keZ}.

Exercitii rezolvate

1. Calculeaza:
a)sin 2% p) cos . c)sin(—ﬁ); d)sm( 232“), e)cos(—m).

3 4 4 3 6
Rezolvare:
35m _ ST, 5
a) sin == 3 sm( 35 21:) sin 5~ 3
Cum 53—” se afla in cadranul IV, folosind formulele de reducere la primul cadran,

. P 5n\_ _om_ 3 35n _ﬂ
obtinem sin 5= = sm<2n 3>— sin3 = -—=. Asadar, sin =3~ = -—~.

b) cos997t cos (3—n+12 2n> cos?”t

A
Cum 34—n se afla in cadranul Il, folosind formulele de reducere la primul cadran,
obtinem cos ?Zt —cos(n— i—n> = -cos} = —ﬂ . Asadar, cos 92” —\/2—7.

. 2327w 232n Ly by
d) sin (— 3 ) -snT sm<3 +38- 21:) -sin— 3

Cum bn se afla in cadranul 1, folosind formulele de reducere la primul cadran,

3
inem sin 4% = —sin(“4% - 1) = -sinZ= -3 i <@)ﬁ
obtinem sin === sm(3 n)— siny = -~ Asadar, sin{ -=3~ ) = =~

e) cos( 187“>= cos 18/ cos(h +15- 21r> = cos &

6 6 6 6
Cum 7; se afla in cadranul 11, folosind formulele de reducere la primul cadran,
Tn _ It \_ . T ﬁ 187r) _ V3
obtinem cos = 6 -cos(6 n) = -Cosg = . Asadar, cos( 6 ) 5
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2. Stabileste semnul urmatoarelor numere reale:

51 o 8,
a)sm4 sin;

Rezolvare:
8n 3n A
a%e(x %)

Sm 3n
4€<"'2)
3n

Functia sinus e descrescatoare pe intervalul (n, 7).

b) sin2 - sin3; C) C0S5 - COS4;

. 8r_ . b5¢;
>=>SII'I7>SII'IT=>

8t _5n
74 ]
5t 8

=3 smf - S|n7 <0

b)2 e (%,TC)

< (5m)

Functia sinus e descrescatoare pe intervalul (%, n).
2<3 )
=sin2-sin3>0
) 4 € (n, 2m)
5 € (x, 2x)
Functia cosinus e crescatoare pe intervalul (r, ).
4<5
= C0S5-c0s4>0
3. Studiaza paritatea functiei f: R - R, f(X) = cos X - sin X.
Rezolvare:

> = sin2>sin3 =

= C0S5>C0S4 >

f(-X) = cos(-X) - sin(-X) = cosX - (-sinX) = cosX + sinX, pentru orice X € R =
Functia f nu este nici para, nici impara.

Aplic

1. Calculeaza:

. 147 . 2531 . . . o oo 1001T) .
a)smT, d)sm—4 : g) sin2001x; J)Sln< 0 ),
357, 307n _ . _1201x)
b) 0S3~; e) C0S=p= h) cos(-101x); k) cos( 5 ),
. 103 . 799r. [ 4OTm). _887n
c)smT, f) cos L |)sm< 5 >, l)cos< 3 )
2. Stabileste semnul urmatoarelor numere:

. 668 . . 823 (1297 (M5 e
a)smT, c)sin T e)sm( - ), g)sm( 2 ), i) sin100;
319z . 23 1352m\. ..o (1827w, -
b)cosT, d) cos = f)cos( T ), h)sm( 50 ), j) c0s1000.

3. Studiaza paritatea functiei f: R - R.
- P . ) __ COSX
a) f(X) = cos X + sinX; c) ftx) = Isin2xl; e) fiX) X 1
b) f(X) = -3c0s X - sinX; d) fX) = sin3x; f) fx) = COSS';‘()f 5

¥
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4. Stabileste semnul urmatoarelor numere:
n 5n. yxb 367x .

a)smﬁ—smﬁ, d)cosW-cosT, g) sin5- sin4;
13n . .« 287m\_ . ( 21I¢). L .
b) C0S 3~ - COS 75; e) sm( T ) sm< 9 ), h) cos(- 4) - cos(-5);
. 313n_ . 257xm, 373w\ _ 277z N o
c)smT—sm =0 f) cos( % > cos( T ), i) sin(-7) - sin(-8).

5. Se considera expresia

E(X) = sin(x - %) - 2cos<x + 23—”> + 3sin(x - %) + 4cos(X + %), unde X este
numar real. Calculeaza:
a) EO); NEQ);
b E(5): JE(-F):
) E(-3); h) Ecr;
d) E(%); i) EGm);
e) E(—%); j) E(-5m).
6. Determina multimea valorilor functiei f: IR — R.
a) fiX) =3 + cosX; d) fix) = [sin2x| - 1;
b) f(X) = sinX - 2; e) fX) = [2 - cosX| - cosX;
¢) f(X) = 2 - 3sin5X; ) fix) = 11+ cosX| + |cosX - 1.
7. Demonstreaza ca numarul real T este perioada pentru functiaf: R — R.
a) fix) = cos 5, T = 4m; 0) fX) = 2cos X - 3sin8X, T=;
b) f(X) = cosX - sin2X, T = 2m; d) f(x) = 2cos )i( - sin %(, T=12x.

8. Demonstreaza ca:
a) (sinX + cosX)? + (cosX - sinX)2 =2, VX € R;
b) sin3X - cos3X = (sinX - cosX)(1 + sinX - cosX), VX € R;
€) cos*X - sin“*X = (cos X - sinX)(sinX + cosX), VX € R;
d) sin“X - sinX = cos*X - cos?X, VX € R.
9. Compara numerele reale a si b.

a) a = c0s90°, b = cos90; ¢) a =sin180°, b = sin180;
b) a = cos100°, b = cos 100; d) a =sin50°, b = sin50.
: 3n Aocat gy o B
10. a)FieX € <2,2n> astfel incat sin2X = 9

Calculeaza sinX - V1 - cos2X + cosX - V1 - sin2X.

b) FieX e (32—“ 21‘5). Calculeaza sinX - V1 - cos2X - cosX - V1 - sinZX.

11. Demonstreaza ca functiaf: R — R, f(X) = cosX - X nu e periodica.
12. Se considera functiaf: R — R, f(X) =sin20X + cos 12X.

a) Demonstreaza ca functia f este periodica.

b) Determina perioada principala a functiei f.
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2.2. Functiile tangenta si cotangenta

Descopar

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Scrie ca rapoarte de lungimi de segmente:
cos B, cosC,sinB,sinC, tgB, tgC, ctgB, ctgC. Ce observi?

Invat

CosB B
sinB’
intr-un triunghi dreptunghic, tangenta si cotangenta unui unghi ascutit se pot exprima cu ajutorul sinusului

si cosinusului aceluiasi unghi.

sinB

0SB Asadar,

Rezolvand exercitiul propus la sectiunea Descopar, observam ca tg B = sictg B =

Definitia 1. Functiatg : R \ {(Zk +1)3 | ke Z} —>R,tgX= ég;))(( se numeste functia tangenta.

COS X

Definitia 2. Functiactg : R \ {kn | k€ Z} - R, ctg X = x S€numeste functia cotangenta.

Proprietate. Functiile trigonometrice tangenta si cotangenté sunt impare.
Altfel spus, tg(- X) = - tg X, ctg(-X) = - ctg X, pentru orice numar real X.

Demonstratie.

M —X _ . .
X0 = 203030~ aek = sk = -tex, (Mx e R\ [k + 03 | ke Z)

_yy o €OS(-X) _ cOSX _ _COSX _ _ ,
X = 50 = msinx ~ sinx 8% WX eR\ {kn | ke Z} i /

<

in figura 1 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia tangenta pe
intervalul (-g,g), pe baza urmatorului tabel de valori:

X T T

e
3 4 6
tgx -3 -1 V30

- Fa

w‘él ola
&) wia

Figura 1

in figura 2 este reprezentata grafic, in
reperul cartezian X0Y, functia tangenta
definita pe R \ {(Zk + 1)Jt | ke Z}

Observam ca portiunea de grafic
corespunzatoare intervalului (-g%) o o =7

N
N
.
o)
N

se repeta identic pe fiecare interval

de forma (—5 + kr, T 2t kn) keZ.

Aceasta arata ca valorile functiei

tangenta se repeta dupa un interval
de lungime r.

Figura 2
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Prin urmare, tg(X + 7) = tg X, pentru orice X € R \ {(Zk +1)3 | ke Z}.
Spunem ca functia tangenta este periodica, iar x este o perioada a sa.
Propozitia 1. Functia trigonometrica tangenta este periodica si are perioada principala .

0BSERVATIE. @
Reprezentarea grafica a functiei tangenta este simetrica fata de originea reperului cartezian X0y.

Prin examinarea reprezentarii grafice a functiei tangenta, deducem urmatoarele proprietati ale acesteia:
» Functia tangenta este strict crescatoare pe orice interval de forma (-% + kn,% + kn), k € Z;

« tgX >0, pentru orice X € (kn, % + kn), keZ y
« tgX <0, pentru orice X € (-% + Rk, kn), ke Z;

« tgX =0, pentruorice X e{kn | k € Z}.

in figura 3 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia cotangentd pe
intervalul (0, ), pe baza urmatorului tabel de valori:

LY

X I I T 2n 3 5t
6 4

3 4 6

s
3
agx 3 1 *é—go-*g -1 3

N

in figura 4 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia cotangenta
definita pe R \ {kn | ke Z}.

Figura 3
Observam ca portiunea de grafic corespunzatoare y
intervalului (0, n) se repeta identic pe fiecare interval de i i
forma (kx, (k + Dx), k € Z. Aceasta arata ca valorile functiei
cotangenta se repeta dupa un interval de lungime . Prin
urmare, ctg(X + xt) = ctg X, pentru orice X € R \ {kx | k € Z}.

Spunem ca functia cotangenta este periodica, iar x este o
perioada a sa.

Propozitia 2. Functia trigonometrica cotangenta este
periodica si are perioada principala 7.
0BSERVATIE. @

Reprezentarea grafica a functiei cotangenta este simetrica
fata de originea reperului cartezian X0Y.

1
a
1
1a
-,
o
Nla
a
w
a,
-,
N
a

Figura 4
Prin examinarea reprezentarii grafice a functiei cotangenta,

deducem urmatoarele proprietati ale acesteia:
« Functia cotangenta este strict descrescatoare pe orice interval de forma (kx, (k + 1)x), k € Z;

o ctgX >0, pentru orice X € (kn, % + kn), k e Z
« CtgX <0, pentru orice X € (% + kR, (R + 1)7c), k e Z,

(2k + 1)r

3 IkeZ}.

o ctgX =0, pentru orice X € {

N 220



Elemente de trigonometrie

UNITATEA 4

Exercitii rezolvate

1. Determina semnul numarului real a.

a)a=tg2-tg7§“; b)a=ctg%-ctg117—3”.
Rezolvare:
a)2e (5,7) =>1tg2<0

n
=>1g2-1g=<0=>a<0
Fe(ny) oo T

b) 2892 - 9%, 58 2 = unghiul cu misura egali cu @ este in cadranul IV =

5 5
2897
= g=g <0 289 . 17n
=g g3 <0=>a<0
17—”6( 3—”):»ct Tz > 3
13 E\"73 §13

2. Compara numerele reale:
a)tg%.f,itgwn- b)tg%g,itg%; c)ctng“.f,ictg%“- d) tg\2 si ctgy3.

8 15
Rezolvare:
Y T T
a)se(O'Z);\'thN) :}tg£>tg15_7c
15z _ (3n 157 5 8
3 e<2,2n>:>tg 3 <0

5 2' 2

br _(z 3n
76(2'2>

b) 4% ¢ (E 3“)

i [ tg% < tg67—Jt
Functia tangenta e crescatoare pe intervalul (%, 7“)
4r _bm

5°7 J

c) 107” € (n, 2x) ]

26z

(m,27) 10% 26

€
15 3 3 >;»ctg7>ctgf
Functia cotangenta e descrescatoare pe intervalul (x, 2x).

107 _ 26r
7 15 J

d)V2 e (O,g) =>1tg\V2 >0
@e(g,n):ctgxﬁw

= tg\2 > ctgV3
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Aplic @

1. Calculeaza:

a)tg3; 9t (-7); m) ctg 5%,

b) tg%; h) tg (-MT’t>; n) ctgz%ﬁ;

otg %, i) tg (-18%); o) ctg %,

d) tg 209°%; j) ctg 7%, p) ctg (-2F);

&) tg 152, K ctg3%,; q) ctg (-27);

f) tg %; ) ctg 53—’t; r) ctg (—%)
2. Determina semnul numarului real:

gy b dwed Al dwz Nes 9w

3. Determina semnul numarului real a:

a)a=tg58—”-ctg35ﬂ; e)a=tg§-tg75—“-tg53—“-tg111—5“;

- g2l 10T, - ctg 3. g MM 4530 o NT
b)a—tg7 g9 f)a—ctg7 ctg 5 - Ctg Vg g
¢) a = ctg8 - tg\15; g)a=tg1-tg3-tg5-tg7-tg9;

i 3. _tg2 - ctgh
d)a=ctg3-tg3; h)a——ctgG_th.

4. Determina semnul numarului real a:
a)a=tgh+ g, da=tgZ-tgT%  ga=ctg-ctgl;
b)a=tg%“—tg1%“; e) a = ctg5 - ctgs; h)a=tg%—tg?%—“;
c)a=ctg?f|1—6’t+ctg78—“; f)a=tg2-1g1; i)a=tg211—0’t-tg117“.

5. Ordoneaza crescator numerele reale: tg\2, tgV3, tgv5.
6. Studiaza paritatea functiei f: D - R.

af: R\ {knlk€Z} — R, fx) = ctg*;

b)f: R\ {2k + D | ke Z} - R, f0x) = 2tg + sinX;

Of:R\ {kz_n | ke Z} — R, f(X) = ctgX - tg?3X;

df:R\ {(Zk + 1)% | ke Z} — R, fiX) = cosX +tg3X.
7. Determina domeniul maxim de definitie al functiei f.

a) fix) = tg(zx + %) b) fiX) = ctg(3x - g)

8. Determina perioada principala a functiei f.

a)f:R\ {(2k;1)n | keZ} - R, fiX) = tg2x;

b)f:R\{(Zkg‘l)n

OF R\ {k—ﬂ keZ} SR, 0O = Ctghx.

ke Z} — R, fX) = cos X tg3X;
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2.3. Relatii intre functiile trigonometrice sinus, cosinus,
tangenta si cotangenta

Descopar

1. Fiet e (0, E) si M, N punctele de pe cercul trigonometric corespunzatoare

2
unghiurilor cu masurat, respectiv % - t.Punctele M’ si N’ sunt proiectiile punctelor

M si N pe axa OX.

a) Demonstreaza ca triunghiurile OMM’ si NON’ sunt congruente.

b) Dedu relatiile sin(% - t) = cost si cos(g - t) = sint, pentru orice t € (0,%).

2. Demonstreaza, folosindu-te de rapoartele de lungimi de segmente care se pot
scrie pentru un unghi ascutit de masura t intr-un triunghi dreptunghic, ca

sin(% - t) = cost si cos(% - t) = sint, pentru orice t € (0, %)

it @ @

Fie X un numar real. Atunci cos?X + sin®X = 1, de unde rezulta ca sin’X = 1 - cos*X si cos?X = 1 - sin?X.

DacaX e R \ {(2k+1)’it | keZ},atunci:

th=§ci>Ls)>((:>tg2X= (gtl)g))((>2= ir;);(ﬂ ;Ocsozs;x =co;2x_ IS XS eox Coszx=tg2>: +1
sin?X =1-cos?X = sin’X=1- tg2)1( el tgtzg;)i,l :sinzx-tgtg;)i,l

Daca X € R \ {kx | k € Z}, atunci:

ctgX = o = ctgx - (g?:;(()z - Cs?ri))é = ;iiiznix “gnax 1S g1 Simx:ﬁ'
c0s2X =1-sin?X = cos?X=1- ctg21x e Ct(:gtzg;)i1 > coszx=ctg+zx+1

Fiete (0, %) si M(cost, sint) punctul de pe cercul trigonometric corespunzator unghiului cu masura t.

unctul N(cos(5-t),sin(5 - este punctul de pe cercul trigonometric corespunzator unghiului cu
Punctul N 5ot 5ot t tul d Lt t t hiul

masura 5 - t (figurile 1 i 2)

y y

Figura 1 Figura 2

223 [m



UNITATEA 4 Elemente de trigsonometrie

Punctele M’ si N’ sunt proiectiile punctelor M si N pe axa OX. Atunci OM’ = cost, MM’ = sint, ON' = cos(E - t),

2
NN’ = sin(g - t). Triunghiurile dreptunghice MM'O si ON'N sunt congruente (OM = ON, < MOM' = <ONN’),
de unde rezulta OM’ = NN, MM’ = ON".
" i cein(T_ b= 9 1 = T _
oM =NN:>cost-sm<2 t) MM’ = ON'= sint cos(2 t)
. (T _ - T _ - ; T
Asadar, sm(i - X) = COSX Si cos(2 X) sinX, pentru orice X € (0, 2) (1).
Fie a € [0, 2x) si M(cosa, sinar) punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura . Simetricul
punctului M fata de prima bisectoare este N<cos(§— oc), sin(g— oc)). Cum abscisa lui N este egala cu
ordonata lui M, iar ordonata lui N este egala cu abscisa lui M, obtinem sin (% - oc) = CoSa Si COS (g - a) = sina.

Stim cd, pentru orice numar real X, exista si sunt unice un numar intreg k si un numar real « € [0, 2x), astfel
incat X = « + 2kz. Cum functiile trigonometrice sinus si cosinus sunt periodice, cu perioada principala 2,
rezulta ca sinX = sin(a + 2kn) = sina Si cOSX = cos(a + 2kn) = cos .

Asadar, sin(E - X) = COSX Si cos(E - X) = sin X, pentru orice numar real X.

2 2
in( T _
Fiex e R \ {kr | k € Z}. Atunci, tg(% - X) = sm%t ))3 = E?r?))(( = ctgX.
cos(= -
2
e :
fiexe R\ {2k + 1] | ke Z}. Atundi, ctg(5 - X) = j’:((; - ;()) - 208X = 1gX.
2

Asadar:

tg(% - x) = ctg X, pentruorice X e R \ {kn | k € Z}

ctg(%-x) =tg X, pentru orice X € R \ {(2k+1)% | keZ}

Exercitii rezolvate
1. Determind cosX, stiind ca tgX = -2siX € (g, n).

Rezolvare:

tgX =-2 = 2% = -2 = sinX = -205X

\ Folosim formula fundamentala a trigonometriei sin?t + cos?t = 1, pentru orice
t € R. Cum sinX = -2cos X, obtinem (-2cos X)? + cos?X = 1.

4c0S%X + C0SZX =1 < 5c052X = 1 < €0S2X = 1

. = C0SX = —%: COSX = —g
Xe(i,n):cosx<0 5

. Compara sin2 cu cos 1.
Rezolvare:
T . o B
2e (5, n) = sin2=sin(x - 2)
Am folosit formula sint = sin(x - t), pentru orice t € (g, n).
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—cin(X -
cos1 —sm(2 1)
Am folosit formula cosX = sin(g - X), pentru orice X € R.
Trebuie sa comparam sin(zx - 2) cu sin(% - 1).

n-2-(3-1)=7-2-3+1=3-1>0=x-2>7-1

2 2 2
_9 It _ T
n-2,5-1€ (0,2)
n-2>§-1 =

Functia sinus este crescatoare pe intervalul (0, g)

= sin(x - 2)>sin(§— 1) = sin2 > cos1

Aplic

1. Calculeaza:
a) sin50° - cos40°; d) sin % . cos123—0’t; 9) sin111—2” . cos%‘;
b) sin140° + cos130°;  e) cos% - sin%; h) sin115—6Jt - cosz%t;
€) €05290° - sin160°; f) sin117—8”— cos%; i) C05223—0’t—sin3§’—0“.

2. Compara:

$
. Fiexe (0, %) astfel incat sinX =¢. Calculeaza:

a)sing si c0s2L -

. 3 ¢) sinV2 si cosT;

e) sinv19 si cos (- 4);

b) sin%ﬂ Si c0558—’t; d) cos3sisin5; f) sin3,2 si cos(-3,5).
. Fiexe (n, 32—”) astfel incat tgX = 3. Calculeaza:
)3sinx—2cos X, )sin2x+3coszx—sinXCosX
2sin x + 3cos x’ 3sin?x + 2sin X cos X
. Determina tgX, stiind ca:
oy =2 . -1 3n
a)sz—3§|xe(0,2), b) cosX = 3,xe(n, 2).
Determina ctgX, stiind ca:
TRV 3n, ). =3 T
a)sinX = 6§|xe(2,2n), b) cosX = 4,xe(z,n).

. Determina cosX, stiind ca:

a)tgx=2sixe (0 E);

12 3
1 3. NI 3n
b)th—2§|xe<n,2>, d) ctgX = 12§IX€(2,2n)
Determina sinX, stiind ca:

YA 3x). -3 3T 5.
a)tgx-45|xe<n,2>, ) ctgXx = 3$|xe<2,2n>,
=3 ). =-Bixe (T
b)th—4 |xe(0,2>, d) ctgx = 15§|xe(2,n>.

4
5
3tgx - 2ctg x

b) 2sin?x + 3 cos?x
4etg x + 2tg x?

a) 3tg?x

UNITATEA 4
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9. Calculeaza:
a) sin0° +sin1° +sin2° + ... + SiN45° - C0S46° - COS47° - ... - €05 90°;
b) tg1° - tg2° - tg3° - ... - tg89°.

10. FieXe R\ {%| keZ} astfel incat sinX + cosX=1

5 Calculeaza tgX + ctgX.

11. Fiexe (0, %) astfel incat tgX + ctgX = g Calculeaza:
a) sinx + cosXx; c) sin3x + cos’x;
b) [sinx - cosx|; d) sin“x + cos“x.

12. Calculeaza tgX.
a)xe (32—’t, Zn) sin?x - 3sin X cos X - 4¢0s?x = 0;

b)x € (0,§>,65in2x - 7sin X cos X = 3 COS%X.
13. Calculeaza ctgX.
a)xe (n, %),3sin2x - 10sin X cosX + 8 cos?x = 0;

b) x € (2, ), 2sin2x - 150S2X = sin X COS X.

3n

14, FieXe( '

) astfel incat 2tgX + ctgX =3. Calculeaza cosX.

2 - sin?X L 2- C0S%ZX
2 +1g2X 2+ ctg?X

xem\{%|kez}.

15. Demonstreaza ca =1, pentru orice numar real

16. Demonstreaza ca, pentru orice valoare admisibila a numarului real X, au loc
egalitatile:
)sm X - C0S*x , sin’x + cos’x
sinX - cosX _ sinX +cosX '

ctg’x - cos’x .
b) tg2x - sin2x cgx;
) tg?x ctg?x

O tex e agx

d) sin?x__ cos?x
1-cosX 1+sinX

e) Vcos“X + &sin 2x + \sin“x + &4cos 2x = 3.

=sinX + CosX;

-4' 17. Demonstreaza ca:
% 1-sinX _,[1+sinX T 3n
a) \/1 Tanx \/1 —anx = 2tg X, pentru orice numar real X € (2 5 )
3 -3

“9 Q - 83 1-cosX 1+ cosX_ = 2ctgX, pentru orice numar real X € (=, 2x);

?8& 1+CoSX 1—cosX gXp 1l

) 2 T T
@ C)\]1_COS(§_X>_\/1+C°S(§_X)+ T-cosX _ _ [ 1+cosx__ _

£ T+sinX T-sinX 1+sin(3-x) {1-sin(3-x)

2 . < T
= -——=—— pentru orice numar real X ( ,—).
snxcosx' Pe tru orice numar real X € (0 7
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3. Formule trigonometrice pentru suma/diferenta a doua
numere reale

Descopar

Elevii vor fi impartiti in doua grupe.

Grupa 1

in figura 1 sunt reprezentate triunghiurile dreptunghice ABC si BDC cu <BAC = 90°,
<ABC = b, BD =1, «BCD = 90°, «DBC = a si punctele A si D de o parte si de alta a

dreptei BC. Punctul M este proiectia punctului D pe dreapta AB, iar punctul N este
proiectia punctului C pe dreapta DM.

a) Exprima laturile triunghiului BDC cu ajutorul functiilor trigonometrice ale
unghiului DBC.

b) Arata ca AC = sinbcosa si AB = cosacosb.

c) Arata ca <NDC = b.

d) Aratd ca DN = sinacosb si CN = sinasinb.

e) Exprima laturile triunghiului BDM cu ajutorul functiilor trigonometrice ale
unghiului DBM.

f) Arata ca sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa si cos(a + b) = cosacosb - sinasinb.

D
D
NE=S ¢ N C
a a
b 1 ul ]
B M A B M A
Figura 1 Figura 2

Grupa 2

in figura 2 sunt reprezentate triunghiurile dreptunghice ABC si BDC cu <BAC = 90°,
BC =1, <BDC = 90°, <DBC = b, <ABD = a si punctele A si D de o parte si de alta a
dreptei BC. Punctul M este proiectia punctului D pe dreapta AB, iar punctul N este
proiectia punctului C pe dreapta DM.

a) Exprima laturile triunghiului ABC cu ajutorul functiilor trigonometrice ale
unghiului ABC.

b) Exprima laturile triunghiului DBC cu ajutorul functiilor trigonometrice ale
unghiului DBC.

c) Aratd ca DM = sinacos b si BM = cosacos b.

d) Arata ca <NDC = a.

e) Arata cd CN = sinasinb si DN = sinbcosa.

f) Aratd ca sin(a - b) = sinacosb - sinbcosa si cos(a - b) = cosacosb + sinasinb.
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Fie a, b € (0, 2n) cu a > b. Punctele M, N si P sunt punctele de pe y
cercul trigonometric asociate numerelor reale a, b si, respectiv, p
a-b (figura 3). Asadar, <AON = b, <AOM = a, <AOP = a - b si M
M(cos a, sina), N(cos b, sin b) si P(cos(a - b),sin(a - b)). 73 N
Triunghiurile MON si AOP sunt congruente (LUL), de unde rezulta b
AP = MN. 0 A x
MN = (cosb - cosa)? + (sinb - sina)? =
= MN2=(cosb - cosa)? + (sinb - sina)? =
=c0s’b - 2cosb - cosa + cos?a + sin*b - 2sinb - sina + sin’a = .
Figura 3

=2-2cosb-cosa-2sinb-sina=2-2(cosb-cosa+sinb-sina) (1)

AP = \(cos(a - b) - 1)2 + (sin(a - b) - 0)2 = AP? = cos¥a - b) - 2cos(a - b) + 1+ sin¥a - b) =2 - 2cos(a-b) (2)
Din relatiile (1) si (2) rezulta cos(a - b) = cosb - cosa +sinb - sina = cosa - cosb +sina - sinb.

Daca a = b, atunci cos(a - b) = cos0 = 1si cosa- cosb +sina - sinb = cos?a + sin?a = 1, deci, si in acest caz,
cos(a - b) = cosa - cosb +sina - sinb.

Cum functia cosinus este para, egalitatea este adevarata si pentru a, b € (0, 2n) cu a < b.
Evident, egalitatea este adevarata pentru a, b € [0, 2x).

Functiile sinus si cosinus sunt functii periodice de perioada principala 2z, de unde rezulta:
cos(a - b) = cosa - cosb +sina - sinb, pentru orice numere reale a si b. (3)

Daca scriem a + b = a - (- b) si aplicam formula (3), obtinem:

cos(a + b) = cos(a - (-b)) = cosa - cos(-b) + sina - sin(-b) = cosa - cosb - sina - sinb.
Asadar, cos(a + b) = cosa - cosb - sina - sinb, pentru orice numere reale a si b. (4)

sin(a + b) = cos(g -a- b) = cos(% - a) - cosb + sin(% - a) -sinb=sina- cosb +sinb - cosa
sin(a - b) = sin(a + (-b)) = sin a - cos(-b) + sin(-b) - cosa =sina - cosb - sinb - cosa

Am obtinut:

sin (a + b) =sina - cosb + sinb - cosa pentru orice numere reale a si b; (5)

sin(a - b)=sina- cosb - sinb - cosa pentru orice numere reale a i b. (6)

EXEMPLE:

1. c0s15°= cos(45°-30°) = cos 45°- c0s30° + sin45° - sin30° =\/2—7-\/2—§+g~%=@;
Tn_ (B B\ el o T om_ 1 N2 N3 N2 _V2-+6,

2. cos Tk cos(_,)+4)-cos3-cos4 sing-sing =55 -5 5 ="7

3. sin75°= sin(45° + 30°) = sin 45°- c0s30° + sin30° -cos45°=g-\/2—§+%~\/2—§= \/g; 2

Daca in formulele (&) si (5) folosim a = b = X, obtinem:
0S (X + X)= COSX - COSX - SinX - sinX = €0s2X =c0s2X - sinX, pentru orice numar real X. (7)

sin(X + X) = sinX - COSX + sinX - cosX = sin2X = 2sinX cos X, pentru orice numar real X. (8)

N 228
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Stim ca sin?X = 1 - cos2X si cos2X = 1 - sin?X, pentru orice numar real X. inlocuind n formula (7), obtinem:
€0s2X =2¢0s2X - 1sau cos2X =1 - 2sin?X, pentru orice numar real X.

COS2X = 2 COS2X - 1= 2€0S2X = 1 + COS2X = Cos2X = -+ 052X CSSZX N

= |cosX| = x/%, pentru orice numar real X. (9)

c0S2X = 1 - 25in2X = 2sin2X = 1 - C0S2X = sin2X = 1 —C052X

2
= |sinX| = \/%, pentru orice numar real X. (10)
EXEMPLE:

=

1. €05 120°= cos(2 - 60°) =c0s260° - sin260° = % - % = —%;
2. 5in120°= sin(2 - 60°) = 25in 60°- oS 60° = 2-?-%?3

inlocuind X cu )5( in relatiile (9) si (10), obtinem:

|cos§| =4 “CTOSX Si |sm | \/”709(, pentru orice numar real X.

in continuare vom deduce formulele in care apare functia tangenta. Vom presupune ca sunt excluse din
consideratii acele valori pentru care expresiile folosite nu au sens.

sina sinb)
tg(a+b)=sin(a+b)=sina-cosb+sinb-cosa cosa cosb<C050+cosb _tga+tgb=>
cos(a+b) cosa-cosb-sina-sinb sina sinb\ 1-tgatgb
cosa- cosb\1-cosq" snch
cosb
_tga+tgh
:»tg(a+b)-71_tgatgb(11)

B _tga+tg(-b) tga-tgb _ tga-tgb
tg(a - b) = tg(a + ( b))'1—tgatg(—b)'1+tgatgb=>tg(a b)'1+tgatgb
EXEMPLE:

tg60°+ tg 45° N3 +1 A3 +1
1.tg105° = tg(60° + 45° 5 55 = ;
g105°=tg( ) 1 1g60°tg5° 1-v31 1-3
2.tg % tg(” n) tg§'th _V3-
12 1+tg g’t 1+\/§
oA . . 2tg X
Dacd in formula (11) folosim a = b = X, obtinem tg2x === tggzx'
X o X O X
tg)_(=sz =2$|n2c052= sin X tg sinX
2 cos)i( 2C0$2§ 1+ cosX 2" 1+cosX
in continuare vom exprima sinX si cosX in functie de tg)i(.
. X X
sin?3 sm2
X 2 X _ 2 1 X_ 1
tg?5 = :>1+tg2 ;»1+tg = 0S5
2 2 X 2 X 2X 2° 2X
cos?5 c > cos2 1+1tg’5
X 2 1—tg2)§
cosX=2cosZ§—1= %~ 1= cosX= X
1+1g?d 1+1tg?%
2 2
. X X
2siny 285
sinX=2$in)§(cos)§(=—)%'cosz%(:Ztg%(- 12X=>sinx= fx
COSE 1+tg§ 1+tgi

229 [m
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Exercitii rezolvate

1. Calculeaza cos(a + b) stiind ca sina =%,cosb = —%, ae (g, n), be (n, 32—’t>
Rezolvare:
cos(a + b) = cosa - cosb - sina - sinb, pentru orice numere reale a si b
Trebuie sa determinam cosa si sinb. Pentru aceasta folosim formula

fundamentala a trigonometriei.

sin’a + cos?a =1 1V 15
> <Z) +cos’a=1= cos’a=7¢

—
sina = :cosa=-@
ae(%,n):cosmo
sin2b+coszb=1} 2
. 1 . 24
1 = sin?b + (——) =1=sin’b=5¢
— 5 25 .
cosb 5 ismb=—¥
3n .
be(n, 5 >:>smb<0
_ A5 (1)1 (2\/€>_\/ﬁ+2Vg
cos(a+b)—-T'('§)‘z' 5 /)7 20 -
S S s n
2. Calculeaza sin(a - b), stiind cd tga =7, ctgb = M2,a€e (0' 2)' be (2’“)‘
Rezolvare:
sin(a - b) =sina- cosb - sinb - cosa = cosacosb (%-%)=

= cosacosb(tga - tgh)
Folosim formula fundamentala a trigonometriei:

sin?a + cos?a =1 30050\ 2 16
3 _sina_3 . . __3cosa :»(T) +c0s’a=1= cos?a=5¢
tga—z:m-z:sma-—

ae(o E):~cosa>0

12
4
= C0sa=¢
sin?b + cos?b =1
_ cosb _ _ .y __COsb 0=
ctgh = 2\5:’sinb 2V2 = sinb )
:}(—%)acoszbﬂ:}coszb:§ 27
2\2 = cosb=-73%
be(—?,n):cosb<0
ina-b) =4 (22)(301) 62k
sin(a b)—5 ( 3 <4+2ﬁ>- 15

3. a) Demonstreaza ca cosX + sinX = \/fcos(x - %), pentru orice numar real X.
b) Determind imaginea functiei f: R — R, f(X) = cosX + sinX.

Rezolvare:

z 7
2

a) cosX+sinX=\/7< - COS X +7'sinx> = \/f(cos%-cosx +sin%- sinx) =

= \/fcos(% - X) = \/fcos(x - %), pentru orice numar real X.
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b) Conform punctului a), f(X) = ﬁcos(x - %) pentru orice numar real X.

Cum-1¢< cos(x-%) <1 pentru orice numar real X, rezulta ca
-\2 < ﬁcos(x—%) <2 pentru orice numar real X, deci Imf = [-v2,2].

4. Demonstreaza ca functia trigonometrica tangenta este periodica si are perioada
principala .
Rezolvare:
sin(X + 2n) _ sinX _
Cos(X +2m)  COSX ™
tangenta este periodica.

tg(X + 21) = tgX, VX e R \ {(2k+1)§| keZ} = Functia

Fie T> 0 o perioada a functiei tangenta. Atunci, tg(X + T) = tgX, pentru orice numar
real X pentru care cos(X + T) # 0 i cosX # 0.

_ sin(X +T) _sinX
tgX+ T =tgX < cos(X+ T) - COSX

< sin(X+T)cosX - cos(X+TsinX =0 < sin(X+T-X)=0 < sinT=0< T=kn, REZ

< sin(X+T)-cosX=cos(X+T)-sinX <

Cum T > 0, obtinem ca perioada principala a functiei tangenta este x.

Aplic

1. Calculeaza:

a) cos75°; ¢) cos105°; e)tg %‘;
b) sin15°: d) tg15°: g2,
2. Calculeaza:
H o o H o o. 1 13_75 T _nl 13_75
a) sin63°c0s27° + sin27° cos 63°; g) sin 75 COST - SiNF 0S5,
o O_ c1 Ot 0. H 7_75 @ H @ 7_75
b) cos107° cos73°- sin107°sin73°; h) sin{3C0s73 * Sin73:C0s 335
H o, o _ 0, ¢ o. H E E_ H 2_75 H E
€) sin73° - c0s28° - c0S73° - Sin28°; i) cos15 cos5 sm15 S|n5,
d) cos83° - cos53° + sin 83° - sin53°; j)2$in§cos§;
tg52°+tg8° . Y Ty A
9)1 ~tg52° - 1g8° k) cos g~ sin’g;
tg 112°-tg 52° o n
)T g tg 5o ) 2c08%35 - 1.
3. Calculeaza tg%, stiind ca:
T cicing = 2. 3n Ctoa = -
a)ae(0,2)§|5|na—5, c)ae<2,2n>$|tga— V3.
T . __8.
b)ae (i’ n) si c0sa=-33;
4, Calculeaza sin)i(, stiind ca:
a)Xe(O E) sisinx=ﬂ- c)Xe<n E) si cosX = -2
'2) 3 37 2)5 6
3n coy o 206, T : -3
b)Xe(z,Zn)§|sz— 5 d)Xe(z,n)§|cosX— 4
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5. Calculeaza cos 18 stiind ca:
a)Xe(O )5|smx-1 )Xe<3—n2>sicosx=&-
"2 13’ 2’ i 6 '
3n 4, T Al
b)Xe<,2>5|sz—-5, d)Xe(2 ):;:lcosX— 3
6. Calculeaza 2sinX - 3cosX + sin2X - tg2X, stiind ca tg % = %
< COS2X -3 .oy o« .3
7. Calculeaza hrsinax’ stiind ca tgx = -;.

8. Demonstreaza ca sin3X =3sinX - 4sin3X si cos3X = 4 cos *X - 3cos X, pentru orice
numar real X.

. T . 3n A Ay s _ 2 . _ 1 o
9.a) Fiea e (0, 5) sibe <7, 2n> astfel incat sina = 35S cosb = 3 Calculeaza
cos2b, sin(a - b) si sin2a.
. 3n A AL 3 12 o
b) Fie a € (2, ) sibe (n, 7) astfel Incat sina = £ S si cosb = 13 Calculeaza
cos2a, cos(a + b) si sin(a - 2b).
N I T | .
c)Fieae (2, ) sibe (7, 21:) astfel incat cosa = 63l sinb = 4 Calculeaza
cos(2a + b) si tg(a + b).
10. a) Fiea e (0 ) sibe ( ) astfel incat tga = 3 tgb = -2 calculeazi
: 2 2 67 12°

tg(a - b), cos(a - b) si sin2a.

b) Fiea e <3’7, 27r> sibe (n, 37“) astfel incat tga = —%

tg2a, ctgla + b), cos2b si sin(a - b).

sictgb = % Calculeaza

11. Calculeaza sin(a + b + ¢), stiindcaa e ( ) be ( ) ce (2, ) sina = %,
3

cosb- Si smc-g

12. Calculeazatgc, stindcaa+b +c= %, tga = % sitgh =
13. Demonstreaza ca:

a) CoSX + sinX = \/_sm(x+ )pentru orice numar real X;
b) cosX - V3sinX = 2cos<x+ )pentru orice numar real X;
€) cosX - sinX = \/—cos(x+ )pentru orice numar real X;
d) V3 cosX +sinX = 25|n(x+ )pentru orice numar real X.

14. Determina imaginea functiei f: IR — R.

a) f(X) = sinX - cosX; b) f(X) = V3 sinX + cosX.
15. Calculeaza smg, sm%, cos8 si cos?’ét
16. a) Demonstreaza ca tg(60° - X) - tgX - tg(60° + X) = tg(3X), pentru orice X pentru
care expresia are sens.
b) Calculeaza tg20° - tg40° - tg60° - tg80°.
17. Fiea, b, c € R \ {kx | k € Z} astfel incat: \

(1+ cosa)(1+ cosb)1+cosc)=sinasinbsinc. Calculeaza ctg % ctg 5 ctg %
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4. Transformarea sumelor in produse si a produselor
in sume

Descopar

Elevii vor fi impartiti in doua grupe.

Grupa 1

T

Fle X,y € (0, 2
trigonometric asociate numerelor reale X si, respectiv, y. Punctul P este mijlocul
segmentului MN, iar punctul P" este proiectia punctului P pe axa OX.

) astfel incat y < X. Punctele M si N sunt punctele de pe cercul

a) Determina coordonatele punctelor M, N si P.

b) Arata ca semidreapta OP este bisectoarea unghiului MON.

¢) Determind masura unghiului AOP, unde A este punctul de pe cercul
trigonometric cu coordonatele (1, 0).

d) Exprima lungimile segmentelor OP' si PP’ in functie de OP si functiile

trigonometrice ale unghiului AOP.

. . COSX+cosy X+Yy
e) Arata ca f=0Pcos 7

f) Calculeaza lungimea segmentului OP (in triunghiul NOP).

. X+y X-y ..o _X+Y  X-y
g)AratacacosX+cosy=2cos 7 COST §|sz+smy=2$ln 7 COST.

Grupa 2

T

Fie X,y € (0, 3
trigonometric asociate numerelor reale X si, respectiv, y. Punctul N’ este simetricul

punctului N fata de punctul O, punctul P este mijlocul segmentului MN’, iar punctul
P’ este proiectia punctului P pe axa OX.

) astfel incat y < X. Punctele M si N sunt punctele de pe cercul

a) Determina coordonatele punctelor M, N, N’ si P.

b) Aratd ca semidreapta OP este bisectoarea unghiului MON’,

c) Determind masura unghiului AOP, unde A este punctul de pe cercul
trigonometric cu coordonatele (1, 0).

d) Exprima lungimile segmentelor OP’ si PP’ in functie de OP si functiile

trigonometrice ale unghiului AOP.

_ . COSX~-cos X+
e) Arata ca fyhOPsm zy.

f) Calculeaza lungimea segmentului OP (in triunghiul MOP).

. . XY XY X+y . X-Y
g) Aratd cd cosX - cosY = -2sin—=sin—= si sinX - siny = 2cos—=sin—~.
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Fie X si Yy numere reale.

cos(X +Y) = cosXcosy - sinXsiny; (1) sin(X +Y) = sinXcosy + cosXsiny; (3)
cos(X - y) = cosXcosy + sinXsiny; (2) sin(X - y) = sinXcosy - cosXsiny. (4)
Prin adunarea, respectiv scaderea relatiilor (1) si (2) obtinem:

cos(X +Y) + cos(X - y) = 2cos X cos Y (5) si cos(X +Y) - cos(X - y) = -2sinXsinY. (6)

Prin adunarea, respectiv scaderea relatiilor (3) si (4) obtinem:

sin(X +Y) + sin(X - y) = 2sinX cos Y (7) si sin(X +Y) - sin(X - y) = 2cos XsinY. (8)

Asadar:

COSX CoSY = % [cos(X +Y) + cos(X - y)]

sinXsiny = -% [cos(X +Y) - cos(x - Y]]

sinXcosV =5 [sIin(X + + SIn(X - h pentru orice numere reale X sl
inX cosy =2 [sin(x + y) + sin(x - y)] i lexsiy

Aceste formule sunt cunoscute sub denumirea de formule de transformare a produselor de functii
trigonometrice in sume de functii trigonometrice.

EXEMPLE:

Sm... m_ 1 St . ¢ 5t =& 8n 21 1 T
1.singysing = 2[“’5(24 8) C°5<24 8)] 2(“0524 Cosza) -5(cos5 - cos ;) =
=_1<1_V—+V§>=\F+v—-2,

22" & g

w5t _1 n  5n . (n_ 5m 1 T Gr\\ 1/, om\ _ 1 _ﬁ)_Z—\/?
2.5in75c0835 = 2[5'"(12 12)"‘“"(12 12)] 2(5'”2"5'”( 12))'2(1 S'"3>'2<1 2)° % -

Daca X si Y sunt numere reale, atunci exista numerele reale a si b astfel incat X +y =a si X -y = b, anume

x=4 ; b siy=14 5 b Tnlocuind in formulele 5-8, obtinem:

cosa + cosb=2cos%’ cos%’ sina +sinb =Zsin%’ cos%’
cosa-cosb=—25inaszsinaz;b sina - sinb = 2cosazbsm zb

Aceste formule sunt cunoscute sub denumirea de formule de transformare a sumelor de functii
trigonometrice in produse de functii trigonometrice.

EXEMPLE:

1. cos75° + cos 15° =2cos75 +15 cos75 D =205 45°cos30° =2-ﬂ-\/—§—ﬁ;
2 2 2 2 2
In,n In_=
In_ . T 3 6.,.6 6 5r 137 _ om 13 T
25|n3 sm6—2cos 7 Sin— —2cos12 sin ) 2cos4sm ) 2( cos4) (sm12)
. \2 T T <\/§ V2 1 \/7)_\/?-1
=2-5sin(3-7) =2\ T 525 ) T

N 234



Elemente de trigonometrie UNITATEA 4

Exercitiu rezolvat
Transforma in produs sumele urmatoare:
a) COSX + C0S2X + oS 3X;
b) sinX + sin2X + sin3X + sin4X;
c)sinX +sin2X + ... +sinnX,n e N".

Rezolvare:
a)cosX+c052X+cosBX=cosZX+2cos¥cos%=
= C0S2X + 205 2X coS(-X) = 2coszx<% + cosx) = 2coszx(cos§ + cosx) =
E.'.X E_X
= 2€052X - 205 75— €05 = 4C0S 2X - cos’% cos”_T?’X;
b) sinX + sin2X + sin3X + sin&X = (sinX + sin4X) + (sin2X + sin3X) =
o X+H4X X -4X S 2XHA3X 22X -3X_ .. 5X  -3X £ 05X oX
=2sIn 7 cos 7 +2sINn 3 cos 3 —25|n2cos2 +2$|n2cos2 000
= ein X eI 4 5ein X o X o BX((0 3K X
=2sIn 7 cos o +2sIn o COSZ—ZSIn 7 (cos o +c052> =
X, X 3X_X
= 96in ™ 2008 2o 2 cos 22 - 4sin3X. X
-25|n2 2c0s 3 cos 3 —45|n2 cosXcosz.

c) Daca X = 2kx, k € Z, atunci sinX + sin2X + sin3X + ... + sinnX = 0.
Consideram X ¢ {2kn | k € Z}.
S=sinX+sin2X+...+sinnX=>S- sinx= sinx-sinl+ sin2X-sinX+ et

2 2 2
: X1 X\ _ _X\] 21 X\ _
+smnX-sm2- 2[cos(X+2) cos(X 2)] 2[cos(2X+2)
- DAY - X\ _ SXN\ 2] 3X _ Z)_
cos(zx 2)] 2[cos(nx+2) cos(nx 2)] 2<cos2 0S5 \
LT SR> W | (2n+ DX _ (2n—1)X>_
2(cos2 cosz) 2(cos 5 05— =
CA( 3K X 5X - 3X @n+ DX _ (2n—1)X>_
= 2<cos2 C0S5 + 0S5 = COST + ... +C0S"—— 05— =
( @n+NX X (2n+1)X_§>
_ (. @ne DX g)__l_ ) 2. 2 2] _
= 2(cos 7 cos2 =3 2sin 3 sin 3 =
. (n+ DX _. nX
sin sin—>-
=sin(n;1)xsin”7x:>s= 2, X 2
sing
2
Aplic
1. Transforma urmatoarele sume in produse:
a) sin75°+ sin15°; e) c0s165° - cos 15°; i)sin%’“sin%ﬂ;
b) sin40°+ sin140°; f) cos50°+ cos70°; j)sin?—g—sin%;
€) sin50°- sin40°; g) cos70°- cos 40°; k) sin%c - cos%“;
d) sin165°- sin75°; h) cos130° + cos 50°; ) 05T 4 052k

18 9
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2. Transforma in sume urmatoarele produse:

a) cos75°- sin15°; ¢) sin’55°- sin35°; e) sing- cosg;
o, o. 1 3_75 AT E. 5_75
b) cos155°- c0s25°; d) sin g Sing: f) C0s3 - COSg".

3. Determina semnul numarului real a scriindu-l sub forma de produs.

_ foE. —cinX _cinZk.
a)a=cos1+sin5; c)a-sm12 sin7;
b) a = cos72°+ cos 138°; d)a=cos%—”—cos%‘.
4. Transforma in produse:
a) g +€0550°; b) 1 - 2c0s10°; €) 2sin20°+V3;  d) V2 - 2sin35°.
5. Calculeaza:
a) c0s20° + cos100° + cos140°; b) sin10°- sin70° + sin130°.
6. Calculeaza:
T_ . In I 4n
z) COS35° + COST5°, | COS40° + COSBO°, 059 =057 SiNqg* (057
sin65° - sin55° ' sin10° +sin50°’ - n . I’ T _ink”
Sin3g - sinzg Cos3g ~Sing
7. Calculeaza:
2n b 0 T, T 3n 5n In
a) (cos 77+ COSTy + cos ) COS 37 c) COSg + COSy" + COS g + C0Sg-.
g 3n S In In Nx,
b) COS73 * COST3 + COST3 + COS T3 + COST3 + COS =)
8. Calculeaza:
a) sin10°cos20°cos 40°; b) c0s20° cos 40°cos 60° cos 80°.

9. Arata ca, pentru orice valoare a lui X pentru care au sens expresiile, sunt
adevarate egalitatile:

) SinX +sin3X +sin5X _ tg3x; ) COSX + COS2X + COS4X + COS5X

COSX + C0S3X + €0S5X ' sinX + sin2X + sin4X + sin5X

b) SINX +25iN2X + SIN3X _ 4oy, d) Sin2X + sin4X + sin 6X + sin 8X
COSX + 2c0S2X + cos 3X §2% C0S2X + COS4X + €c0S6X + coS 8X

10. Demonstreaza ca:

= ctg3X;

= tg5X.

(n+ DX _. nX
s——5—sin> . )
a) COSX + COS2X + COS3X +... + COSNX = —x , pentru orice numar real
sins
2
XeR\ {2kx | ke Z).
b) sinZX +sin22X +sin?3X + ... + sin2nX = g— cos(n +23);)-(smnX’ pentru orice

numar realX e R \ {kr | k € Z}.
cos(n + DX - sinnX
2sinX

C) COS2X + COS22X + COS23X + ... + C0S2NnX = g +
numar realX e R \ {kr | k € Z}.

, pentru orice

. . ) noy _ SINQR™X)
11. Demonstreaza ca coSX - €0S2X - C0S(2%X) - ... - C0S(2"X) =M sinx’

numar realX e R \ {kr | k € Z}.

12. Fie un triunghi oarecare ABC. Demonstreaza ca:

a)sinA +sinB +sinC= 4COS% cos% cos%;

b) cosA + cosB + cosC=1+ 45in%sin%sin%.

pentru orice
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5. Functii trigonometrice inverse

Descopar

Elevii vor fi impartiti in trei grupe.
Grupa 1

1. Scrie trei valori ale lui X pentru care sinX = % Cate astfel de valori exista?

2. Foloseste aplicatia Calculator de pe telefonul mobil si calculeaza sin™(0,5).
Ce observi?

3. Reprezinta grafic functia sinus folosind un instrument digital.
4. Functia sinus este bijectiva?

5.Da exemple de intervale astfel incat restrictiile functiei sinus pe acele intervale
sa fie bijective.

Grupa 2

1. Scrie trei valori ale lui X pentru care cosX = % Cate astfel de valori exista?

2. Foloseste aplicatia Calculator de pe telefonul mobil si calculeaza cos™(0,5).
Ce observi?

3. Reprezinta grafic functia cosinus folosind un instrument digital.
4. Functia cosinus este bijectiva?
5.Daexemple deintervale astfelincatrestrictiile functiei cosinus pe acele intervale
sa fie bijective.

Grupa3
1. Scrie trei valori ale lui X, X € R \ {(Zk + 1)§| ke Z}, pentru care tgX = 1.
Cate astfel de valori exista?

2. Foloseste aplicatia Calculator de pe telefonul mobil si calculeaza tan™1.
Ce observi?

3. Reprezinta grafic functia tangenta folosind un instrument digital.
4. Functia tangenta este bijectiva?

5. Da exemple de intervale astfel incat restrictiile functiei tangenta pe acele
intervale sa fie bijective.
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Invat

in figurile 1-4 sunt reprezentate grafic functiile trigonometrice sin:R — [-1, 1] (figura 1), cos:R — [-1,1]

(figura 2), tg: R \ {(Zk + 1)% | ke Z} — TR (figura 3) si ctg:R \ {kn | k € Z} — R (figura 4). Aceste functii
nu sunt inversabile, deoarece nu sunt injective. Totusi, pornind de la graficul lor, putem gasi restrictii care
sunt inversabile.

y
1
51 _X 3n In
2 2 2 2
_ Tn - (on 3T - T on 2t 5t 3¢ 4
bx = 3n 2 5 0 > = E T X
-1
Figura 1
y
]
In 5n 3n 3n o In
2 2 2 2 2 2
-4n -3n -2n -t /- g 0 % T pl 3r Lt X
-1
Figura 2
' ' ' y ' ' H y i :
50i-2n/ 3n! fn & 0 & T 3n] I 0 2 I |
2| 2| 2! 2! 2 X 0 2\ T T\ X
Figura 3 Figura 4

Functia arcsinus @

Irn

Restrictia functiei sinus la intervalul [ )

] este bijectiva, deci inversabila.

Inversa functiei f: [- %, %] — [-1,1], f(X) = sin X, este functia arcsin:[-1, 1] — [- g, %] (functia arcsinus).

EXEMPLE:
2

f - T T ciein XML
1. arcsm(7> =4 deoarece L€ [ > 2] sisin ;

2
T A T[T T icin(_E
2. arcsm( 2)— 6,deoarece 66[ 2,2] sl sm( 6
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Din definitia functiei inverse rezulta egalitatile:

sin (arcsin X) = X, pentru orice numar real X € [-1, 1]
arcsin (sin X) = X, pentru orice numar real X € [- %, %]

Reprezentarile grafice ale functiilor f: [—%, g] - [-1,1], /\y
f(X) = sinX si arcsin, in reperul cartezian XOY, sunt simetrice in
raport cu dreapta de ecuatie Y = X (figura 5). 2

Examinand reprezentarea grafica a functiei arcsin, deducem o |; Eralelaly ==
urmatoarele proprietati ale acesteia:

Functia arcsin este strict crescatoare;

b

[ ]
PE ===

""i'
@

_x
Functia arcsin este convexa pe intervalul [0, 1] si concava pe 2
intervalul [-1, 0];

arcsin X > 0, pentru orice numar real X € (0, 1J; ’

arcsin X < 0, pentru orice numar real X € [-1, 0);

arcsinX=0 < X=0;

Cea mai mica valoare a functiei arcsin este -%, iar cea mai mare valoare este %

Propozitia 1. arcsin(-X) = -arcsin X, pentru orice numar real X € [-1,1].

Demonstratie:

Fie X € [-1, 1]. Notdm arcsin(-X) = Y si obtinem -X = siny, y e[—g, g] De aici rezultd X = -siny, ceea ce e
echivalent cu X = sin(-y), de unde rezulta arcsin(sin(- y)) = arcsinX. Cum -y € [-g %] obtinem -y = arcsinX,
deciy = -arcsinX.

Functia arccosinus @

Restrictia functiei cosinus la intervalul [0, ] este bijectiva, deci inversabila.

Inversa functiei f:[0, ] — [-1, 1], f(X) = cos X, este functia arccos:[-1, 1] — [0, x] (functia arccosinus).

EXEMPLE:

_V?’) S & T ; t_\3,

1. arccos ( 7 )% deoarecege [0, 7] si 0sg=>5
_“2>-3“ 3n : 3 _ N2

2. arccos (— > ) =% deoarecef €[0,n] sI 0S5 == -+

Din definitia functiei inverse rezulta egalitatile:

cos(arccos X) = X, pentru orice numar real X € [-1, 1]

arccos(cos X) = X, pentru orice numar real X € [0, ]

Reprezentdrile grafice ale functiilor f:[0, =] — [-1, 1], f(X) = cos X si arccos, in reperul cartezian X0Y, sunt
simetrice in raport cu dreapta de ecuatie y = X (a se vedea figura 6 la pagina urmatoare).

Examinand reprezentarea grafica a functiei arccos, deducem urmatoarele proprietati ale acesteia:

» Functia arccos este strict descrescatoare;
» Functia arccos este convexa pe intervalul [-1, 0] si concava pe intervalul [0, 1];
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« arccos X > 0, pentru orice numar real X € [-1, 1];
e ArCCOSX =0 X=1;

» Cea mai mica valoare a functiei arccos este 0, iar cea mai
mare valoare este 7.

Propozitia 2. arccos(-X) = =t - arccos X, pentru orice numar '
real X e [-1, 1]. '

Demonstratie:

Fie X € [-1, 1]. Notam arccos(-X) = Y si obtinem -X = cosY,
y €[0, x]. De aici rezulta -cosY = X, ceea ce este echivalent cu -1 O
cos(r - Y) = X, de unde rezulta arccos(cos(x - Y)) = arccos X.
Cum n-Yy € [0,n], obtinem m-Yy = arccosX, deci
Y =1 - arccosX.

Bl

] R i e o

Figura 6
Propozitia 3. arcsin X + arccos X = ’%, pentru orice numar real X € [-1,1].

Demonstratie:

Fie X € [-1, 1]. Notdm arcsinX = a si arccosX =b si obtinem X = sina si X = cosb, a € [—E,E],

N
N

b € [0, x], de unde rezulta sina = cos b, ceea ce este echivalent cu sina = sin(g - b). Cumsina = sin(% - ),

E- _EE o _EE a . 6 o o © u.,=£_ o -
(2 b)e[ 2,2] si func'glaf.[ 2,2] — [-1, 1], f(X)=sinX este injectiva, rezulta ca a 3 b,adicaa+b

NI

Functia arctangenta @

Restrictia functiei tangenta la intervalul (—%, %) este bijectiva, deci inversabila.

Inversa functiei f: (—%, %) — R, f(X) = tgX, este functia arctg: R — (—%, %) (functia arctangenta).
EXEMPLE:

-z T ELTE L WP N C
1. arctg(\/3)—3,deoarece3e( 2,2) Si tg3 \3;
== I TN L W
2. arctg (-1) 4,deoarece 46( 2,2)§|tg( 4> 1.

Din definitia functiei inverse rezulta egalitatile:

tg (arctg X) = X, pentru orice numar real X 5 v

arctg (tg X) = X, pentru orice numar real X € (—%, %)

Reprezentarile grafice ale functiilor f : (—%,%) — R, fiX) = tgX si Y
arctg in reperul cartezian XOY sunt simetrice in raport cu dreapta | :
de ecuatie Y = X (figura 7).

Examinand reprezentarea grafica a functiei arctg, deducem
urmatoarele proprietati ale acesteia:

Functia arctg este strict crescatoare;

« Functia arctg este convexa pe intervalul (-co, 0] si concava pe
intervalul [0, +);

o arctg X > 0, pentru orice numar real X € (0, +co);

« arctg X < 0, pentru orice numar real X € (-0, 0);

arctgX =0 < X =0. Figura7
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Propozitia 4. arctg(-X) = -arctg X, pentru orice numar real X.

Demonstratie:

Fie X € R. Notam arctg(-X) = Y si obtinem -X = tgy, y e(—%,%). De aici rezulta X = -tgy, ceea ce este
echivalent cu X = tg(-Y), de unde rezultd arctg(tg(-y)) = arctg X. Cum -y e(—g, %), obtinem -y = arctgX,
deciy = -arctgX.

Functia arccotangenta @

Restrictia functiei cotangenta la intervalul (0, ) este bijectiva, deci inversabila.

Inversa functiei f : (0, &) — R, f(X) = ctg X, este functia arcctg : R — (0, xr) (functia arccotangenta).

EXEMPLE:
1. arcctg (V3) = £, deoarece ¢ € (0,m) si ctg £ = \3;
2. arcctg (—\/1—§> = %’t, deoarece %’t € (0, m) si ctg%’t = _\/1_?

Din definitia functiei inverse rezulta egalitatile:

ctg(arcctg X) = X, pentru orice numar real X

arcctg(ctg X) = X, pentru orice numar real X € (0, )

Reprezentarile grafice ale functiilor f:(0, n) —» R, f(X) = ctgX si
arcctg in reperul cartezian XOY sunt simetrice in raport cu dreapta
de ecuatie y = X (figura 8).

Examinand reprezentarea grafica a functiei arcctg, deducem
urmatoarele proprietati ale acesteia:

» Functia arcctg este strict descrescatoare;

« Functia arcctg este concava pe intervalul (oo, 0] si convexa pe
intervalul [0, +0);

» arcctgX > 0, pentru orice numar real X.

Propozitia 5. arcctg(-X) = = - arcctg X, pentru orice numar real X. Figura 8
Demonstratie:

Fie X € R. Notam arcctg(-X) = Y si obtinem -X = ctgy, y €(0, ). De aici rezultd -ctgy = X, ceea ce este
echivalent cu ctg(z - y) = X, de unde rezulta arcctg(ctg(x -y)) = arcctg X. Cum n-Yy € (0, =), obtinem
n -y =arcctgX, deci y = nt - arcctgX.

Exercitii rezolvate

1. Demonstreaza ca:
a) cos(arcsinX) = V1 - X2, pentru orice numar real X € [-1, 1];
b) sin(arccos X) = V1 - X2, pentru orice numar real X € [-1, 1];

c) tglarcsinx) = \/1)(7, pentru orice numar real X € (-1, 1);

V1-X?

d) tg(arccosX) = ———, pentru orice numar real X € [-1,1], X # 0.

241 .



UNITATEA 4 Elemente de trigonometrie

Rezolvare:

a) Fiex e [-1,1].
cos(arcsinX) + sin2(arcsinX) = 1= cos(arcsinX) = 1 - X2 }
=

arcsinX € [—%%

= cos(arcsinX) = V1 - X2, pentru orice X € [-1, 1].

b) Fie X e [-1, 1].

cos%(arccosX) + sin?(arccosX) = 1= sin(arccosX) = 1 - X?
arccos X € [0, ] = sin(arccosX) 2 0 }
= sin(arccosX) = V1- X2, vx e [-1,1].
sin(arcsinX) _ X

cos(arcsinX) ~ \1-x2'
sin(arccosX) _v1-X2

] = cos(arcsinX) 2 0

¢) tg(arcsinX) = pentru orice X € (-1, 1);

d) tg(arccos X) = cos@rccosX) - X pentru orice X € [-1,1], X # 0.
2. Calculeaza:
1. A I
a)cos<2arcsm5>, c)arcsm25 aresing;
; b 1). 1 1
b) sm<arcsm5 + arcc055>, d) arctgs + arctgz.
Rezolvare:
A '2( 1) ,(1)2@.
a)cos<2arcsm5) 1-2sin’(arcsing ) =1-2- (5) =5z;

. A 1 _ . - 1
b) sm(arcsmg + arccos§> = sm(arcsm 5)cos<arcc055> +

+ cos(arcsing)sin(arccos%) = % . % + \/1 - (g)z . \/1 - (%)2 = % + % . #:

_4+6V6,
25
c) Fiea= arcsinl - arcsini
25 17°
L 7 L8\ . 7 .8
sing = sm(arcsm25 arcsm17) = sm(arcsm25>cos(arcsm17)

i AW . 8Y_ 7. _<§>2_\] _(1)2.§_
cos(arcsm25>sm(arcsm17)—25 \/1 17 1 25 17—

2115 24 8 87 | . _ocin 8L in? _arcsin® = -arcsin 8L -
=95°17 T35 77 - 45 = @ = ~arcsingse = arcsinae - arcsingz = -arcsingse ;
d)Fiea= arctg% + arctg%.
v, a8 (arceg) g (aragg)  Ge3 3
tga=tg<arctg§+arctg§>= 7 N 77571
1-tg (arctg§>tg (arctg§> 1-3:3 2 =
1 1 b
arctg§+ arctgge (0,5)
_T 1 1.z
= a=, = ardg; +artgz =7
3. Calculeaza:
a) arcsin(sin%—’t); b) arccos(cos 10).
Rezolvare:
2m_5m, 4. 23 o ST O L _ginB o gin( K
a) 3 °3 +3-2n=SIn 3 -SIng S|n<2n 3> sin3 sm( 3),
. . 231 B . . (T _ T
arcsm(smT> -arcsm(sm( 3>) =3

b) 10 € (3x, 4m) = 10 = (10 - 4x) + 2 - 21 = €05 10 = c0S(10 - 4x) = cos(4xn - 10)
Cum 4z - 10 € [0, =], obtinem arccos(cos(4x - 10)) = 4= - 10.
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Aplic ()

1. Determina domeniul maxim de definitie al functiei f, definita prin:
a) ftX) = arcsin(5 - 2X); b) fiX) = arcsin(3X +2);  ¢) fiX) = arccos(6 - 5X).
2. Calculeaza:

V3 V2, a0 .

a) arcsin > d) arccos 5 g) arctg i j) arcctg 1;

b) arcsin(—%); e) arccos(—?); h) arctg(-V3); k) arcctg (—%);

c) arcsin 0; f) arccos(-1); i) arctg (- 1); ) arcctg0.
3. Compara numerele reale:

a) arcsin% si arcsin %; e) arctg 2 si arctg 5;

b) arccos% Si arccos%; f) arctg(-7) si arctg(-5);

c) arcsin(—%) si arcsin(—%); g) arcctg 3 si arcctg(-2);

d) arccos(—%) Si arccos(—%); h) arcctg(-+10) si arcctg(-2v3).
4. Calculeaza:

a) cos(arcsin%) +sin(arctg 1);

b) sin(arccos(—%)) - cos(arcsin(—%));

c) tg(arccos?) + ctg(arctg %),

d) cos(arctg 1) + sin(arcctg (-1);

)
) cos(arctg (-v3)) + sin (arctg <—\/i§> );

e
f) tg (arcctg 1) - ctg (arctg (-1));

g) cos(arcsin %) +sin <arccos%>;

h) tg(arcsin%> + tg(arccos%);

i) cos(arccos(—%)) - sin(arccos%);
j)sin (arcsin (-%)) + cos(arcsin (—%) );
k) tg (arcsin(—g)) +tg (arccos(—%));

) ctg (arcsin%) +ctg (arccos(—%)).

5. Calculeaza:

a) arcsin(sin%); e) arcsin(sin5);
b) arccos(cosﬁ—’t» f) arccos(cos 9);
c) arctg(tg%—“); g) arctg(tg 7);

d) arcctg(ctg%); h) arcctg(ctg 10).
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6. Demonstreaza ca:
a) sin(arctg X) =

b) cos(arctg X)

¢) sin(arcctg X) =

X

X . .
, pentru orice numar real X;
V1 + X2
1 . .
= , pentru orice numar real X;
1] 2

\/—2, pentru orice numar real X;

d) cos(arcctg X) = T pentru orice numar real X;

V1 - X2
X

e) ctg(arcsin X) =
f) ctg(arccos X) =

, pentru orice numar real X € [-1,1] \ {0};

T’ pentru orice numar real X € (-1, 1);

g) ctg(arctg X) = )1(, pentru orice numar real nenul X;
1
x: P

h) tg(arcctg X) =
7. Calculeaza:

a)sin (arcsin 1. arccosg>;

3 3
sm(arccos +arccos-5 > )
13/
C COS(&I‘CCOS% - arcctg£>

cos(arccos b, arcsin %),

sm(arctg ~= arcsm( 2\/_>);

Sln(2 arcsm

) sin 2arccos

|w\_/\_/

(
) sin <2arcctg

/\/\
\_/

)sm<2arcco

N——
N—

j) cos (Zarcco

W U'II—\

\_/\_/wl_\u_l

k) cos(3arcsm

8. Calculeaza:

a) arcsin ) + arcsina:

14 7
b) arcsm% - arcsin (_g)
0 arccos% - arccos( 1%)
d) arccos(—%) + arccosg,
e) arcsin % - arccos(—g) :

entru orice numar real nenul X.

) cos2arctg(-2 ) );
oaaasn())

n) tg(Zarcctg%);

o) tg(2arcsin});

) te(2arccos(-2) );

q) sin<2arcctg%>;

1) tg(arcteg - arctgg )
9t s

0 1g{arcosy - accg(5) )
o) g arctg - arccteg )

V) ctg(arccos% - arcsin% )

1 2
f) arctgg + arctgs;
g) arctg% - arctg(-3);
h) arcctg2 + arcctg3;

i) arcctg(—%) - arcctg2;

j) arctg(—%) - arcctgg.

9. Arata ca arctgX + arcctgX = %, pentru orice numar real X.
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UNITATEA 4

6. Ecuatii trigonometrice

Descopar

Elevii vor fi impartiti in 4 grupe.
Grupa 1
1. Reprezinta grafic, folosind un instrument digital, functia sin : R — [-1, 1].

2. Rezolva in multimea [—g, g] ecuatiile:

a)sint=3; b) sint=0; c)sint=-2; d)sint=%; e)sint=—g.
3. Cate solutii au urmatoarele ecuatii in multimea numerelor reale?
a)sint=0; b) sint=%; C) sint=—g.
Grupa 2
1. Reprezinta grafic, folosind un instrument digital, functia cos : R — [-1, 1].
2. Rezolva in multimea [0, x] ecuatiile:
a)cost=2; b) cost = 0; c) cost = -3; d)cost=\/7§; e) cost=—%.
3. Cate solutii au urmatoarele ecuatii in multimea numerelor reale?
a) cost = 0; b) cost=%; c) cost=—g.
Grupa 3
1. Reprezinta grafic, folosind un instrument digital, functia
. T
tg: R\ {(2k+1)2 | keZ} SRR
v A . _E E .o .
2. Rezolva in multimea ( 1 2) ecuatiile:
a)tgt=0; b)tgt =1, o) tgt=-3.
3. Cate solutii au urmatoarele ecuatii in multimea numerelor reale?
a)tgt=0; b)tgt =1, ) tgt=-3.

Grupa 4

1. Reprezinta grafic, folosind un instrument digital, functia
cg: R\ {kr | ke Z} - R.

2. Rezolva in multimea (0, =) ecuatiile:

a)ctgt=0;  b) ctgt=%; o) ctgt = -1,

3. Cate solutii au urmatoarele ecuatii in multimea numerelor reale?

a) ctgt=0; b) ctgt = )ctgt=-1.

1
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Invat

O ecuatie in care necunoscuta este argument al unei functii trigonometrice se numeste ecuatie
trigonometrica.

Ecuatii trigonometrice fundamentale

Fie a un numar real. Ecuatiile urmatoare se numesc ecuatii trigonometrice fundamentale:

sinx=a,XeR tgx=a,XeIR\{(2k+1)§|keZ}

cosX=a,XeR ctgX=a,Xe R\ {kn | ke Z}

1. Ecuatia sinX=a,a € R @ @

Multimea solutiilor ecuatiei sinx= a (a € R) este formata din abscisele punctelor de intersectie a
reprezentarii grafice a functiei sin : R — [-1, 1] cu dreapta de ecuatie y = a.

Examinand reprezentarea grafica a functiei sinus, deducem ca:

«Daca |al > 1, atunci reprezentarea grafica a functiei sinus nu intersecteaza dreapta de ecuatie y = a
(figura 1), deci ecuatia sin X = a nu are solutii.

-3
Figura 1

» Daca a =1, atunci reprezentarea grafica a functiei sinus intersecteaza dreapta de ecuatie y = a in punctele
ale caror abscise sunt de forma 2+ 2k, k € Z (figura 2), deci multimea solutiilor ecuatiei sinX = a este

{§+zfm|kez}. ’

I =3 bz =it 3n = _r O = n in 2n sx 3 n
2 2 2 2 - 2 2 2 2

Figura 2
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« Daca a = -1, atunci reprezentarea grafica a functiei sinus intersecteaza dreapta de ecuatie y = a in

punctele ale caror abscise sunt de forma 32—” +2km, k € 7Z (figura 3), deci multimea solutiilor ecuatiei

sinX = a este {37“+2ku | keZ}.

/\ P /,
TNAL T F NG P 5 NTL TR

Figura 3
o Daca lal < 1, atunci reprezentarea grafica a functiei sinus intersecteaza dreapta de ecuatie y = a in

punctele ale caror abscise sunt de forma arcsina + 2k, = - arcsina + 2nx, n, k € Z (figura 4), deci ecuatia
sinX = a are solutiile X € {arcsina + 2kn | k € Z} U {n - arcsina + 2nz | n € Z}.

v
2
CsEme, N Y A : e £
e
=¥ —&i = T " 3 i i I T
2 NI 2./0 i ; 5 :
-2
Figura 4
OBSERVATIE.
Pentru |a| < 1, ecuatia sin X = a are solutiile X € {(-1)*arcsina + kx | k € Z}.
EXEMPLE:

1. Ecuatia sinX = 2, X € R, nu are solutie deoarece -1< sinX < 1, pentru orice X € R.

keZ} U {n—arcsinﬁdmt | neZ},

2. Ecuatia sinX = 3 X e R, are solutiile X € {arcsinﬁ +2kn 7

2’ 2
adicéXe{§+2kn|keZ}u{z—“+2nn|keZ}

Putem spune ca ecuatia are solutiile X € {(—1)k "3tkn | ke Z}.

3. Ecuatia sinX = —\/75, X € R, are solutiile X € {(-1)" . arcsin(—\/z—7> +kn | ke Z}, adica
X € {(-1)"- —arcsin%) +khr| ke Z}, de unde rezultd x € {(—1)'*+1 ~%+ kr | ke Z}.

2. Ecuatia cosX=a,a€R @ @

Multimea solutiilor ecuatiei cosX=a (a € R) este formatd din abscisele punctelor de intersectie a
reprezentarii grafice a functiei cos : R — [-1, 1] cu dreapta de ecuatie y = a.

Examinand reprezentarea grafica a functiei cosinus, deducem ca:

« Daca |al > 1, atunci reprezentarea grafica a functiei cosinus nu intersecteaza dreapta de ecuatie y = a
(a se vedea figura 5 pe pagina urmatoare), deci ecuatia cos X = a nu are solutii.
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-3
Figu

ras

« Daca a = 1, atunci reprezentarea grafica a functiei cosinus intersecteaza dreapta de ecuatie y = a in

punctele ale caror abscise sunt de forma 2krx, k
cosX = aeste {2kn | k € Z}.

B4

€ Z (figura 6), deci multimea solutiilor ecuatiei

N

o 3

Figura 6

« Daca a = -1, atunci reprezentarea grafica a functiei cosinus intersecteaza dreapta de ecuatie y = a in

punctele ale caror abscise sunt de forma = + 2km,
cosX =aeste {n + 2kn | k € Z}.

k € Z (figura 7), deci multimea solutiilor ecuatiei

ot FT% T i
A = A 0 KA = N

o Daca lal <1, atunci reprezentarea grafica a functi
punctele ale caror abscise sunt de forma arccosa +
cos X = a are solutiile X € {arccosa + 2kn | k € Z} U

ei cosinus intersecteaza dreapta de ecuatie y = ain
2km, -arccosa + 2nx, k, n € Z (figura 8), deci ecuatia
{-arccosa +2nn | n e Z}.

164
2
1
s - i P e———

]y
3]

D NS P e sl

Figura 8
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EXEMPLE:
1. Ecuatia cosX = -3,X € R, nu are solutie deoarece -1< cosX < 1, pentru orice X € R.

2. Ecuatia cosX = 1 xe R, are solutiile X € {arccos1 +2Rn | ke Z} ] {-arccos1 +2nm | ne Z}, adica

2’ 2 2
Xe {§+2ch | keZ} u {—§+2nn | neZ}.
3. Ecuatia cosX = —g, X e R, are solutiile
Xe {arccos(—%) +2kn | kR e Z} U {—arccos(—?) +2nt|ne Z}, adica
Xe {n - arccosg +2kn [ ke Z} ; {—n + arccosg +2Nn | n e Z}, de unde rezulta

Xe{%+2kn|kez}u{—3{+2nn|neZ}.

3.EcuatiatgXx=a,a€R @

Multimea solutiilor ecuatiei tgX=a (a € R) este formatd din abscisele punctelor de intersectie a
reprezentarii grafice a functiei tg : R \ {(2k + 1)% | ke Z} — R cu dreapta de ecuatie y = a.

Examinand reprezentarea grafica a functiei tangenta, deducem ca aceasta intersecteaza dreapta de ecuatie
Yy = a in punctele ale cdror abscise sunt de forma arctga + kr, k € Z (figura 9), deci ecuatia tgX = a are
solutiile X e {arctga + kn | k € Z}.

| ] ] §
(A

Figura 9

Pt

EXEMPLE:
1. Ecuatia tgX = \/%, X € R, are solutiile X € {arctg\/% + kn

keZ},adicéXe {%Hm | keZ}.

2. Ecuatia tgX = - V3, X € R, are solutiile X € {arctg(-V3) + kx | k € Z}, adicax € {-arctgV3 + kn | k€ Z},
de unde rezulta X € {—g + kn | ke Z}.

4. EcuatiactgX=a,a € R @

Multimea solutiilor ecuatiei ctgX=a (a € R) este formata din abscisele punctelor de intersectie a
reprezentarii grafice a functiei ctg : R \ {kn | k € Z} — R cu dreapta de ecuatie y = a.

Examinand reprezentarea grafica a functiei cotangenta, deducem ca aceasta intersecteaza dreapta de
ecuatie Y = a in punctele ale caror abscise sunt de forma arcctga + kr, k € Z (figura 10), deci ecuatia
ctgX = a are solutiile X € {arcctga + kr| k € Z}.
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w'g

\\\\

L\

| | | Iz |

Figura 10

s

f/“ll#
[

T

EXEMPLE:
1. Ecuatia ctgX =1, X € R, are solutiile X € {arcctg1+ kx | k € Z}, adica X € {% + ke | ke Z}.

2. Ecuatia ctgX = —i, X € R, are solutiile X € {arcctg(—i> +kn

V3 V3

Xe{n arccth+kn keZ},deunderezultéXe{—+kn|keZ}

OBSERVATIE.

Ecuatia ctg X = a, a € R, este echivalenta cu ecuatia tg X = %, aeR".

ke Z}, adica

Ecuatii de forma sinf(X) = sing(X)

X) - g(X X X X) - g(X

sinﬂx)=sing(x)@sinf(X)—sing(X)=0©25inf( )zg( )cosf( );g( )=0©sinW=0$au

X X
OSf( );g( )=0
. J(X) - g(X X) - g(X
smw=0$w=kn,keZ=>f(X)—g(X)=2kn,keZ
cosf(x);g(x)=0 f(X);g(X) ’zt nx, N € Z = f(X) + g(X) =x + 2nw,n € Z
Asadar, sinf(X) = sing(X) < f(X) - g(X) = 2Rz, k € Z sau f(X) + g(X) = =t + 2nw, n € Z.
EXEMPLU:
sin5x=sin7X©sin5X—sin7x=0©2$in5X57Xc055x;7X=0©sin(—X)cos6x=0@Sin(—X)=Osau
C0s6X=0<X=kr, ReZ saux=(2nz;1)”,nez

Solutiile ecuatiei sunt X € {kn| ke Z} U{(Zn ; L= | ne Z}.

Ecuatii de forma cosf(X) = cos g(X)

fOX) = gxX) . fixX) + g(X) fX) - g(X)

€0s f(X) = cosg(X) < cosf(X) - cosg(X) = 0 < -2sin 3 sin 3 =0 sinT =0 sau
sinw =0 & f(X) - g(X) = 2km, k € Z sau f(X) + g(X) = +2nz, n € Z.

Asadar, cos f(X) = cos g(X) < f(X) - g(X) = 2Rx, k € Z sau f(X) + g(X) = 2n=, n € Z.

EXEMPLU:

COS4X = COSX & C0S4X -cosX = 0 & —Zsinl'XT_Xsinl*Xz—+X =0 sm?’2 sm52X =0 sm32X = 0 sau
sm57x-0©x 2kn ReZ saux-%,nez
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2kn

keZ} {2”” neZ}

Solutiile ecuatiei sunt X € { 5

Ecuatii de forma tgf(X) = tgg(X), f(X), gX) € R \ {(2k + 1)§Jt | ke Z}

sinf(x) _ sing(X) _ sinf(X) cos g(X) - sin g(X) cosf(X)
cosfix) cosgx¥) < €os f(X) cos g(X) B

tgfiX) =tgg(X) & tgfixX) -tgg(X) = 0 &

sin(fix) - g(x))

C0Sf(X) C05 G0X) 0 < sin(fix) - g(X)) =0 < f(X) - g(X) = kn, R € Z

Asadar, tgfiX) = tg g(X) <> fiX) - g(X) = km, k € Z (f(X), gx) €R \ {(2k +DF | ke Z}).

EXEMPLU:
tg4X=th©tg4X-th=0@%=0©sin3X=0©3X=kn,keZ©X=@,keZ

Pentru ca tg4X si tgX sa existe, trebuie ca X # §+nn nezsx# §+%, m € Z. Cum valorile
kn

X ===, k € Z, nu coincid cu valorile X = % +nm, n € Z, si cu valorile X = 2, m_' m € Z, ecuatia are solutiile
Xe {kn ke Z}

4
Ecuatii de forma ctgfix) = ctgg(X), f(x), gX) € R \ {kz | k € Z}

oo|

g fix) = ctgg(X) & g(X) - f(X) = km, k € Z
Asadar, ctgf(x) = ctg g(x) < g(X) - fixX) = kn, k € Z (f(x), gX) € R \ {kn | k € Z}).

Ecuatii de formaasinX + bcosx=¢,a,b,c€R
Daca a = 0 sau b = 0, ecuatia se reduce la o ecuatie trigonometrica fundamentala.

in continuare vom presupune a # 0 si b # 0. Exista mai multe metode de rezolvare a acestei ecuatii, dar vom
prezenta numai doua dintre ele.

Metoda 1.
» Daca ecuatia nu are solutii de forma X = (2k + 1)z, k € Z, atunci asin(2k + 1)z + bcos(2k + 1) # ¢, adica

b+c#0.

Se noteaza t = tgi Cumsmx-12tt25|cosx-1 L

1-t2_
s tz,ecuatladevmea 1 +b- e

Dupa aducerea la acelasi numitor si efectuarea calculelor, obtinem ecuatia echivalenta

(b+c)t2-2at+c-b=0 (1), care este o ecuatie de gradul al doilea in necunoscuta t.

Prin urmare, ecuatia (1) are solutiile:

«l 2 2 _ 2 _«] 2 2 _ 2
Xe{Zarctg%an keZ}u{Zarctg% neZ}.
» Daca ecuatia are o solutie de forma X = (2k + 1)z, k € Z, atunci b + ¢ = 0. in acest caz, ecuatia se poate
scrie asinX + bcosX = -b sau asinX + b(1 + cosX) = 0.

X
2

+2NT

X(asin§+ bcos)2(> Oc»cos =0 sau

X 2 X _
cos5 +2b cos 7 0 © 2cos 7

asinX + b(1 + cosX)- 0 < 2asin

asin —+ bcos =0
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COS_=0©)§(=(2mzi+1)n,mEZ®X=(2m+1)TC mEZ
b

. X X X X
asm§+bcos§=0©atg§+b=0©tg§ g e X= 2arctg<——)+2pnpeZ

Metoda 2.
asinX +bcosX=c < sinX + %cosx =L
|al
Exista un unic a € ( 5 2) astfel mcat =tga, deci a = arctg g de unde rezulta cosa = Tota gt
Atunci sinX + %cosx =%© sinX +tgo - COSX = % & sinX - cosa + Sina - oS X =% - COSa &
©sin(x+oc)=£- lal ssin(X+a)=#+ S
a 11024_b2 11024_[)2
Ecuatiasin (X +a) = ¢ are solutie daca si numai daca <1, adica c?<a?+ b2
’ a’+b? a2 +b

EXEMPLE:
1.5inX+2cosX-2=0<sinX +2cosX =2

Ecuatia nu are solutii de formaX =k + )r,k€ Z(a=1,b=2,c=2=> b +c#0).

2t . _ e 2t 1-
Tap 5 COSX =105, ecuatia devine -7 at 23 tz

acelasi numitor si efectuarea calculelor, obtinem ecuatia echivalenta 4t? - 2t = 0.

Notam t = tg)i(. Cum sinX = +2- = 2. Dupa aducerea la

L2 -2t=0e2Qt-N=0et=0saut=1

2
tgh=0eS=knkeZoX=2kn keZ
tg)ﬁ=1@)—(=arctg1+nn neZ©X=2arctg1+2nn nez

2 272 2 ! 2 !

Asadar, ecuatia are solutiile X € {2kn | k € Z} U {Zarctg% +2nn | ne Z}.

1 1 . T 1 . T, . 7
2.43siNX + COSX =1 SINX + —=COSX = —= <> SiNX + tgX - COSX = —= < SiNX - COS = + sinX - cosX =

V3 N} $6 V3 6 "6
=i-cos£@sin(x+g)=i ﬁc»sm(x+£)=1©X+E=(—1)"-E+kn ReZ oX=(-DF -+ pr-L pe7
\3 6 6/ 3 2 6/ 2 6 6 ! 6 6’

Prin urmare, ecuatia are solutiile X € {(—1)k . % - g +kn | ke Z}.

3.sinX-cosX=1

Cum sin(2k + 1)x - cos(2k + 1= = 1, pentru orice numdr intreg k, rezulta ca ecuatia are solutii de forma
=(2r + )1, k € Z.

XcosX - 2coszx =0 < 2c0S

sz—cosX=1<I>sz—(1+cosX)=0<i>25|n2 7 7 7

X X
@cosz—Osausmz—cos2 0

X(sin X cos A

y-00s7)=0e

X_2m+n

X=0©5=T,mGZ©X=(2m+1)n,meZ

2

. X X
SII"I2 COS2

Prin urmare, ecuatia are solutiile X € {(2m + )z | m € Z} u {E +2nm | ne Z}.

Ccos

-0stgd-1-0stg)=1eX=2-FedmneZeXx=-F+2mnez

2

N 252



Elemente de trigonometrie UNITATEA 4

Exercitiu rezolvat

Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile urmatoare:
a) cos2X = sin5X; €) 2sin?X - 3sinX cos X + cos?X = 0;
b) -6sin?X + 11cosX = 1; d) 3sin?X - 5sin X cos X + 8c0s?X = 2.
Rezolvare:

a) COS2X = SiN5X < C0S2X = cos(g - 5X>© C0S2X - cos(% - 5X) 0o

_ (T _ T _ T T
2X (2 5x)sinzx+(2 5x)=0®5m7x 2. X+ 5
2 2 2 2
X-5 X+ X-5 -3X+3
3 =0 sau sin 3 =0& 3 =Rkn, k € Z sau 3
SX= —+2k—7c kReZ saux-%—znTn,neZ

14
Solut,iileecua’;ieisuntXe{—+&|keZ} {g 2r?:n neZ}

b) -6sin?X + 11cosX = 1< -6(1 - c0s2X) + 11cosX = 1 < 6¢0S2X + 11c0SX - 7 = 0 g
Notam cosX = t. Ecuatia devine 6t2 + 11t - 7 = 0, care este o ecuatie de gradul al /‘Q @

. 1,7 12,
doilea cu solutiile t, =5 sit, = -3.

1 _T
29 X=3

Ecuatia cosX = —% nu are solutie (deoarece —% <-1).

Solutiile ecuatiei sunt X € {§+ 2kn | ke Z} U {—§+2nn | n EZ}.

) 2sin2X - 3sin X cos X + cos2X = 0

=0

< 2sin

& sin =nm,ne”Z

COSX = +2kn,keZsauX=—§+2nn,neZ

(2/? Nr kel

Impartim ambii membri ai ecuatiei la cos?X si ob'glnem.

2sin?X _ 3szcosX C0sZX
cos%X c0s?X coszx
= 21g*X - 21gX -tg X +1=0 = 2tg X(tgX - 1) - (tgXx-1)=0=>

= (IgX - 1)(2tgX-1)=0=>1tgX-1=0sau2tgX-1=0
th—1=0:th=1:X=%+kn,keZ

Observam ca ecuatia nu are solutii de forma

=0 = 2tg?X - 3tgX +1=0 =

2gX-1=0=tgX=7= X=arctgy +nu,n € Z
Solutiile ecuatiei sunt X € {% + kn | ke Z} U {arctg%+ nx

neZ}
d) 3sin?X - 5sinXcosX + 8cos2X =2 < 3sin?X - 55in X cos X + 8 cos?X =
=2sin%X + 2c0s2X < sin?X - 55in X cos X + 602X = 0
(Zk N kel
Impartim ambii membri ai ecuatiei la cos?X si ob’glnem.

sin?X 55|anosX+ 6 cosZX
C0sZX C0SsZX C0SZX

= tg2X - 2tgX - 3tgX + 6 =0 = tgX(tgX - 2) - 3(tgX-2)=0 >

= (1gX-2)(tgX-3)=0=>tgX-2=0sautgXx-3=0
tgX-2=0=>tgX=2=>X=arctg2 + kn,R€ Z
tgX-3=0=>tgX=3=>X=arctg3+nn, neZ

Solutiile ecuatiei sunt X € {arctg2 + kn | ke Z} u {arctg3 + nx | n € Z}.

Observam ca ecuatia nu are solutii de forma

=0=>1tg’X-5tgX+6=0=>
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Aplic @

l. Rezolva ecuatiile:

1. a)sin2x=1,X € [0, w}; )COSX--%,XE[O,ZTC]; e)tgx=13,xe (-3,%);
b)smx-—— X € [0, 2x]; d)coszx-g,xe[om]; f) ctgXx = -1, X & (0, x).

2. a) sin(3x - —) = sin(x + 7), X € [0, x];

A

d) sinX = cosX, X € [0, 2x];

b) cos5X = cos(2x - %), X €[0, n]; )tg(zx + ) tg( ) X € [0, 2x].
€) C0S2X = -cos7X, X € [0, n];

Il. Rezolva in R ecuatiile:

1. a) smx-g c) c052X=—g; e) cos(—X+%) =§;
b) sm4X—g d)sin(g-SX) =—%; f) cos(2X+%) =%;

2. a)tg2X = g, C) tg(4X + m) = -1 ) =1;

b) tg3X - 1) = V/3;

3. a)2sin2X -1=0;
b) 4cos?3X - 3=0;

4. a)sin7X = sin2X;

b)s( 3)=sin<zx—%>;
C) COSX = COS4X;
d) cos (2X+3) SIH(‘&X-%);
5. a)2sin2X - 3sinX +1=0;
b) cos?X +3cosX +2=0;
6. a)2sinX + 23 cosX = &
b) 3sinX + V3 cosX = 3;

c)sinX - cosxX=1;

d) ctg2x = V3;

c)th(x+§)—3=o;

d) ctg2(2X -%) -1=0.

e) tg2X = tg4X;
N1g('5-75) =te(x+ 7
g) ctg5X = ctg3X;

h) ct: (X—g) ctg(x+%).
) tg?X - (1+3)tgx + 3 = 0;
d)2ctgx - 3tgX - 5=0.
e)3sinX + 4cosX = 5;

f) V3sin4X - cos4x = 1.
g) \/§cos(x —E) - sin(x —E) =2;

3 3
d) 2sinX - cosX =1; h)5|n5?X+sm<§ 5;() V2.
: _ . ; T\ o AW H - ¢} .
7. a) sin2X = cos5X; c) sm(3x 2) —cos(x+4), e) sin6X = -sin2X;

b) sin4X = cos4X;

8. a)sin2x+sinX=0;

b) cos3X + cosX=0;
9. a
b
€) 3sin2X + 2sin X cos X - c0s2X = 2;

%sin 2X +2c0S2X = 3.

sinZX - 3sin X cos X + 2c0s%X = 0;

)
)

d) sin2X +

d) sin3X = -cos3X;

) sin3X +sinX =sin2X;
d)sin2X + cosX=0;

f) cos3X = —sin(4x + %)

V3'sin2X + (1-v3)sinX cos X - cos?X = 0;

e) sin3X - sinX = cos2X ;
f)sinX + sin2X + sin3X = 0.



Investigatie

Codul termic al corpului uman

Vei lucra ca un biostatistician (adica specialist atat in biometrie, stiinta care presupune cercetarea
organismelor si organelor prin masurare, cat si in statistica, adica stiinta care se ocupa cu analiza si
interpretarea datelor colectate) pentru a cartografia ritmul interior al organismului uman. Misiunea ta este
sa demonstrezi ca temperatura corpului nu este un numar static, ci o ,unda vie” care pulseaza predictibil.

Vei colecta date termice corporale personale si le vei prelucra pentru a genera o functie trigonometrica,
menita sa anticipeze fluctuatiile de energie ale corpului tau si momentul in care odihna devine o necesitate.

Viata noastra este guvernata de un ceas biologic de 24 de ore. Datorita acestui mecanism, intelegem de
ce temperatura corpului scade noaptea pentru a favoriza somnul si creste ziua pentru a sustine activitatea.
Miscarea temperaturii este ,lind” (continud), nu brusca. Functiile trigonometrice pot descrie cu precizie
aceasta armonie a echilibrului natural, unde fiecare crestere este urmata de o scadere simetrica.

1. Colectarea datelor

Alege o zi de weekend (pentru un ritm relaxat) si masoara-ti temperatura de 4-5 ori in momente-cheie:
imediat dupa trezire, la pranz, dupa-amiaza (cand, de obicei, ar trebui sa fie maxima) si inainte de culcare.

Identifica in setul de date cea mai mare valoare (T ,,,), cea mai mica valoare (T ) si orele corespunzatoare.
2. Scrierea modelului matematic

f:]0,24] = R, fit) = Acos(B(t - C)) + D, unde:

~ I'min

- D . o . . . T
« A este amplitudinea - reprezinta intensitatea oscilatiei termice. Se obtine prin formula %;
« D este linia de referinta - reprezinta nivelul termic de baza, punctul in jurul caruia corpul ,graviteaza”.

2 o Tmax * Tmin
Se obtine prin formula ————;
» B este factorul temporal - deoarece corpul revine la aceeasi stare la fiecare 24 de ore, folosim frecventa
B=2r.
24’
« Ceste ora la care temperatura este maxima;

» teste ora exacta la care doresti sa afli temperatura corpului.
3. Proiectia digitala
» Acceseaza aplicatia Desmos si introdu formula.

» Foloseste butoanele [All] pentru a ajusta parametrii conform datelor tale.

» Configurarea vizualizarii: Pentru o claritate optima, seteaza axa OX (timpul) intre -1 si 24 si axa Oy
(temperatura) intre 35 si 38.

Atentie! Asigura-te ca lucrezi in Radians (radiani).
4. Verificarea acuratetei predictiei
« Alege o ora la care nu ai facut masuratori.

« Calculeaza valoarea temperaturii corpului folosind punctul corespunzator pe graficul din Desmos.

« Daca valoarea ,prezisa” matematic se apropie la cateva zecimi de grad de masuratoarea reala pe care ai
facut-o, atunci ai descifrat cu succes formula propriului ritm circadian.

» Ce semnificatie au abaterile majore de la modelul matematic?
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Recapitulare

Exercitii recapitulative ¥

1. Determina masura in grade sexagesimale a unui unghi, stiind ca masura sa in radiani este egala cu:

. I, _m, Nz, _Br, 29n
a)g' b)4, C) 12’ d)6; e) 3 f) 8 -
2. Determina masura in radiani a unui unghi, stiind ca masura sa in grade sexagesimale este egala cu:
a) 60°; b) 150°; C) 225°; d) 315°; e) -120°; f) -330°.
3. Precizeaza cadranul in care se afla unghiurile cu masura egala cu:
o. S, In. o. B, 2z
a) 60°; b) 5 A% d) 225°; e) % 5 g7
b) Determina coordonatele punctelor de pe cercul trigonometric asociate unghiurilor cu masura egala cu:
o. n 13z, o. H o. 1, 19r.
a) 60°; A5 &) g)150°%  i)90°; k)¢ m) —¢";
ST, o. 29z, o. - 1x. 14n
b) 6 d) 225°; f) 6 h) 330°; j) 4m; ) - =35 n) 3
4. Determina semnul numerelor:
a) smg”, d)ctg%; g)tg3; j) cos% g5 Tz,
b) cos 157“ e) sins; h) ctg10; k) sin2 - sin12;
o) tgS” 2z, f) cos5; )sm% cos75n, ) tg%" tgm

5. Determina tg X, stiind ca:

a) sinx=%§iXe (0,%);

b)cosX-—%sMe( 327r>’

c) cos X =%si Xe (3—’t 27:);

21
- 24 T 3n
d) sinX 25S|Xe (2, 2).

6. a) Calculeaza sinX + cosX, stiind cd X € ( 3’t> sitgX=2.

b) Calculeaza sin2X + cos2X, stiind ca X € (2, ) sitgX = 3

7. Calculeaza cos(a + b), sin(a - b), tg2a, smz,

8. Arata ca:

a) sin2g+ sinz?zg—Jt + sin258—R + sin278—Jt =2

) €0520°+sin20° _ V3 €0s5°+sin5°
€0s20° -sin20° cos5° - V3 sin5°’

9. Studiaza paritatea fiecarei functii:
a)f:R = R, f(X) =sinX + cosX;

b)f:R = R, fiX) = sin2X;

10. Arata ca T este perioada pentru functia f:

a) f:R - R, fiX) = sin3X, T-?,

b)f:R = R, fiX) = cos LT = 4,
11. Transforma in produs urmatoarele sume:
a) sin80° + sin 40°;
b) sin100° - sin20°;

N 256

Cos5

A
3 _3 o __ 4
stundcaae( )be( 2)sma c sicosb=-¢.
11 sin5°
C)sin40° cos40° =22 c0s10°”
Lapp7 |
d)sm12 sm12 L

Of:R - R,fX)=cosX-sinX;

A)f: R =R, f00 =57 (osx-

o) f:R = R, f(X)=2sinX - cos2X, T = 2x.

€) cos70° + cos10°;
d) cos140° - cos20°.



Recapitulare UNITATEA 4

12. Transforma in suma urmatoarele produse:

a) sin50°co0s10°; b) cos 40° cos20°; c) sm%—”sm?—z, d) sm?coslgc
13. Determina domeniul maxim de definitie al functiei f:
a) fix) = arcsin@x - 1);  b) fiX) = arccos(3 - 4X); ¢) f(X) = arcsin(5X + 2).
14. Calculeaza:
nj-sesn(-), (s o)
a) arcsin ; arcsm< 5 ); g) cos(arcsing ) + sin arccos 3
1 ﬁ). (arcsin ) - g 1.
b) arccos( 2) + arccos( 5 ); h) tg( arcsin 5) 18 (arccosz),
c) arctg V'3 + arctg (- 1); i) arctg(—%) arcsm%,
d) arcctg 1 - arcctg (-V3); j) arcctg(-2) - arcsin(—%);
e) arcsin(sin %) - arccos(cos 1;”) k) arccos(—%) + arcctg;;
5m). 2_ 3
f) arctg(tg T)’ ) arccos g - arcctgs.
15. Rezolva ecuatiile urmatoare:
)sz-1 Xe€[0,2n];  b)cosx= —g,Xe [0,2n]; o) tgx=-1,X€[-n,x]; d) ctg2x=1, xe [0, 2x].
16. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:
a) sin(2x—1)=‘/—§; c)tg<3x—§) =3; e) 4sin?X-3=0; g)tg¥(-x+1)-3=0;
LA 1 3_7t - =1 2 -1=0N- 2 - 1 -
b) cos(6 X) 2 d) ctg (4 ZX) =1; f) 4cos?3X - 1=0; h) ctg?6Xx 370
17. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:
. I - . Tn2 H -1=0-
a)sm(x 3) sm(2X+4), f)2sin2X +sinX - 1=0;
T\ - _T. 2y — -0
b) cos(2X+3) sm(4x 6)’ g) cos?X -3cosX +2=0;
)tg(l'—x+l> tg( ) h) 4sinX +3cosX = 5;
_T _ . N 9ein? ; _ 2y = (-
d)ctg<3x 6) ctg(x+3), i) 2sin2X + sinX cos X - 3c0s2X = 0;
e) sin(zx + %) = coS3X; j) 2sin2X - 3sinXcosX + cos2X = 1.

18. Demonstreaza ca, pentru orice numar real X pentru care au sens expresiile, au loc egalitatile:
2) tg2X ag’x
1+ tgzx 1+ctg2x
b) (sinX + cosX)* + (sinX - cosX)* = 2 + 8sin?X cos?X;
€)1+ cosX +sinX =2v2 cos5 cos()—( E)
)

2 2 4

d)1-cosX-sinX= 2\/_S|n25|n(§—z)

e)sin X(5| n3X + sin5X) + c0S2X €0S 8X = COS 4X COSHX;

X X X sinX
f) cos “C0SS - CO0S=%-.. COS53r = ——~.
22 23 2” 2n . Sin%
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Timp de lucru: 45 de minute

Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte
30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.
(10 p.) A. Valoarea numarului real a = cos (2 arctg\;—§ ) este:
: 1. £58
a) 0; b)z' c) 5 d)1.
(10 p.) B. Daca tgX + ctgX =3 (X eR\ {% | ke Z} >, atunci sin2X este egal cu:
1. 2. 3.
a)3; b)2; 03, d)3.
(10 p.) C. Valoarea numarului real a = arcsin(sin%t) + arccos(cos%) este:
a)0, b Z; 0% 02,

Subiectul al ll-lea
Scrie rezolvdrile complete.

20 de puncte 1. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
(10 p.) a) 1-2sin2X + cosX = 0;
g - _I

(10 p.) b) sin2x = cos(3x 2).
10 puncte 2. Compara numerele reale sin1si cos5.
10 puncte 3. Demonstreaza ca:

1+cosX-sinX= 2\/7cos§ cos(% + %), pentru orice numar real X.
10 puncte 4. Determina a + 2b, stiindcaa, b € (0, %), tga =% sitghb = %
2 s cqc 3n srm_1
10 puncte 5. Arata faptul ca €0S7 + COSZ" + COS = 5.
Autoevaluare

60 de puncte

Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.

5foarte bine & bine 3 mediu

LA SFI\R$ITUL ACESTEI UNITI\'!'I:

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.

N 258

2slab

1foarte slab



Aplicatii ale
trigonometriel
In geometrie.
Relatii metrice

>

» 1. Teorema cosinusului, teorema
sinusurilor, rezolvarea
triunghiurilor

» 2. Raza cercului inscris si raza
cercului circumscris unui triunghi.
Aria unui triunghi

» 3. Teorema bisectoarei; relatia lui
Stewart; lungimile unor segmente
importante din triunghi

» 4. Concurenta si coliniaritate in
geometria plana: teorema lui
Menelaus, teorema lui Ceva

-

Unitatea




UNITATEA 5 Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice

1. Teorema cosinusului, teorema sinusurilor, rezolvarea
triunghiurilor

Descopar

Elevii vor fi impartiti in doua grupe.
Grupa1

1. Un alpinist doreste sa determine distanta dintre doua varfuri muntoase, A si B.
El se afla intr-un punct de observatie C si stie ca distantele de la el la varfurile A
si B sunt egale cu 6 km si, respectiv, 10 km, iar masura unghiului format de liniile
sale de vizibilitate catre cele doua varfuri (<ACB) este egala cu 60°. Determina
distanta dintre cele doua varfuri muntoase A si B.

2. Fie ABC un triunghi cu laturile AB = ¢, BC = a si AC = b. Punctul D este proiectia
punctului A pe dreapta BC.

a) Aratd ca AD = bsinC.

b) Determina lungimea segmentului AB in functie de lungimile segmentelor AC si
BC si cosC.

Grupa 2

1. Doua statii de salvamar situate in punctele A si B pe malul marii se afla la o
distanta de 12 km una de cealalta. Ambele receptioneaza un semnal de urgenta
de la o0 nava aflata in larg, in punctul C. Pentru a localiza nava, operatorii masoara
unghiurile fata de linia dreapta care uneste cele doua statii (AB): din statia A, se
formeaza un unghi de 45°, iar din statia B se formeaza un unghi de 75°.

a) Determina distantele de la statiile de salvamar la nava.

.+ BC __AC _ AB
b) Aratd ca sinA sinB sinC’

2. Fie ABC un triunghi cu laturile AB = ¢, BC = a si AC = b. Punctul D este proiectia
punctului A pe dreapta BC.

a) Arata ca AD = csinB.

c s a _ b _ ¢
b) Arata ca sinA ~ sinB  sinC’

Invat

in clasele anterioare ati invatat cum puteti calcula lungimea unei laturi a unui triunghi dreptunghic in
functie de celelalte doua laturi ale acestuia sau folosind functiile trigonometrice ale unghiurilor ascutite
ale triunghiului. Tn aceasta lectie vom determina o relatie intre laturile unui triunghi oarecare, folosind si
functii trigonometrice ale unghiurilor triunghiului.

Teorema cosinusului

in continuare, pentru un triunghi ABC, vom considera notatiile consacrate AB = ¢, AC= b si BC=a.
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Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice UNITATEA 5

« Fie ABC un triunghi ascutitunghic (figura 1). Punctul D este proiectia A
punctului A pe dreapta BC.

in triunghiul dreptunghic ABD (<ADB = 90°) avem: c b

AD _AD
AB = sinB=

BD BD
cosB = AB = C0sB =

sinB=%% = AD=c-sinB;

= BD = c- cosB. B '_D_| C

CumBD=c-cosB,rezultacaDC=BC—BD=a—c-cosB. a

in triunghiul dreptunghic ADC (<ADC = 90°), aplicim teorema lui Pitagora Figura 1

si obtinem:
AC?= AD?+ DC? = b%=(c -sinB)?+ (a-c-cosB)? = b?=c?-sin?B+a*-2-a-c- cosB + c?- cos’B =
= b?=a?+c?-(sin?B+ cos?B) -2-a-c-cosB= b>=a%+c2-2-a-c-cosB.

in mod asemanator deducem si celelalte relatii pentru lungimile laturilor BC si AB.

« Fie ABC un triunghi dreptunghic in B (figura 2).

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul ABC, obtinem AC?= BC2? + AB? adica
b2 =a?+c2 C b
« Fie ABC un triunghi obtuzunghic cu <«B > 90° (figura 3).

Punctul D este proiectia punctului A pe dreapta BC. =
in triunghiul dreptunghic ADB (<ADB = 90°) avem: B 2o
Figura 2
sin(<ABD) = ﬁg:sm(n B)—ﬁg:smB AD:~AD c-sinB;
BD BD BD

cos(<ABD) = Ag = C0S (x-B)= Ag = 0SB =" =BD=-c-cosB.

Cum BD =-c- cosB, rezulta caDC=BD +BC=-c-cosB+a=a-c-cosB.

in triunghiul dreptunghic ADC (<ADC = 90°), aplicam teorema lui Pitagora si
obtinem b>=a%+c2-2-a-c- cosB.

Astfel, am obtinut unul dintre cele mai importante rezultate din
matematica, care stabileste o relatie intre lungimile laturilor unui triunghi
si cosinusul unuia dintre unghiurile acestuia.

Figura 3

Teorema cosinusului. In orice triunghi ABC cu AB = ¢, AC = b, BC = a, avem:

a’2=b%+c%-2-b-c-cosA
b?2=a%?+c%-2-a-c-cosB
c2=a?+b%2-2-a-b-cosC

Consecintd. in orice triunghi ABC, cu AB = ¢, AC = b, BC = a, avem:

2-b-c 2-a-c cosC = 2-a-b

COSA = cosB =

EXEMPLE: @)

1. Daca ABC este un triunghi cu AB =5 cm, AC =7 cm si COSA = atunC|

BC2=AC2+ABZ—2-AC-AB-cosA=>BC2=72+52—2-7-5-— :>BC2=49+25—10:>BC2=64:>BC=8cm.

7
2. Daca ABC este un triunghi cu AB = 4 cm, AC = 6 cm si BC =7 cm, atunci:
_62+42_72_l _72"'42—62_@ _72+62—42_§
COSA="36-5% 16" °%B= 275 56 05C= 276 28
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UNITATEA S Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice

Teorema sinusurilor C

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A (figura 4). Daca R este lungimea razei cercului

circumscris triunghiului ABC, atunci BC = 2R. R
A . b a
In triunghiul ABC avem:
sinB='§—E:sinB=é\—g .A—CB=2R;

sin =
. AB_ . . _AB_ AB _ A ¢ B
smC—BC:smC—ZR sinc 2R. Figura 4
Asadar,A—C=A—B=2R.
d sinB sinC

in cele ce urmeaza, vom arata ca nu numai in triunghiul dreptunghic avem astfel de rapoarte constante, ci
in orice triunghi, indiferent de natura sa.

a _ b _ c _
sinA~ sinB ~ sinC i IS

Teorema sinusurilor. n orice triunghi ABC, cu AB = ¢, AC = b, BC = a, avem
R este lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie:

Fie ABC un triunghi oarecare cu AB = ¢, AC = b, BC = a si R lungimea razei cercului
circumscris acestuia (figura 5).

Consideram punctul M diametral opus punctului B, deci <BCM = 90°.

in triunghiul dreptunghic BCM avem sin(<«BMC) = % = % (1). Unghiurile BAC si
BMC sunt unghiuri inscrise in cerc si au masura egala cu jumatate din masura

arcului BC, prin urmare sunt congruente. Astfel, relatia (1) se poate scrie:

: _a x_a _ Figura 5
sin(<BAC) SR de unde rezulta SinA 2R.
Construind diametrul CN, demonstram asemanator ca SI% = 2R, iar construind diametrul AP, obtinem
c _
sinc_ 2R
Asadar, am obtinut a . b . ¢ .

sinA  sinB sinC

EXEMPLU: @

Daca ABC este un triunghi cu AB=18 ¢cm, A =% siC= %, atunci:

B=n—A—C=§§isinB=§;

SinA = sin?—’zt= sin(%+%) = sinz cosg + sing cosy = \/EZ \E,

sinc=g.

SigAzsigB=siﬁC=2R©Si:%c=Siﬁ§=si1r]8%=2R©%fﬁ=%=%=m©%3ﬁ=%=18ﬁ=m
4 2 2 4 2

Obtinem a = 9(\3 + 1), b = 9V6 si R = 9V2.

N 262



Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice UNITATEA 5

Rezolvarea triunghiurilor

A rezolva un triunghi inseamna a determina toate elementele sale (lungimile laturilor si masurile
unghiurilor), atunci cand se cunosc trei dintre ele, dintre care cel putin o latura.

OBSERVATIE.

Deoarece, in practica, masurile unghiurilor nu sunt intotdeauna valori remarcabile (precum 30°, 45°, 60°),
este necesar sa apeldm la instrumente de calcul pentru a obtine valorile functiilor trigonometrice. In acest
scop, putem folosi aplicatia Calculator de pe telefonul mobil, tableta sau computer astfel: deschidem
aplicatia, selectam modul stiintific, setdm unitatea de masura pe Deg (pentru grade sexagesimale) sau Rad
(pentru radiani), introducem functia trigonometrica si apoi masura unghiului. Pentru calculul functiilor
trigonometrice inverse la anumite telefoane, este necesara activarea optiunii Inv sau 2™. Dupa introducerea
valorilor, rezultatul afisat va fi o fractie zecimala, pe care, de obicei, o rotunjim la doua, trei sau patru
zecimale, pentru a asigura precizia necesara in calculele ulterioare.

1. Rezolvarea triunghiului dreptunghic @

Rezolvarea unui triunghi dreptunghic consta in determinarea lungimilor laturilor si a B
masurilor unghiurilor sale cunoscand doua elemente ale triunghiului, dintre care cel
putin o latura.

Fie ABC un triunghi dreptunghicin A cu AB = ¢, AC = b si BC = a (figura 6). c a

Distingem mai multe cazuri:

« Se cunosc lungimile catetelor triunghiului ABC (AB = , AC = b) si se cer: lungimea o\

ipotenuzei si masurile unghiurilor ascutite ale triunghiului. A Fig bra ; €
18U

In acest caz, a = Vb2 + ¢, sinB =g, C=90°- B.
EXEMPLU:

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu ¢ = 8, b = 6. Atunci, a = V62 + 82 = V100 = 10 sisinB =z, de unde

[S21[ON]

rezulta ca B = arcsin%, deci B = 37° si C= 53°.

« Se cunosc lungimea ipotenuzei (BC = a) si lungimea unei catete a triunghiului ABC si se cer: lungimea
celeilalte catete si masurile unghiurilor ascutite ale triunghiului.

Daca se cunoaste AB = ¢, atunci b = Va?- c?, sinC =g siB=90°-C.

EXEMPLU:
Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu a = 17, ¢ = 8. Atunci, b = V172 - 82 =15 si sinC = %, de unde rezulta
caC= arcsin%, deci C=28° si B = 62°.

» Se cunosc lungimea unei catete si masura unghiului ascutit opus acesteia si se cer: lungimea celeilalte
catete, lungimea ipotenuzei si masura celuilalt unghi ascutit.

Daca se cunosc AC = b si masura unghiului B, atunci:

C=90°- B;
sinB=g:>a=si%;
b b
th=E=>C=tg—B.
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EXEMPLU:
Fie ABC un triunghi dreptunghicin A cu b =12 si B = 15°.
Atunci, a = ﬁ sic= tgLB' de unde rezulta a = sirﬁ5° sic= tg1125°
sin15°= sin(45° - 30°) = sin 45° - c0s30° - sin30° - cos 45° = g . g - % - \/2—5 = ﬁ(\f - 1),
tg45° - tg30° -8
tg15°= tg(45°- 30°) = ftg45°§g30° - —2--2-45.
(ENEE ~
Cum sin15° = @ Sitg15°=2 - V3, obtinem a = 12v2(\3 + 1) si ¢ = 12(2 + V3).
C=90°-15°=> C=75°
OBSERVATIE.

Calculul lungimilor segmentelor BC si AB se poate face folosind aplicatia Calculator de pe telefonul mobil,
tableta sau computer astfel:

2 _ 1
0= G T4636 O i S4B

» Se cunosc lungimea unei catete si masura unghiului ascutit alaturat acesteia si se cer: lungimea
celeilalte catete, lungimea ipotenuzei si masura celuilalt unghi ascutit.

Daca se cunosc AC = b si masura unghiului C, atunci:

b

. (9
cosC’

- 900~ (- _b_ .
B—90—C,cosC—a:a— b

tgC=-=>c=b-tgC.

EXEMPLU:
Fie ABC un triunghi dreptunghicin A cu b =10 si C = 40°.

b 2q=-J0
Atunci, a = CoscicE b -tgC, de unde rezulta a = 05 40°

pe telefonul mobil, tableta sau computer, obtinem a = 13 si ¢ = 8,4.
B=90°-40°= B=50°

si ¢ =10 - tg40°. Folosind aplicatia Calculator de

2. Rezolvarea triunghiului oarecare
Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, AC = b si BC = a (figura 7).

C

Distingem trei cazuri:
« Se cunosc lungimile laturilor triunghiului ABC (AB = ¢, AC = b si BC = a) si se cer
masurile unghiurilor acestuia.
- . . — . A
In acest caz, folosim consecinta teoremei cosinusului:

b2+ c2- @2 _at+c2-b? a2+ b?-¢?
COSA= P 0SB = 50— S

B
EXEMPLU: .
Figura7

Fie ABC un triunghicua =5, b =3, ¢ = 7. Atunci:

_32+72-52 _n _ n ey
CosA = 5.3.7 = C0sA =7 = A=arccosy, = A=38°%
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_52+72-3? _13 _ 13 S
cosB = 7.5.7 =>cosB—14:>B—arccos14:>B~22,

_5+32-7 N R il _ 10°
cosC= 753 = cosC= 2:>~C—arccos( 2) = C=120°.

» Se cunosc lungimea unei laturi a triunghiului ABC si masurile unghiurilor alaturate acesteia si
se cer lungimile celorlalte doua laturi si masura celui de-al treilea unghi.

Daca se cunosc AB = ¢ si masurile unghiurilor A si B, atunci C = 180°- A - B, iar pentru determinarea lungimilor

laturilor AC si BC ale triunghiului ABC folosim teorema sinusurilor, de unde rezulta a = Cssi':é sib= CsSiInnCB'

EXEMPLU:

Fie ABC un triunghi cu ¢ = 10, <A = 30° si <B = 100°. Atunci:
<C=180°-30°-100°= 50°;

_csinA 5

0= gnc =~ 97 snsge” 223

p=CSINB _, ;- 10sin100° _10-2sin50°C0550° _ 5 o500 = 12,86
sinC sin50° sin50° T

OBSERVATIE.

Cazul in care intr-un triunghi se cunosc lungimea unei laturi si masurile a doua unghiuri, dintre care unul
este cel opus laturii, se reduce la cazul precedent (se poate calcula masura celui de-al doilea unghi alaturat
laturii respective).

» Se cunosc lungimile a doua laturi ale triunghiului ABC si masura unghiului cuprins intre ele si se cer
lungimea celei de-a treia laturi a triunghiului si masurile celorlalte doua unghiuri.

Daca se cunosc AB = ¢, AC = b si masura unghiului A, atunci folosim teorema cosinusului pentru a determina
lungimea laturii BC a triunghiului (a2 = b2+ ¢2- 2- b - ¢ - cosA) si consecinta acesteia pentru a determina
unghiurile B si C.

EXEMPLU): @

Fie ABC un triunghi cu b =3, ¢ = 8 si A = 60°. Atunci:

a’>=32+82-2-3-8:c0s60° > a’=49=>a=7

_72+82-3? _13 _ 13 S
cosB = 7.7-8 =>cosB—14=>B—arccos14:>B~22,
_2+32-8 1 - _1> ~ 980
cosC= 5.73 = cosC= 7:>C—arccos(7 = C=98°.

» Se cunosc lungimile a doua laturi ale triunghiului ABC si masura unghiului opus uneia dintre ele si se
cer lungimea celei de-a treia laturi a triunghiului si masurile celorlalte doua unghiuri.

Daca se cunosc AB = ¢, AC = b si masura unghiului B, atunci folosim teorema sinusurilor pentru a determina

csinB
b

- Daca csinB > b, problema nu are solutie.
- Daca csinB = b, atunci sinC = 1, deci C=90°,A =180°-B - Csia = Vbh? - c2

unghiul Csi obtinem sinC = .Tn acest caz, exista mai multe situatii:

- Daca csinB < b, atunci ecuatia sinC = c5|l;1 B are dous solutii, C" < 90° si C" > 90°, si A =180°- B - C, iar
_bsinA
sinB
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STIAI CA...?

Teorema cosinusului
este cunoscuta si sub
numele de Teorema
lui Pitagora
generalizata. Enuntul
si demonstratia
acestei teoreme au
fost gasite in lucrarea
Elemente a lui Euclid,
material scris in anii
300 i.H. Aceasta
teorema constituie un
rezultat important in
matematica, fiind la
baza demonstrarii mai
multor alte teoreme,
printre cele mai
importante fiind
Relatia (teorema) lui
Stewart sau Teorema
paralelogramului.
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EXEMPLU:
Fie ABC un triunghi cu b =5, c=8si B=30°. Atunci, sinC =
rezulta C = 53° sau C = 127°.

8sin30° _4
— 5 - 5,de unde

Daci C = 53°, atunci A = 97° si a = 2297 . g g3,
' sin30
Daca C=127°, atunciA=23°siq = 55in23° 3,9.

sin30°

Exercitii rezolvate

1. Se considerd triunghiul isoscel MNP cu <M = 120° si NP = 43 cm. Rezolva

triunghiul MNP.

Rezolvare:

Triunghiul MNP este isoscel cu <M = 120°. Atunci <N = <P =(180° - 120°) : 2= 30° si
segmentele MN si MP sunt congruente.

|. Aplicam teorema cosinusului si obtinem:

NP2 = MN2 + MP2-2 - MN - MP - cos M => (4+3)2 = MN2 + MN2 - 2 - MN - MN - cos 120°
:»48=2-MNZ-Z-MN2~(-C0560°):48=2-MN2+2-MN2~%:>48=3MN2:>
MN2 =16 = MN = 4

Asadar, <N = <P =30° si MN = MP = 4 cm.

MN _ MP _ NP
sinP  sinN  sinM’

Il. Aplicam teorema sinusurilor si obtinem de unde

rezults —MN__ .4\5 : _ 43 -sin30°
sin120°

sin30° 3h, de aici, MN = sin120°

Se considera triunghiul MNP, dreptunghic in M, cu MN = 9 cm si <N = 30°. Rezolva
triunghiul MNP.

=4 cm.

Rezolvare:

in triunghiul MNP avem <M = 90° si <N =30°, de unde rezulta <P = 60°.
_MN o9 V39 ypo

cosN = p = €0s30° = 5 = == 175 = NP =633 cm

Aplicam teorema lui Pitagora si obtinem: MP = VNP2 - MNZ = 3v3 cm.

Aplic @

1.

Se considera triunghiul ABC cu AC = 8 cm, AB = 6 cm si <A = 45°. Determina
lungimea segmentului BC.

Se considera triunghiul MNP cu MN =3 cm, NP = 12 cm si <N = 120°. Determina
lungimea segmentului MP.

. Se considera triunghiul DEF cu DE = 5 cm, EF = 9 cm si DF = 10 cm. Determina

masura unghiului D.

. Se considera triunghiul ABC cu AB = 4 cm, AC = 6 cm si <A = 30°. Determina

lungimea segmentului BC.
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5. Se considera triunghiul DEF cu DE = 8 cm, <F =30° si <E =75°. Determina lungimea
segmentului DF.

6. Se considera triunghiul ABC cu AC = 12 cm, <A = 21° si <«C = 24°. Determina
lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.

7. Se considera triunghiul ABC cu BC = 9 cm si raza cercului circumscris triunghiului
ABC egala cu 6 cm. Determina masura unghiului BAC.

8. Se considera triunghiul isoscel ABC cu baza BC, AB = 6 cm si <B =75°. Determina
perimetrul triunghiului ABC si lungimea razei cercului circumscris acestuia.

9. Se considera triunghiul ABC cu AB = 6 cm, AC = 8 cm si BC = 12 cm. Demonstreaza
ca triunghiul ABC este obtuzunghic.

10. Rezolva triunghiul ABC, stiind ca:

a)a=12,b=13,¢c=5; e)a=8v2,b=6v2, A=60°
b)a=8,b=9,c=6; f)b=10,c=6, A= 45°;
c)a=8,B=50° C=60° g)a=8,b=6,A=40°
d) b=12,B=45°,C=70° h) b=10,c=7,B=50°.

11. Rezolva triunghiul ABC, cu perimetrul egal cu 15 cm, stiind cd, exprimate in cm,
lungimile laturilor sale sunt numere naturale consecutive.

12. Rezolva triunghiul ABC, dreptunghic in A, stiind ca:
a)b=3,c=4 c)a=10,C=30° e)b=8,B=30°
b)a=150b=9; d) b=15B=75° f)c=7,C=40°.

13. Rezolva triunghiul dreptunghic ABC, stiind ca:
a) doud dintre laturile sale au lungimile egale cu 6v5 cm, respectiv 1205 mm;
b) doua dintre laturile sale au lungimile egale cu (v2 +v3) cm.

14. Se considera patratul ABCD cu BD = 96 cm. Punctul M apartine segmentului BD
astfel incat % = %
a) Determina masura unghiului ABD si perimetrul patratului ABCD.
b) Rezolva triunghiul ABM.

15. Se considera trapezul isoscel ABCD cu AB || CD, AB = 3CD, B = % si inaltimea
egala cu 12 cm.
a) Determina perimetrul trapezului ABCD.
b) Rezolva triunghiul ABC.
c) Determina lungimea razei cercului circumscris triunghiului ADC.

16. Se considera triunghiul ABC cu AB = 0,4 dm, BC = 0,6 dm si B = % Rezolva
triunghiurile ABC si AMC, unde punctul M este mijlocul segmentului BC.

17. Se considera triunghiul ABC cu AB = q, AC = 30 si BC = @

> . Determina masura

unghiului A.
18. Se considera paralelogramul ABCD cu AB =12 cm, AD = 10 cm si <BAD = 60°.
a) Determina lungimile diagonalelor paralelogramului ABCD.
b) Determina masurile unghiurilor triunghiului BDC.
¢) Determina lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.
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Y

19.

Demonstreaza ca in orice triunghi ABC avem:

a)acosB + bcosA=c;

a’+b%+ ¢,
2 1

c)asin(B - C) + bsin(C - A) + csin(A - B) = 0.

b) bccosA + cacosB +abcosC =

20. Fie ABC un triunghi cu ¢ = 2a cos B. Demonstreaza ca triunghiul ABC este isoscel.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Fie ABC un triunghi cu cosA + cos B = sin C. Demonstreaza ca triunghiul ABC este
dreptunghic.

Se considera triunghiul ABC cu sin?A =sin?B + sin’C. Demonstreaza ca triunghiul
ABC este dreptunghic.

Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in A.

Demonstreaza ca ctg?B + sin?B = ctg?B - cos?B + 1.

Asupra unui corp actioneaza doua forte concurente F, Si F,, care formeazi un
unghi cu masura egala cu 60° si au intensitatile F, =30 N si F, = 40 N. Determina
intensitatea rezultantei celor doua forte si masurile unghiurilor pe care
rezultanta le formeaza cu fiecare dintre forte.

Un balon cu aer cald se deplaseaza orizontal la inaltimea constanta de 1000 m.
Un observator il vede sub un unghi fata de orizontala de 30°, iar dupa patru
minute sub un unghi de 45°. Determina viteza balonului. Analizeaza toate

cazurile posibile.

. . . . . B
Pe 0 hartd a unui oras, biblioteca (B), o scoala (S) si

un magazin (M) sunt unite doua cate doua prin strazi,

ca in figura 8. Pe harta, distanta dintre biblioteca si 8.cm
scoala este egald cu 8 cm (BS = 8 cm), distanta dintre

bibliotecd si magazin este egald cu 5 cm (BM =5 cm) M
si «SBM = 60°. Scara hartii este 1:10 000. Determina s

distanta dintre scoala si magazin in teren. Figura 8

60°\ 5cm

Un arcas tinteste centrul unui panou vertical aflat la o distanta de 34,38 metri.
Din cauza vantului, traiectoria sagetii sufera o deviere unghiulara constanta de
5' fata de directia perpendiculara pe panou. La ce distanta de centrul tintei,
exprimata in centimetri, va lovi sageata?

Un stalp de electricitate este montat pe versantul unui deal care are o inclinatie
de 20° fata de linia orizontului. Intr-un anumit moment al zilei, razele soarelui
formeaza cu linia orizontului un unghi cu masura egala cu 50°, iar umbra
stalpului are lungimea egala cu 8 m. Determina inaltimea stalpului. Analizeaza
toate cazurile posibile.

Un turn de observatie este construit pe coasta unui deal care are o inclinatie de
10° fata de planul orizontal. Un turist se afla pe poteca, in josul pantei, la 0
distanta de 30 m de baza turnului. Din acel punct, turistul vede varful turnului
sub un unghi de 45°. Ce inaltime are turnul?

0 echipa de ingineri vrea sa construiasca un pod peste un rau, intre punctele A
si C, situate pe maluri opuse. Acestia fixeaza un punct B pe acelasi mal cu
punctul A, astfel incat AB = 150 m. Masurand cu un teodolit, inginerii determina
<ABC = 60° si <ACB = 45°. Calculeaza lungimea aproximativa a podului.
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31. 0 echipa de ingineri proiecteaza un pod suspendat peste un canion adanc si
trebuie sa determine distanta dintre doua puncte de ancorare, A si B, situate pe
versantul opus. Pentru masuratori, pe marginea accesibila a canionului se
stabilesc doua statii C si D, aflate la o distanta de 100 de metri una de alta
(punctele B si C sunt de aceeasi parte a dreptei AD). Folosind un teodolit,
se masoara unghiurile: <ACD = 40°, <BCD = 70°, <BDC = 35° si <ADC = 80°.
Calculeaza distanta aproximativa dintre punctele de ancorare A si B.

Proiect in echipe: Ct de inalti este clidirea? @

Ce veti face?

Veti lucra in echipe de cate trei elevi pentru a determina inaltimea aproximativa a unei cladiri din
localitatea voastra. Pentru aceasta, veti utiliza telefoanele mobile pe post de instrumente topografice,
descarcand una dintre aplicatiile Dioptra, Theodolite sau Clinometer.

De ce veti elabora proiectul?

Veti vedea modul in care conceptele teoretice de trigonometrie sunt utilizate in inginerie si topografie
pentru a afla dimensiuni care nu pot fi masurate direct cu o ruleta.

Cum veti face?

« Alegeti cladirea pentru care veti determina inaltimea si marcati pe sol doua puncte, A si B, la o distanta
de cativa metri unul de celalalt. Masurati distanta dintre ele cu o ruleta si notati valoarea obtinuta.

« Stati in punctul A, deschideti aplicatia si vizati punctul B, apoi rotiti telefonul (mentinandu- la nivelul
orizontului) catre baza cladirii (punctul N). Notati masura unghiului <NAB.

« Stati in punctul B, vizati punctul A, apoi rotiti telefonul catre baza cladirii (punctul N). Notati masura
unghiului <NBA.

« Stati in punctul B, indreptati camera telefonului catre varful cladirii (punctul M). Notati
masura unghiului format <MBN.

« Masurati inaltimea de la sol pana la nivelul ochilor colegului care a tinut telefonul.

» Faceti o fotografie a cladirii si, folosind editorul foto, trasati
liniile intre punctele A, B, N si M.

» Desenati pe o coala schita cladirii si calculati lungimea
segmentului MN.

» Determinati inaltimea cladiri.

Cum veti sti daca ati reusit?

Veti prezenta in fata clasei fotografia editata cu punctele A, B, N si M clar marcate, capturile de ecran din

aplicatie care confirma masuratorile si rezolvarea matematica completa a problemei.
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2. Raza cercului inscris si raza cercului circumscris unui
triunghi. Aria unui triunghi

Descopar

Fie ABC un triunghi.
1. Deseneaza triunghiul ABC si cercul inscris in acest triunghi.
2. Noteaza cu | centrul cercului inscris in triunghiul ABC si cu M, N, P punctele de

/ intersectie dintre acest cerc si dreptele BC, AC, respectiv, AB.

<BAC

3. Demonstreaza ca <BIC=90° + 5

4, Determina masura unghiului IMB.

5. Exprima ariile triunghiurilor ABI, ACl, BCI si ABC in functie de lungimile laturilor
triunghiului ABC si lungimea razei cercului inscris in triunghiul ABC.

Y o
ivit @ @

Se considera un triunghi ABC cu AB = a, AC = b, BC = a si R lungimea razei cercului circumscris triunghiului.

Din teorema sinusului avem —2— = b___c = 2R, de unde rezulta

sinA sinB sinC

- a - b - c
2sinA 2sinB  2sinC’
in figura 1 este reprezentat triunghiul ABC cu AB = a, AC = b si BC = a.
Punctul | este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, iar r este
lungimea razei acestui cerc. Punctele M, N si P sunt punctele de
intersectie dintre cercul inscris in triunghiul ABC si dreptele BC, AC,
respectiv BC.

Figura 1

Atunci:

T-f-p-r,undepﬂ%b"‘c

IM-BC_IN-AC IP-AB_r-a_r-b_r-c_r-(a+b+c)
Apc=RactAnctAme="5 *T 5 tT 5 5 *t3 t5 = =

reprezinta semiperimetrul triunghiului ABC.

AABC

p
in orice triunghi ABC cu AB = a, AC = b si BC = q, lungimea razei cercului inscris in triunghi este egala cu

De aici rezulta r =

raportul dintre aria triunghiului (S) si semiperimetrul acestuia (p): r = %

A . . . . S . A
In continuare vom obtine alte formule pentru calculul ariei unui triunghi.
in figura 2 este reprezentat triunghiul ABC cu AB = a, AC = b si BC = a. Punctul
D este proiectia punctului A pe dreapta BD. ¢ b
In triunghiul ABD, dreptunghicin D, sinB = %, de unde rezulta AD = csinB. (1) >
B 2= C

a o . . D
In triunghiul ACD, dreptunghicin D, sinC = %, de unde rezulta AD = bsinC. (2) ;

L . ) . Figura 2
Segmentul AD este inaltime in triunghiul ABC si A g = DG (3)

2
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Din relatiile (1) si (3) obtinem A = acszlnB iar din relatiile (2) si (3) obtinem A g = abszlnC
bcsinA
in mod analog, folosind o alta inaltime a triunghiului ABC, obtinem A, = — -
Notdnd aria triunghiului ABC cu S, obtinem S = absimc bcszmA acszm B . (4)
: : : a _ b _ _bsinA , _csinB __asinC
Din teorema sinusurilor avem SnA-SnB smC’ de unde rezulta a = SinB b sinC <= sinA .(5)
; - - ; _a?sinBsinC _ b2?sinAsinC _ c2sinAsinB
Din relatiile (4) si (5) obtinem S = 2snA - 2sinB 2sinC
' — a _ sp__a __abc __abc _abc
Din teorema sinusurilor avem SnA - 2R, de unde rezulta R SsinA - 2besinA " besnA - 45
2
Am obtinut astfel o noua formula pentru calculul ariei unui triunghi: S = i—l;{".

besinA si .b = ¢ = 2R, rezulta b = 2Rsin B si ¢ = 2Rsin C si, prin urmare,

2 7 sinB sinC 2 g
2RsinB - 2RsinC-sinA
2

CumS =

S=

, ceea ce conduce la o alta formula pentru aria unui triunghi:

S=2R2sinAsinBsinC

nzA 1(1 cosA)-—( b2+c2—az)_2bc—b2—c2+az_az-(b—c)z_(a-b+c)(a+b—c)=

St 2bc - 4bc " 4bc 4bc

_(a+b+c—2b)(a+b+c—2c)_(2P'Zb)(zp‘ZC)_(P‘b)(P‘C)=>Sinl_\_1f(P'b)(P'C)
B 4bc B 4bc B bc 2° bc '

unde p reprezinta semiperimetrul triunghiului ABC;
b2+c2-az>=2bc+b2+c2-a2_(b+c)2—az_(b+c+a)(b+c—a)=

cos2 —(1 +COSA) =3 (

2bc 4bc T 4bc 4bc
_ 2p(2p - 2 =
= (a+rb+ C)(szb +C-20) = il fbc 9 = P(pbc 9 = cos2 p(pbc a) , unde p reprezinta semiperimetrul

triunghiului ABC.

Calculam acum aria triunghiului ABC astfel:

bcsinA _ b (p-b)p-c) [pp-a) . plp-a)p-b)p-
S= cszln —7C Zsmzcos bc\/ be \/ be = bc- be

semiperimetrul triunghiului ABC.

,unde p reprezinta

Asadar, am obtinut o formula pentru calculul ariei unui triunghi in functie de lungimile laturilor acestuia,
numita Formula lui Heron:

s=+p(p-a)p - b)p - c)

unde p reprezinta semiperimetrul triunghiului ABC.
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Exercitii rezolvate
1. Se considera un triunghi ABC cu AB=a, AC=bsiBC=a.

a) Exprima tg% in functie de semiperimetrul triunghiului ABC si lungimile
laturilor acestuia.
b) Dedu o formuld pentru calculul ariei unui triunghi in functie de tg %

Rezolvare:
(p-blp-0

A" bc _|p-bp-c) bc _|(p-b)p-0)

atgy=—%= - b op-a) -
cos5 plp - a) ¢ plp - a) p(p-a)
bc

A_[p-bp-0 \/p(p-a)(p-b)p 0 s A
b)tg5 = = = S=p(p-a)tg5
e V p(p - a) pp-a?  plp-a) Plp-a)te;

2. Demonstreaza ca in orice triunghi ABC avem:

- A B C abc B .C

a)S-4Rp5|n25|n25|n : b)S= D coszcoszcos2

Rezolvare:

a) Stim ca n orice triunghi ABC avem S = 2R?sinAsinBsin C, ceea ce e echivalent

2 - 16R2cinA cocAcin B g BeinC oo C
cu S?=16R sm2c0525|n2coszsm2cosz.

a -
Cum cos p(p % \/ pa \,p(p , obtinem:
b).Ip

i p(p-a)\/( \/PC).A.B.C_
S—16R2\j be ac ab sin3 sinzsin> =

-b
oy PR i

abc S-p . A B C_ A B C
S ab csm sin3sin3 = 4Rpsin sin> smz.

Cumsm \}p b p 9 \p a snsm —(p—aggp—b)'

obtinem:

5=16Rz\j(p-b)(p-C)\j(p-a)(p-C)\/(p-a)(p-b) A B .C.

=16R- ==

=16 R-

CO0S5 C0S 5 CoS

bc ac ab 2027020
=16 - 0125;52 . (p- a)(;zl-)cb)(p e cos%cosgcos% =
= as_bzc . Plp - a)(pp— b)p - <) cosécosgcos% as_bzc %cosécosgcosg
= abe sA osB cos S

p 27772072
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Aplic @

1. Calculeaza raza cercului inscris, raza cercului circumscris si aria triunghiului ABC,

stiind ca:
a)a=5b=6,c=7, d)b=12,A=60°, C=45°
b)a=8,b=12c=6; e)a=3v2,b=6V2,C=60°
¢)a=10+10v3, B =45°, C=30° f)b=10,c=6,A = 45°.

2. Calculeaza raza cercului nscris si raza cercului circumscris triunghiului ABC,
stiind ca:
a) AB=0,6 dm,AC=8 cm siB=7;
b) triunghiul ABC este echilateral si perimetrul sdu este egal cu 24 cm;
C) AB = AC=3vZ cm 5i B =7,

3. Calculeaza aria triunghiului ABC, stiind ca:

a) lungimile segmentelor AB si AC sunt direct proportionale cu 5, respectiv 13,
AB + AC =54 cm si B =5

b)lungimile laturilor triunghiului, exprimate in cm, sunt numere naturale
consecutive, iar perimetrul sau este egal cu 24 cm;

c) doua laturi ale sale au lungimile egale cu 45 cm si formeaza un unghi cu
masura egala cu %;

d) triunghiul este echilateral si lungimea unei laturi este egald cu V4 - 2v/3 cm;

€) AB =2 -3 cm, Py = 6+ 23 cm, C= 3.
4. Determina valoarea numarului E = 4R - 3r,unde R si r reprezinta lungimile razelor
cercului circumscris, respectiv cercului inscris unui triunghi, ale carui laturi au

lungimile egale cu 26 cm, 28 cm si 30 cm.

5. Se considera triunghiul ABC cu BC = V2 cm, AC=2V2 cm si C = %

a) Rezolva triunghiul ABC.

b) Determina perimetrul si aria triunghiului ABC.

¢) Determina lungimea razei cercului inscris si lungimea razei cercului circumscris
triunghiului ABC.

d) Determina lungimile inaltimilor triunghiului ABC corespunzdtoare laturilor BC
Si AC.

6. Se considera triunghiul ABC cu AB =3 cm, AC =5 cm Si P 5 = (8 + V19) cm. Rezolva
triunghiul ABC si determina aria acestuia.

7. Masurile unghiurilor triunghiului ABC sunt in progresie aritmetica avand ratia
30°, iar lungimea celei mai mici laturi este egala cu 10 cm. Determina perimetrul,
aria, lungimile razei cercului inscris si a razei cercului circumscris triunghiului
ABC.

8. Se considera triunghiul ABC dreptunghicin C. Rezolva triunghiul ABC si determina
perimetrul, aria si lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC, daca:

a)A=15 si AB =4 cm; b)A=g si AB=6cm.
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9. Determina aria triunghiului ABC, stiind ca suma lungimilor a doua dintre laturile
sale este egald cu (3 + V3) cm, masura unghiului format de cele doua laturi este
egald cu Z, iar perimetrul triunghiului este egal cu (3 + 3 + V6) cm.

10. Se considera rombul MNPQ cu MN = 6 cm Si P yq = 18 cm. Punctul R este mijlocul

segmentului MN.
a) Rezolva triunghiul PQR.
b) Determina cos(<NPR).
¢) Determina aria triunghiului NPR.

11. Fie ABCD un patrulater convex cu AC n BD = {0}. Demonstreaza ca:

_ AC- BD - sin(<AOB)
Ao = 2 :

12. Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, BC=a, AC=b si h,+b = h_+c, unde h, si h,
reprezinta lungimile inaltimile triunghiului ABC corespunzatoare laturilor AC,
respectiv AB. Demonstreaza ca triunghiul ABC este isoscel sau dreptunghic.

13. Fie S aria triunghiului ABC. Demonstreaza ca b?sin2A + asin2B = 4S.

14. Demonstreaza ca, in orice triunghi ABC, avem urmatoarele identitati:

A B G A B C
a)5|n§~sm§-5|n§, c)tg2 tg5 - 1g7; e) cosA + cosB + cosC.
A ...B. .C. A, cteB+ cteC.
b) C0S5 - 0S5 - COS5; d) ctg 5+ (g5 + Cig5;

15. Tn triunghiul ABC notam cu h,, h, si h. lungimile indltimilor corespunzdtoare

1.1, 1,1 unde r este

laturilor BC, AC si, respectiv, AB. Demonstreaza ca R th
a b c

lungimea razei cercului inscris in triunghiul ABC.
16. Demonstreaza ca, in orice triunghi ABC, avem egalitatile:
)azsin(B -0, b’sin(C-A) , c?sin(A-B) _ 0:
SinA sinB sinC '
)azsin(B -0 , b’sin(C-A) , c?sin(A-B) _ 0:
sinB+sinC  sinC+sinA  sinA+sinB '

¢)(a + b)cosC + (b + c)cosA + (c + a)cos B = 2p, unde p este semiperimetrul
triunghiului.
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3. Teorema bisectoarei; relatia lui Stewart; lungimile
unor segmente importante din triunghi

Descopar

in figura 1, punctele B si C marcheaza doua sate A
legate printr-o sosea (BC) cu lungimea egald cu
25km. O statie de emisie-receptie este construita
intr-un punct A astfel incat distanta de la punctul
Alasatul B este egala cu 12 km, iar distantade la =~
punctul A la satul C este egala cu 18 km. Inginerii
doresc sa plaseze un releu de semnal intr-un
punct D, situat pe soseaua BC, care sa fie
echidistant fata de dreptele AB si AC. Determina
distantele de la releu la satul B si la statia de
emisie-receptie.

Figura 1

Invat

Teorema bisectoarei. Fie un triunghi ABC si D punctul de intersectie dintre bisectoarea unghiului A si
j BD_AB

dreapta BC. Atunci DC-AC'

Demonstratie:

Construim paralela prin punctul C la dreapta AD. Aceasta intersecteaza dreapta AB E
in punctul E. (figura 2)

Semidreapta AD e bisectoarea <A = <BAD = <DAC

AD || CE = <BAD = <AEC (unghiuri corespondente) $ = <AEC = <ACE = y
AD || CE = <DAC = <ACE (unghiuri alterne interne)
= AACE e isoscel cu AE = AC 5

BD _ BA
ADICE (teorema lui Thales) D¢ AE } #B—E=E—é$g—g=ﬁ—g D 0
AE = AC Figura 2
OBSERVATIE.

Cunoscand lungimile laturilor unui triunghi, putem calcula si lungimile segmentelor determinate de
bisectoarele unghiurilor interioare pe laturile opuse. Astfel, daca semidreapta AD este bisectoarea unghiului
BAC (D € BC), atunci, aplicand proportii derivate, obtinem:

BD_AB_. BD _ AB _BD_ AB _ AB-BC a-c

DC ACBD+DC AB+AC” BC AB+AC - B0 ag+Ac~ B0 hrc
_a-b

Analog,CD——b+C.

Relatia lui Stewart. Fie un triunghi ABC. Pentru orice punct M care apartine segmentului BC este
adevarata relatia:

AM? - BC=AB2- MC + AC2- MB - BC - BM - CM
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Demonstratie: A

Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile ABM si ABC si obtinem

(figura 3):

AM? = AB2 + BM2 -2 - AB - BM - cosB |-BC =

= AM?2-BC=AB2-BC +BM2-BC-2-AB-BM:- cosB - BC; (1)

AC?= AB? + BC? - 2- AB - BC - OSB | -BM = B " ¢
= AC?- BM = AB2-BM + BC>- BM - 2- AB - BC - cosB - BM. (2) Figura 3
Scazand relatiile (1) si (2), obtinem:

AM?-BC - AC?- BM = AB? - BC - AB?- BM + BM? - BC - BC?- BM =>

= AM?2-BC - AC2- BM = AB?- (BC - BM) + BM - BC - (BM - BC) =

= AM?- BC - AC?- BM = AB?- CM + BM - BC - (-CM) = AM? - BC = AB2- MC + AC2- MB - BC - BM - CM.

Calculul lungimilor bisectoarelor interioare ale unui triunghi

Fie un triunghi ABC cu AB = ¢, BC = a $i AC = b. Bisectoarea unghiului A intersecteaza A
dreapta BC in punctul D (figura 4). Aplicand Relatia lui Stewart, avem:

AD2-BC=AB2-CD +AC*-BD - BC-BD - CD.

_a-c _.~~_a-b : a-b a-c a-c a-b
CumBD == 5iCD =4~ ,obt,lnemADz- =c?- bec' +b2- bic T bec brc L L .
san2- b, b*c_a-c a-b_bc- (b+c) a’bc Figura 4
de unde rezulta AD e hec ot hee bec  DoelE

Daca notam AD = [, atunci [2 = [(b )?-a’l.

(b
Teorema 1. Fie ABC un triunghi cu AB ¢, AC = b, BC = a. Bisectoarea unghiului A intersecteaza dreapta

BC in punctul D. Atunci AD? = (b [(b 0)?-a?.

EXEMPLU:

Fie ABC un triunghi cu AB =10 cm, BC = 15 cm si AC = 20 cm. Daca bisectoarea unghiului A intersecteaza
dreapta BC in punctul D, atunci AD? = (2200 ;8)2 [(20 + 10)2 - 152], de unde rezulta AD = 56 cm.

OBSERVATIE.

Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, AC = b, BC = a. Bisectoarea unghiului B intersecteaza dreapta AC in
punctul E si bisectoarea unghiului C intersecteaza dreapta AB in punctul F. Daca BE = [, si CF = [, atunci:

2

[(a+c)2-b2sil2= [(a + b)2 - ¢?]

( )2 (a b)2

Calculul lungimilor medianelor unui triunghi

Teorema 2. Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, AC = b, BC = a. Daca notam cu m,, m,, m_ lungimile medianelor
triunghiului corespunzatoare laturilor cu lungimile a, b, respectiv ¢, atunci:

2(b? + ¢?) - a? 2(a? + ¢?) - b? 2(a? + b?) - ¢2
m? = 4 ymg = 4 ym? = 4
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Demonstratie: A

Fie M mijlocul laturii BC (figura 5). Atunci BM = CM = %.
Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile ABM si ACM si obtinem:
AB2 = AM? + BM? - 2 - AM - BM - cos(<AMB);

AC? = AM? + CM2 -2 - AM - CM - cos(<AMC). B ! M ’ C

Cum unghiurile AMB si AMC sunt suplementare, cos(<AMC) = -cos(<AMB), el

Si, prin urmare:

2
c2=m2+%-2.m,

a a? a
L - cos(<AMB); b?=mg+7--2-m, -5 [-cos(<AMB)].

2
b2+c2 a2 _ 2(b*+c?)-a?
2 4 4

2
Adunand cele doua relatii, obtinem b2 + > =2m2 + 2 - %, de unde rezulta m?2 =
Analog se obtin si celelalte relatii.

EXEMPLU:

Fie ABC un triunghi cu AB = 10 cm, BC = 7 cm si AC = 9 cm. Daca m,, m,, m_ sunt lungimile medianelor
triunghiului ABC corespunzatoare laturilor cu lungimile a, b, respectiv ¢, atunci:

_AP10)-7 313 313
2 P =>m2==2 = m, =~
2 2) - 02
m%=w$m§=m$mb N2
4 4 2
2 2) _ 2
mg=w = m2=40=m, =210 cm.

Calculul lungimilor inaltimilor intr-un triunghi

. . . . L h,-a h,-b h.-c
Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, AC = b, BC = a. Atunci aria triunghiului ABC este S = R

unde h,, h, si h,reprezinta lungimile inaltimilor triunghiului corespunzatoare laturilor BC, AC, respectiv AB.

De aici rezulta h,, = ZShb zbs,h =2

Cum S =+/p(p - a)(p - b)(p - c), obtinem:

_2plp-alp-bXp-o)  _2\plp-alp-bXp-o) , _2Vplp-allp-bp-o)
a” a 1 Hp = b 1 e ™ c

EXEMPLU: @)

Fie ABC un triunghi cu AB =13 cm, AC = 14 ¢cm, BC = 15 cm. Atunci:
p=21cmsiS= V2121 -15)Q21 - 14)21-13) =V21-6 - 7- 8 = 84;

h

- 84 2-84 _2-84_168
ha- 75 - h2em, h, = T -12cm,hc-—13 =3 m.
OBSERVATIE.

in orice triunghi, produsul dintre lungimea unei inaltimi si lungimea laturii corespunzatoare este constant
(h,-a=h,-b=h_-c).
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STIAI CA..?

in geometria
triunghiului, se poate
stabili o legatura
directa intre lungimile
laturilor (a, b, ¢) si
lungimile medianelor
asociate (m,, my,, m,),
cunoscuta ca relatia
lui Cesaro:

4 4 4 -
ma+mb+mc—

= 2 (a*+ b+ cY)

EXERSEAZA!

Fie ABC un triunghi

si D un punct pe
segmentul BC.
Determina lungimea
segmentului AD
stiind ca:

a) AB =13 cm,
AC=15cm,BC=14cm

-BD_3.
?'DC

b) AB =13 cm,
AC=15cm,BC=16 cm,

BD =6 cm, DC =10 cm;

o)

c) AB =10 cm,
AC=17cm,BC=21cm,
BD_2,

BC 7’

d) AB=8cm,
AC=8cm, <BAC=60°,
BD _1.

BC 4’

e) AB =12 cm,

<ABC = <BCA = 30°,
BD_1

DC 3°
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Exercitiu rezolvat

Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, AC = b, BC = a si m,, m, si m_ lungimile medianelor
triunghiului corespunzatoare laturilor cu lungimile a, b, respectiv c.

a) Daca triunghiul ABC este oarecare, demonstreaza ca:
mi+mp+mk= % (a*+ b* + c*) (Relatia lui Cesaro).

b) Daca triunghiul ABC este dreptunghic in A, demonstreaza ca:

2
mZ+mg+mZ= 3%.
Rezolvare:

a) Vom ridica la puterea a doua patratul lungimilor medianelor, scrise sub

b2+ c? a? a’+c® b* , _a’+b* ¢?
2 & 2 Mt Ty

obtinute si obtinem:

(b?+c? _, b2+c? @ a* (@®+c?)? , a’+c b2 b

. 2 = 2 =
forma: m? = =

Adunam relatiile

4 4 4= N -
Mg * My * M 4 2 476 & 2 416"
La2+b?)? o oa2+b? 2 ct_b*+2b2c2+c'-ab?-a’c? a‘,

4 2 4 16 4 16
,at+2a’c?+ct-a’b>-b>c® b* a*+2a’b’+b*-a’c*-b>c’, c*_

4 16 4 16
_2a%+2b%+2c* a“+b*+ct_9a*+9b*+9c¢ch _ 9, 4 L4 4
- 4 T 16 =3p(a‘ bt
2 2) - 2 2 2) - h2 2 2\ - 2
b) m3 + mj + 2 = 202 x A ma Aatr (-0t Aat b
_3a%+3b*+3c¢? _3a*+3a® _6a’ _3a’
4 4 4 -2

Aplic ()

1.

Demonstreaza ca, in orice triunghi dreptunghic, lungimea unei catete este media
proportionala intre lungimea proiectiei acesteia pe ipotenuza si lungimea
ipotenuzei (teorema catetei).

Demonstreaza ca, in orice paralelogram, suma patratelor lungimilor diagonalelor
este egala cu suma patratelor lungimilor laturilor paralelogramului.
Fie triunghiul ABC cu AB = ¢, AC = b, BC = q, bisectoarea unghiului A intersecteaza

2bc \Plp-a)

dreapta BC in punctul D. Demonstreaza ca AD = .
b+cl bc

. Se considera triunghiul MNP cu MN = 10,5 cm, NP = 9 cm si MP = 6 cm. Bisectoarea

unghiului P intersecteaza dreapta MN in punctul Q. Calculeaza lungimea
segmentului PQ si lungimea medianei din P a triunghiului MNP.

. Se considerd paralelogramul ABCD cu AB = 3v2 c¢m si BC = 432 cm.

a) Calculeaza perimetrul si aria paralelogramului ABCD, stiind ca unghiul B are
masura egala cu %

b) Bisectoarea unghiului BAD intersecteaza dreapta BD in punctul E. Calculeaza
lungimea segmentului AE, stiind ca unghiul ABD este drept.

c) Calculeaza lungimile diagonalelor paralelogramului ABCD, stiind ca perimetrul
triunghiului ADC este egal cu 13v2 cm.



Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice

UNITATEA 5

6. Se considera triunghiul isoscel ABC cu baza BC = 8 cm si lungimea inaltimii
corespunzatoare laturii BC egala cu 3 cm.
a) Rezolva triunghiul ABC.
b) Calculeaza perimetrul si aria triunghiului ABC.
c) Bisectoarea unghiului C intersecteaza dreapta AB in punctul D. Calculeaza
lungimea segmentului CD si lungimea medianei din C a triunghiului ABC.

7. Se considera dreptunghiul ABCD cu AB =12 cm si BD =13 cm. Bisectoarea unghiului
ABC intersecteaza dreapta AC in punctul M. Determina lungimea segmentului BM.

8. Se considera triunghiul echilateral ABC cu AB = 12 cm. Pe laturile acestuia se
considera punctele D € BC, E € AC si F € AB astfel incat BD = CE = AF = 8 cm. Pe

laturile triunghiului DEF se considera punctele M € DE, N € EF si P € FD astfel
incat % = % = % = 2. Bisectoarea unghiului ABC intersecteaza dreapta AC in

punctul B, bisectoarea unghiului DEF intersecteaza dreapta DF in punctul E', iar
bisectoarea unghiului MNP intersecteaza dreapta MP in punctul N

a) Determina perimetrul si aria triunghiului MNP.
b) Determina lungimile segmentelor BB’ EE’ si NN'.
c) Calculeaza valoarea expresiei E = X2 + y2 unde BB'= X - EE' =Yy - NN".
9. Se considera un patrulater convex ABCD. Punctele M si N sunt mijloacele
segmentelor AC si BD.
a) Demonstreaza ca AB? + BC2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD? + 4 MN2,
b) Demonstreaza ca patrulaterul ABCD este paralelogram dacad si numai daca
AB? + BC? + CD? + DA2 = AC? + BD2
10. Se considera triunghiul ABC. Bisectoarea unghiului B intersecteaza dreapta ACin

punctul D. Demonstreaza ca BD < AE’%BC

11. Punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC cu AB = ¢, BC = a, AC = b.
Demonstreaza ca, daca BG L CG, atunci b? + ¢2 = 5a%

Portofoliu

Se considera triunghiul ABC si
D punctul de intersectie dintre
bisectoarea unghiului A si
dreapta BC.

<« A _AB
a) Demonstreaza ca A, - AC

<« Agp _BD
b) Demonstreaza ca A~ CD°

« « BD _ AB
¢) Demonstreaza ca DC - AC:

EXERSEAZA!

Construieste
triunghiul ABC

stiind ca:

a)AB=7cm,
AC=9cm,m,=7cm;
b) AB =8 c¢m,
AC=9cm, m, =6,5cm;
c) AB =13 cm,
AC=15cm, BC < AB si
cosC = %;
d) AB =13 cm,
AC=15cm, AB < BCsi
cosC = %
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4. Concurenta si coliniaritate in geometria plana:
teorema lui Menelaus, teorema lui Ceva

Descopar

1. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele M si N astfel
AM 1 _.CN_3

incat W 23 SI NA © 4

a) Determina raportul o=

AM Q.CN
b) Calculeaza MB PC NA-

2. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele M si N astfel

AM _1 . CN_3
mcatm 2S| NAC &

AD nBC={P}.

Dreapta MN intersecteaza dreapta BC in punctul P.

Segmentele BN si CM se intersecteaza in punctul D si

a) Determina raportul E.

AM BP CN
b) Calculeaza MB PC " NA

invit @

Teorema lui Menelaus: Fie un triunghi ABC si trei puncte D € BC, E€AC si F €AB, diferite de varfurile

AF BD CE
triunghiului. Daca punctele D, E si F sunt coliniare, atunci £ FE DC EA- =1.

Demonstratie:

Exista doua situatii posibile:

- doua dintre punctele D, E, F se afla pe laturile triunghiului ABC, iar
al treilea se afla pe prelungirea celei de-a treia laturi (figura 1);

- toate cele trei puncte D, E, F se afla pe prelungirile laturilor B

triunghiului ABC (figura 2). Figura 1

Ne ocupam in continuare de prima situatie. Presupunem ca A
punctele E si F apartin segmentelor AC, respectiv AB, iar punctul D
se afla pe prelungirea segmentului BC. Construim paralela prin
punctul C la dreapta AB. Fie P punctul de intersectie dintre aceasta
si dreapta EF. Cum CP || BF, conform teoremei fundamentale a

DC _DP _CP
asemanarii, avem ADPC ~ ADFB, de unde rezulta 5= BD-DF - FB ‘
si, de aici, CP = FB-DC (1) Figura 2
BD

Aplicand tot teorema fundamentala a asemanarii, rezulta ca AEPC ~ AEFA, deci EE g; EE si, de aici,
cp=AEE (o)

. .. . - FB-DC _ AF-CE . AF-CE _BD _
Din relatiile (1)zl (2) rezulta BD - EA  Ceeaceeste echivalent cu “EA FB.DC-

.« AF BD CE
adica B DC EA- 39

Cazulin care toate cele trei puncte D, E, F se afla pe prelungirile laturilor triunghiului ABC se trateaza analog.

BN 280



Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice UNITATEA 5

Reciproca Teoremei lui Menelaus. Fie triunghiul ABC si trei puncte DeBC, E€AC si F<AB, diferite
de varfurile triunghiului, astfel incat doua din aceste puncte sunt situate pe laturile triunghiului, iar cel

de-al treilea pe prelungirea celei de-a treia laturi sau toate cele trei puncte sunt situate pe prelungirile

laturilor triunghiurilor. Daca IF\BF gz E—E =1, atunci punctele D, E si F sunt coliniare.

Demonstratie:

Presupunem ca punctul D nu apartine segmentului BC, iar
punctele E si F apartin segmentelor AC si, respectiv, AB

(figura 3). Daca EF || BC, atunci, conform teoremei lui Thales,

AF _ AE AF EC
TR de unde rezulta ca g5 - 2 = 1. Cum M e oc EA- ™

FB ~ EC’
rezulta ca B =1, ceea ce este imposibil (deoarece punctele

DC
B, C si D sunt coliniare si punctul D nu apartine segmentului Figura 3

BC). Asadar, dreptele EF si BC sunt concurente. Fie D’ punctul
de intersectie a dreptelor EF si BC. Punctul D' nu apartine segmentului BC, deoarece o dreapta nu poate
intersecta toate laturile unui triunghi.

Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiul ABC pentru punctele coliniare F, E si D' si obtinem
AF BD' CE_, cum AF.BD CE_ . BD' _BD . . BD' _BD
FB D'C EA FB DC EA D'C DC'~ BC BC’

Am demonstrat astfel ca punctele D, E si F sunt coliniare.

ceea ce implica D = D',

Teorema lui Ceva. Fie un triunghi ABC si trei puncte D € BC, E € AC si F € AB, diferite de varfurile triunghiului.

. . AF BD CE
Daca dreptele AD, BE si CF sunt concurente, atunci FB DC EA =1.

Demonstratie:
Exista doua situatii posibile:
- toate cele trei puncte D, E, F se afla pe laturile triunghiului ABC (figura &). A

- doua dintre punctele D, E, F se afla pe prelungirile laturilor triunghiului ABC,
iar al treilea se afla pe cea de-a treia latura a triunghiului (figura 5); E

Ne ocupam in continuare de prima situatie. Presupunem ca punctele D, E si F M
apartin segmentelor BC, AC, respectiv AB. .

Aplicam teorema lui Menelaus n triunghiul ABD, pentru punctele coliniare F, Figura 4

Msi Csi obtinem &5 &5 - A = 1- )

Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiul ADC, pentru punctele
AM DB CE =1.(4)
MD BC EA™ ©

AF BD CE
FB CD EA

Cazul in care doua dintre punctele D, E, F se afla pe prelungirile
laturilor triunghiului ABC, iar al treilea se afla pe cea de-a treia
latura a triunghiului, se trateaza analog.

coliniare B, M si E, si obtinem 5=

Din relatiile (3) si (4) obtinem =& =1.

Figura 5
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Reciproca teoremei lui Ceva. Fie un triunghi ABC si trei puncte D € BC, E € AC si F € AB, diferite de varfurile
« AF _BD CE

triunghiului. Daca FB ' DC ﬁ-tatuna dreptele AD, BE si CF sunt concurente. A
Demonstratie:
F

Fie BE n CF = {M} si AM n BC = {D'} (figura 6). E
Conform teoremei lui Ceva, pentru dreptele concurente AD), BE si CF,

AF BD' CE_ AF BD CE BD' _ BD
avem rp D'C EA 1.Cum FB DC EA =1, obtinem 5~ D'C-DC’
BD' _BD BD __ BD BD' _BD
DC DC~BD +DC BD+DC~ BC BC~ B0 =BD=D'=D . : ;

Aplicatii ale teoremei lui Ceva @ Figura 6

Teorema 1. Dreptele suport ale bisectoarelor interioare ale unghiurilor unui triunghi sunt concurente.

Demonstratie:
Fie triunghiul ABC si AD, BE si CF bisectoarele interioare ale unghiurilor
triunghiului ABC, D €BC, E€AC si F e AB (figura 7).

Aplicand teorema bisectoarei, obtinem:
AE _AB

EC BC

CD _AC AE CD BF_AB AC BC

= =1
DB AB( = EC DB FA~ BC AB AC (reciproca teoremei lui Ceva) .
BF _BC Figura 7

FA~ AC
=Dreptele AD, BE si CF sunt concurente. A

Teorema 2. Dreptele suport ale medianelor unui triunghi sunt concurente.

Demonstratie:

N
Fie triunghiul ABC si AM, BN si CP medianele triunghiului ABC (figura 8). P
Atunci, AN = NC, BM = MC §i AP = PB.
i AN CM BP _ AN CM BP _ . i i ,
In acest caz, \c WB PA = AN CM BP - | P conform reciprocei . " T # -
teoremei lui Ceva, dreptele AM, BN si CP sunt concurente. Figura 8
Teorema 3. Dreptele suport ale inaltimilor unui triunghi sunt concurente.
: A
Demonstratie:
Fie triunghiul ascutitunghic ABC si AA', BB', CC' inaltimile sale (figura 9). B
BA' - @\ CY
BC' BC
CB'_BC BA' CB' AC'_AB BC CA _
AC™AC (T BC AC BA BC AC BA |~
AC _CA ¥
ACCA ~ ABBA:}BA BA | B A ) 9 C
igura
BA" CB'" AC D [ByE0 o (AR
= =0 =n0 o =1 > Dreptele AA, BB’ si CC' sunt concurente.
AC BA CB (reciproca teoremei lui Ceva) P '

Cazul in care triunghiul ABC este obtuzunghic se trateaza analog.
Daca triunghiul ABC este dreptunghic in A, atunci dreptele suport ale inaltimilor triunghiului ABC sunt
concurente in A.
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Exercitii rezolvate

1. Se considera triunghiul ABC. Punctul M este mijlocul segmentului BC, iar punctul
N este punctul de intersectie dintre bisectoarea unghiului B si segmentul AC.

Determina raportul % in functie de lungimile laturilor triunghiului ABC.

Rezolvare:

in figura 10 este reprezentat triunghiul ABC cu A
AB=¢,BC=asiCA=b.
Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul

N

BNC si punctele coliniare M, P, A si obtinem P
BP NA (M =1.(5) B
PN AC MB m
Semidreapta BN este bisectoarea unghiului ABC, _ C
de unde rezultd, conform teoremei bisectoarei, Figura 10
AN _ ¢
NC a
Folosind proportii derivate obtinem AN__c_ (6)

; MNEMac“a+c
Punctul M este mijlocul segmentului BC, de unde rezulta ca BM = MC, deci
1.0
MB -~
Din relatiile (5), (6) si (7) rezulta % =4 z <

2. Se considera triunghiul ABC. Punctul D este mijlocul segmentului AC, punctul E

este mijlocul segmentului BD, punctul F apartine segmentului BC astfel incat

E’—E = %, punctul G apartine segmentului AB astfel incat AG = 2GB.

a) Demonstreaza ca punctele A, E si F sunt coliniare.

b) Demonstreaza ca dreptele AF, BD si CG sunt concurente.
Rezolvare:

a) In figura 11 este reprezentat triunghiul ABC.

A
D
¢ E
B F
C
Figura 11
BF _1_BF_1_BF CADE_1, ;. i ini

BC-3  FC-2  FC AD EB -2 2°1=1= Punctele A, E si F sunt coliniare

conform reciprocei teoremei lui Menelaus.

AG BFE CD_, 1 ,._ i
b) GB FC DA 2 7 1=1 = Dreptele AF, BD si CG sunt concurente conform

reciprocei teoremei lui Ceva.




UNITATEA 5

Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice

Aplic ()

1.

Se considera triunghiul ABC. Punctele M si N apartin segmentelor AB, respectiv
AM AN _1

AC, astfel incat MB - 2 si N"3 Dreptele MN si BC se intersecteaza in punctul F.

Determina raportul ﬁ

Se considera triunghiul MNP. Punctele B si C apartin segmentelor MN, respectiv
BM_2 . CP_3

NP, astfelmcatm § si N" &

Determina raportul K

Dreptele MP si BC se intersecteaza in punctul A.

. Se considera triunghiul ABC. Punctele D si F apartin segmentelor AB, respectiv AC,

iar punctul E apartine dreptei BC astfel incat punctul B apartine segmentului EC

DB_1 BE_1 AF_1
si AD-2'EC 6 AC 4 Demonstreaza ca punctele D, E si F sunt coliniare.

. Se considera triunghiul ABC. Punctele M si N apartin segmentelor AB, respectiv

AM _3 .. AN _4
AC, astfel incat MB=) ¢ Si N"5 Dreptele BN si CM se intersecteaza in punctul

Q, iar dreptele AQ si BC se intersecteaza in punctul P. Determina raportul ﬁ

. Se considera triunghiul ABC. Punctele D, E si F apartin segmentelor AB, BC,

respectiv AC, astfel incat RE % E—E % si '?—g 3 Demonstreaza ca dreptele AE,

BF si CD sunt concurente.

. Se considera triunghiul ABC. Punctele M si N apartin segmentelor AC, respectiv BC,

M _1_.CB_5 . . .
astfel incat M "3 Si N 2 Punctul D este mijlocul segmentului AB si

CD N MN = {P}. Determina raportul CP

Fie ABCD un patrulater convex care nu e trapez sau paralelogram si ABn CD = {m},

MA MC _NA NC
AD N BC = {N}. Demonstreaza ca VB MD-NB  ND-

. Demonstrati ca punctul de intersectie a laturilor neparalele, punctul de intersectie

a diagonalelor si mijloacele bazelor unui trapez sunt coliniare.

. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele M si N astfel

incat % CN . Demonstreaza ca mijloacele segmentelor AB, AC si MN sunt

puncte colinlare.

10. Cerculinscrisin triunghiul ABC intersecteaza segmentele BC, CA si ABin punctele

1.

12.

D, E si, respectiv, F. Demonstreaza ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente
(punctul lor de intersectie se numeste punctul lui Gergonne).

Se considera triunghiul ABC. Bisectoarea unghiului A intersecteaza dreapta BCin
punctul D. Pe segmentul AD se considera punctul M astfel incat AM = 2MD.
Determina raportul N
BM n AC = {N}.

Pe latura BC a triunghiului ABC se considera un punct D. Bisectoarele unghiurilor
ADB si ADC intersecteaza segmentele AB si, respectiv, AC, in punctele M si N.
Demonstreaza ca dreptele AD, CM si BN sunt concurente.

C in functie de lungimile laturilor triunghiului ABC, unde
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Se considera un patrulater convex ABCD cu AC n BD ={0}. O dreapta care contine

punctul O intersecteaza dreptele AB si CD in punctele M, respectiv N.
MA ND

Demonstreaza ca produsul MB " NC este constant.

Se considera triunghiul ABC. Punctul D apartine segmentului BC astfel incat
BD _1
DC 5’
CEN AD = {M}, CF n AD = {N}. Determina rapoartele

punctele E si F apartin segmentului AB astfel incat BE = 2EF = FA si

DM . AN

AM 3" MN*

Fie ABCD un patrulater convex si punctele coliniare M, N, P si Q care apartin

dreptelor AB, BC, CD, respectiv AD. Demonstreaza ca M,ﬂ,@,@ﬂ
e ’ MB NC PD QA -~

in interiorul triunghiului ABC se considera un punct M. Bisectoarele unghiurilor

BMC, AMC si AMB intersecteaza segmentele BC, AC si, respectiv, AB, in punctele

D, E si F. Demonstreaza ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente.

Se considera triunghiul ABC si punctele A" € BC, B' € AC si C' € AB, diferite de
varfurile triunghiului, astfel incat dreptele AA, BB’ si CC' sunt concurente intr-un
punct P. Demonstreaza ca E—% + % =E—ﬁ, (relatia lui Van Aubel).

Se considera triunghiul ABC, G centrul sau de greutate si M un punct oarecare
din planul triunghiului.

2 2 2
a) Demonstreaza ca MA2 + MB2 + MC2 = w + 3MG2(teorema lui Leibniz).

AB? + AC2 + BC?

9 . unde O este centrul cercului

b) Demonstreaza ca 0G? = R? -
circumscris triunghiului ABC.

Se considera triunghiul ABC cu AB = ¢, AC = b, BC = a si R raza cercului circumscris
triunghiului. Demonstreaza ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai
daca a?+ b?+ c?=9R%




Recapitulare

Exercitii recapitulative

1. Fie ABC un triunghi cu AB = AC = 5v2 ¢m si BC = 4V2 cm.
Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.
a) Perimetrul triunghiului ABC este egal cu ____cm.
b)cosA=__

¢) Aria triunghiului ABC este egala cu ____ cm?,

d) si A , A_

Sln§= i_

e) Lungimea razei cercului inscris in triunghiul ABC este egala cu ____ cm, iar lungimea razei cercului
circumscris triunghiului ABC este egala cu ____ cm.

. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile urmatoare. Este corecta o
singura varianta de raspuns.
BD

A. Fie ABC un triunghi si D € BC, E € AC, F € AB trei puncte coliniare astfel incat DL Si oF BF = 4,3).
Raportul % este egal cu raportul:

20, 13. 2. 200
a)ﬁy b) 9 C) 13’ d) 13 °

B. Fie ABC un triunghi. Punctele D, E si F apartin segmentelor BC, AC, respectiv AC, astfel incat dreptele AD,
BE si CF sunt concurente, AF = %AB Si AE = %EC. Raportul % este egal cu raportul:

7. 80. 8
a) 157 b)ﬁy ) 7 ) d)5

. a) Calculeaza latura AB a triunghiului ABC stiind ca BC=10 cm,AC=10cmsi C _5
b) Calculeaza latura AB a triunghiului ABC stiind cd AC = 153 cm, B-— si C-%.

¢) Calculeaza perimetrul triunghiului isoscel ABC cu baza BC = 16v2 ¢m SiB -%.
d) Calculeaza aria triunghiului ABC stiind ca AB = 5v5 cm, BC =75 cm si B =
e) Calculeaza aria triunghiului echilateral ABC cu AC = 2,4 cm.

T
4

f) Calculeaza aria unui triunghi dreptunghic care are o cateta cu lungimea egald cu 6v2 cm si lungimea
ipotenuzei egala cu 10v2 cm.

. Rezolva triunghiul ABC cu AC = 24 cm, A-— Si B-§
. Rezolva triunghiul MNP cu MN =24 cm, NP =15cm si N =

wla

. Determina masura unghiului B al triunghiului ABC stiind ca lungimile segmentelor AB, BC si AC sunt direct
proportionale cu 3, 5, respectiv 4, iar perimetrul triunghiului ABC este egal cu 108 cm.

. Se considera un triunghi isoscel cu lungimile laturilor egale cu 10 si, respectiv, 8 cm. Determina lungimile
razei cercului inscris si razei cercului circumscris triunghiului.

. Lungimile laturilor triunghiului ABC, exprimate in cm, sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice
cu ratia egala cu 2 cm, iar media aritmetica a lungimilor celor mai mici doua laturi ale triunghiului este
egala cu 19 cm.

a) Determina perimetrul triunghiului ABC.
b) Determina masurile unghiurilor triunghiului ABC.
¢) Determina lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

Recapitulare

Se considera triunghiul dreptunghic ABC, cu ipotenuza BC = 20 cm si AB = 16 cm. Punctul M apartine
MC_ 1

BC 10°

a) Determina lungimea razei cercului inscris in triunghiul ABC.

b) Determina lungimea segmentului AM.

c) Determina lungimea medianei si inaltimii corespunzatoare laturii BC.

Se considera dreptunghiul ABCD cu AC n BD = {O} si AD = AO = 6 cm. Determina:

a) cosinusul unghiului AOB;

b) perimetrul si aria dreptunghiului ABCD;

c) lungimea segmentului AM, unde M este punctul de intersectie dintre dreapta BD si bisectoarea
unghiului DAB;

d) lungimea medianei BN a triunghiului BCD.

segmentului BC astfel incat

Se considera paralelogramul ABCD cu AC n BD = {0}, AO = 6 cm, BO = 4 cm si <AOB = 23_7:
a) Determina perimetrul paralelogramului ABCD.

b) Ce procent din aria triunghiului BCD reprezinta aria triunghiului AOD?

Fie ABC un triunghi. Punctul N apartine segmentului BC astfel incat BN = 3NC. Paralela prin N la AC

intersecteaza dreapta AB in punctul P si CP n AN = {P}. Determina %

Pe laturile BC, AC si AB ale triunghiului ABC se considera punctele D, E, respectiv F, astfel incat BD = %BC,
CE = 3AE si 3AF = 2FB. Dreptele EF si BC se intersecteaza in punctul M.

a) Demonstreaza ca dreptele AD, BE §i CF sunt concurente.

b) Calculeaza %, unde | este punctul de intersectie a dreptelor AD, BE si CF.

¢) Demonstreaza ca punctul B e mijlocul segmentului CM.

Pe latura AC a triunghiului ABC se considera punctul E astfel incat 2AE = EC. Punctul D este simetricul
punctului A fata de punctul B, punctul H apartine segmentului BE astfel incat 4HB = 3HE, iar dreptele BC si
DE se intersecteaza in punctul F. Demonstreaza ca punctele A, H si F sunt coliniare.

Fie ABC un triunghi cu AB=c,BC=asiAC=bsiariaS.

< x 4S
a) Demonstreaza ca tgA = io-gt
2 2 2
b) Demonstreaza ca ctgA + ctgB + ctgC = %.

Un alpinist pleaca de la o cabana aflata in punctul A catre o cabana aflata la baza unui munte, n
punctul B, parcurgand distanta AB in plan orizontal. El doreste sa ajunga in varful muntelui, punctul V
(figura 2). Alpinistul stie ca distanta in linie dreapta de la A la V este egala cu 2 km, insa vrea sa afle cate
opriri va face pana in varf si in cat timp ajunge acolo. Pentru calculele sale, alpinistul noteaza cu C punctul
aflat la baza muntelui, situat exact sub varful V, la acelasi nivel cu cabana. Punctul C se afla la o altitudine
de 300 m fata de nivelul marii. Din masuratorile lui, unghiul sub care se vede varful V din punctul A are
masura egala cu 30°, iar din punctul B varful muntelui se vede sub un unghi cu masura egala cu 45°.

a) Determina altitudinea varfului V al muntelui. v

b) Calculeaza distanta pe care trebuie sa o parcurga alpinistul daca
porneste din punctul A, trece prin punctul B si urca apoi pana in
varful V al muntelui.

c) Pe portiunea orizontala AB, alpinistul se deplaseaza cu 5 km/ora,
iar pe portiunea inclinatd BV, el merge cu 3 km/ora. Estimeazaincat A B ¢
timp ajunge alpinistul in varful muntelui. Figura 2
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A. Fie MNP un triunghi cu MN =3 cm, NP = MN + 2 cm si N = % Aria triunghiului este
egala cu:

a)%gcmz; )15\/_ cm2 ) 15V3 cm? d)%cmz.

(10 p.) B. Fie ABC un triunghi echilateral cu perimetrul egal cu 43,8 cm. Bisectoarea unghiului A
intersecteaza dreapta BC in punctul M. Lungimea segmentului AM este egala cu:

a) 14 cm; b) 14,6\3 cm; €)7,3V3 cm; d) 15 cm.
(10p.) C. Lungimea razei cercului inscris in triunghiul isoscel ABC cu baza BC = 4V3 cm si
AB = 33 cm este egala cu:
a) —zéﬁcm; b)—— 21\/_ cm; C) &4 cm; d)%gcm
Subiectul al ll-lea 60 de puncte
Scrie rezolvdrile complete.
60 de puncte 1, |ungimile laturilor unui triunghi, exprimate in cm, sunt invers proportionale cu %, %

(10p.) Si, respectiv, 4, iar perimetrul triunghiului este egal cu 18 cm. Determina lungimea

medianei triunghiului care contine varful triunghiului corespunzator unghiului cu cea mai
(10 p.) mare masura.

2. Fie triunghiul DEF si punctele A € DE, B € EF si C € DF astfel incat AD = % AE, % 7;0,

iar lungimea segmentului BE reprezinta 1,4% din lungimea segmentului BF. Demonstreaza
ca dreptele DB, EC si FA sunt concurente.

(10p.) 3. Fie triunghiul ABC cu AB =3 cm, BC = 2AB si AC = 1,5AB.
(10p.) a) Demonstreaza ca triunghiul ABC este obtuzunghic.

(10 p.) b) Calculeaza lungimea inaltimii din A a triunghiului ABC.
(10 p.) ¢) Determina sinC.

4, Demonstreaza ca triunghiul in care este adevarata relatia
\p(p - a) +(p - b)(p - c) = V2bc este triunghi dreptunghic.

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR$ITUL ACESTEI UNITA'[I: 5foarte bine 4bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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1. Se considera predicatul p(X): ,X>-4<0" X e R.

a) Precizeaza daca propozitia p(1) este adevarata.
b) Determina multimea de adevadr a predicatului p(X).
¢) Scrie propozitiile =p(2), p(=2) A p(3), p(&) v p(0), p(-2) — p(5), p(6) < p(7) si precizeaza valoarea lor de
adevar.
d) Scrie negatiile propozitiilor (YX) p(X) si (3X) p(X).
2. Demonstreaza ca \'5 este numar irational.

3. Demonstreaza ca:

2
a)13+23+33+ _ +n3= [M] , pentru orice numar natural nenul n;

b)1'4+2-5+3-6+...+n(n+3)=_n(”+1;(n+5)

1, 1,1 , 1 _n+1 . « ,
72 59 710" ~ YBn T DG &) - 3n + 4 Pentru orice numar natural n;

d)V1-2+V2-3+~N3 & +..+Jn-(n+1) <n(n +1), pentru orice numar natural nenul n;
1.1

LT PR

, pentru orice numar natural nenul n;

=

2,,1_ 70, pentru orice numar natural nenul n.

N
N
w

4. Demonstreaza ca:
a) 5" > n?, pentru orice numar natural nenul n;
b) 2" > 2n + 3, pentru orice numar natural n, n > 4
5. Demonstreaza ca:
a) 72+ 1 : 8, pentru orice numar natural n;
b) 32m1+ 212 : 7, pentru orice numar natural nenul n;
c) 4" +15n - 1: 9, pentru orice numar natural nenul n.
6. Fie progresia aritmetica (a,), cu a; = -8 sia, = 0.
a) Determina ratia progresiei aritmetice (a,), si termenii a,, a, si @,y
b) Verifica daca numarul 204 este termen al progresiei aritmetice (a,),.

¢) Calculeaza suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),.

. C G | 1 1 1 .9
7. Fie (a,), o progresie aritmetica cu termeni pozitivi cu ratia r = 2 si a0, 6,0 aa, -t Gyag - 40"

Determina primul termen al progresiei aritmetice (a,),.
8. Determina primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,), cu a, + a5 = 18 si a,a, = 40.
9. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
a)52 +45+38 + 31+ ...+ X=135;
b) (X +20) + (X +17) + (X + 14) + (X + 1) + .. + 5 = 75;
C)1+2X+4X2+8X3+16X"+32X5=0.
10. Fie progresia geometricd cu termeni pozitivi (b,), cu b, = 6 si b, = 54.
a) Determina ratia progresiei geometrice (b,), si termenii b,, b, si b
b) Verifica daca numarul real 2 - 3 este termen al progresiei geometrice (b,),.
c) Calculeaza suma primilor 10 termeni ai progresiei geometrice (b,),.
11. Se considera numerele realea=X-3,b=X+1, c=4X - 2, unde X este numar real.
a) Determina numarul real X pentru care a, b si ¢ sunt in progresie aritmetica.
b) Determina numarul real X pentru care a, b si ¢ sunt in progresie geometrica.
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12. Calculeaza:
a)1-3+2-32+3-33%+_.+100 - 370
b) (\/§ +i>2 + ((\ﬁ)z + 1 >2 + <(\/§)3 + 1 )2 .+ ((\/?)" + 1 )2;

V3 (V3)
C)5+55+555+ ...+ 555.5.

299...9
de 2027 de ori 5

13. Se considera functiaf: R — R, f(X) = X2 - 4X + 3.
a) Determind partea intreagd si partea fractionara ale numarului real a = f(\2).

b) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axele de coordonate
0X si 0Y.

c) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are abscisa egala cu -1?

d) Verifica daca punctul A(-2, 7) apartine reprezentarii grafice a functiei f.

e) Determina valorile numarului real a pentru care punctul B(a + 2, -1) apartine reprezentarii grafice a functiei f.
f) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarile grafice ale functiilor f si g, unde
g:R—TR,g(x)=-2X +6.

g) Determind coordonatele varfului parabolei si precizeaza daca acesta este un punct de minim sau de maxim
al reprezentarii grafice a functiei f.

h) Precizeaza monotonia functiei f.

i) Determina multimea valorilor functiei f.

j) Determina f{(-oo, -1)) si f{[-3, 4)).

k) Determina valorile numarului real a pentru care fla) = 3.

1) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) + 6 > 2X.

m) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia [f(X) - X?| + [2X - 5| = 8.

n) Determina partea fractionara a numarului real Vf(n), unde n este numar natural, n 3.
X+3,X<-5

14. Se considera functiaf: R — R, fi(X) = { 2X+8,X>-5"
a) Calculeaza f{-1) + f(7).
b) Verifica daca punctul A(2, 5) apartine reprezentarii grafice a functiei f.

c) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea graficd a functiei f si axele de
coordonate OX si Oy.

d) Determina f{(-<o, -6)) si f([-3, 7).
e) Demonstreaza ca functia f este functie inversabila si determina inversa sa.
f) Determina functia f o f.

@@)ﬁ (6-@

2
15. Arata ca ( ) este numar rational.

V2 -5 V2 +45
16. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile si inecuatiile urmatoare:
a) V3X +1=4; d) V=2X + 1 =-3; g)\V2-3X<5;
b)V3X -2 +1=2X; e) VX +1+VX-6=3; h) VX -2 < X - &
Q)X+ T+ N2X-1=4 f)N2X+6 + VX =3; ) VX * 4 + VX155,
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17. Calculeaza:

a) sin120° - cos135° - c0s120° - sin150°; e)1+ tgzg - -
cos2§
. 1 \2 . 51 In
b) (cos® + sin)? - f) sin2Z + cosZ;
( 4 4) Sm37l: 3 6
A
9] (3sinE -2 cosﬂ)2 + (3cos£ +2 sinz)z' g) tg? 2% + 1g228
5 5 5 5" 3 6"

1i50n 2T, cin2®) _ T
d)ztg 6(cos 3+ sin 6) cosz,

18. Determind cos(X +Y), stiind cd X € (2, ) ye <

19. Determina tg(X - y), stiind caXe(n,32”>,ye(2, ) tgx-% |tg2y———

3

4 =3
2,27r> smx—5 |cosy— .

20. Determina semnul numarului real a.

— 3 197 e
a)a—cos5, W 830 e) a = sin;
b)a=sin27—n; d) a = cos2; f) a = tgb.
21. Compara numerele reale a si b:
a)a=sin1sib=cos; b) a = sin5 si b = cos5; c)a=sin2sib = cosl.
22. Calculeaza:
a) arcsinﬁ - arctgV3; d) arctg (-3) - arcctg -1, g) tg(arctg1 - arctg1>'
2 ’ '\/§ ’ 2 3 ’
V3 ) (1), . 1\. 2 3.
b) arccos(—T + arcsm<—§>, e) S|n<2arccos§>, h) arcctgs + arcctg;
T A A ) b 3). : 3 12
c) cos(arcsm 2) + sin(arcctg1); f) cos(arcsm 5 arcc055>, i) arcsing = *+ arcCos33.
23. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:
g T V3. ( _3_n> : Ccin(ox - E).
a)sm(3x 5) =5 d) tg( 2x i V3; g) cos(3x+5> -sm(zx 7),
oy E) 2 V3. 2\ _ o ( i E) oI
b)cos( 2X+5>— 3 )sm<x+3>-sm 2X-7 ( 3) ( )
3m\ __1. T T
c) cos( X +3 ) =-3; f) cos<2X + 3) = cos(4x 6) ctg(zx ) ( )
24. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:
a) 4sinX + 3cosX = 5; €) 2sin?X - 5sinX cosX + 3cos%X = 0;
b) \/§sin(x - %) - cos(x - %) =2; d) 4sin?X + 3sinX cosX - 3cos2X = 2.
25. Se considera triunghiul ABC cu AB =10 cm, BC = 8 cm si AC = 12 cm. Bisectoarea unghiului B intersecteaza

AN _3
NB ~ 4’

segmentului BC astfel incat BP = 5 cm. Dreptele MN si BC se intersecteaza in punctul Q.

segmentul AC in punctul M. Punctul N apartine segmentului AB astfel incat 5 iar punctul P apartine
a) Calculeaza cosB.

b) Calculeaza aria triunghiului ABC, raza cercului inscris si raza cercului circumscris triunghiului ABC.

¢) Determina lungimile segmentelor BM, CN si lungimea medianei din A a triunghiului ABC.

d) Demonstreaza ca triunghiul BMC e obtuzunghic.

e) Demonstreaza ca dreptele AP, BM §i CN sunt concurente.

QC
f) Determina raportul == QB
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul | 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A. Se considera predicatul p(X): ,2X - 4 > 3X”", X € RR. Dintre propozitiile =p(5), p(2) A p(-6),
p@3) v p(-10), p(-2) — p(5), cea falsa este:

a) —ip(5); ) p(3) v p(-10);
b) p(2) A p(-6); d) p(-2) = p(5).
(10 p.) B. Rezultatul calculului cos150°- sin120° este egal cu:
3. . 1. b
a)-2, b) 0, 9% 0)3.
(10p.) C. Se considera triunghiul ABC cu AB = 5 cm, BC = 2 cm si AC = 6 cm. Atunci cosB este
egal cu:
5. _1. _1. 7
a) _%y b) 20’ C) 10 d) 20°
Subiectul al Il-lea 60 de puncte

Scrie rezolvarile complete.
20 de puncte 1. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, = -4 si a, = 4.
(10p.) a) Calculeaza a, + a,.

(10 p.) c) Calculeaza (1+a,) + 2+ a,) + 3+ a;) + ... + (20 + a).

20 de puncte 2. Se considera functia f: R — R, f(X) = X? - 2X.

(10 p.) a) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarea grafica a
(10p.) functiei f si axa OX.

(10p.) b) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia fiX + 1) - 2X < 2.
¢) Determina multimea valorilor numarului real m pentru care ecuatia f(X) - m = 0 nu are
solutie.
10 puncte 3. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia:

6SinZX + 5sinX cosX - 4cos2X = 2.

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua cunostintele dobandite in acest an scolar.
LA SFAR$ITUL ACESTUI AN SCOLAR: 5foarte bine 4&bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Sunt sigur pe competentele dobandite.
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Unitatea 1. Elemente de logica matematica. 1. Propozitii si predicate. 1.a) F; b) nu este propozitie; ¢) F; d) A; m) predicat,

{1}; n) A o) F; p) F; q) nu este propozitie. 2. a) A; b) A; ¢) F; d) A; ) F. 4. a) F; b) F; c) A. 5. a) {0}; b) {2, 3}; h) {- %},
i) —%, 2] 17 (=00, 41;1){(2, 1)}. 1.2. Operatii cu propozitii si predicate: negatia, conjunctia, disjunctia, implicatia, echivalenta.
1a) Temperatura aerului nu este pozitivd; b) Nu imi place matematica. 2. a) A; b) A; ¢) A; d) F;, e) A f) A

5. (-7, 9] 6. @) [4, +); b) R; ) [3, 4); d) [3, +o0); €) [3, 4). 9. (11, +o0); R; (4, 11]. 11. @) p(X): ,X e numar par”, X € N,
q(x): X este divizibil cu 2", X € N; p(X) < q(X) . 12. b) (p A q) — r. 1.3. Cuantificatorul existential si cuantificatorul
universal. 1.a) A;b) A; ) F;d) F;e) A.2.a) A;b) F; c) F; d) F; e) A; f) A.3.a) A, b) F; ) F; d) F; e) A; f) A; g) A. 6. a) F; b) A.
1.4. Reguli de negare. 1. a) p: ,Elevul a invdtat”, g: ,Elevul a rezolvat exercitiile.”, =(p A q) = ,Elevul nu a invatat sau nu a
rezolvat exercitiile. 2. ) Existd un numar real X astfel incat X > 1si X2 < 1. 1.5. Reducerea la absurd. 2. Presupunem ca n este
par, deci exista un numar natural k astfel incat n = 2k. Prin urmare, n?= 4k? care nu este impar. 2. Metoda inductiei

1,11 ! L Exercitii recapitulative. 1. a) F; b) A; ¢) F; d) F. 2. a) {2}

matematice. &. a) (T AR R T 2'3n+1> 3n+1
b) @.5.a) A; b) F: ©) A d) F. 7. a) (3X) (X)f1 )y X € R\ {-1}; ) (3X) (X nu este par si X nu este impar), X € N. 10. a) 55;
b) 784; ¢) n.

2n -1

Unitatea 2. Siruri si progresii. 1. Siruri. Moduri de definire a unui sir. 2. a) a,=(-2", n € N; b) b, = ;o NE N
n2 * 3

2
- 2 - - —-—— - - -
¢c,=n’-1,neN;d)d, =4n-3ne€N’e)e, on-vansy MEN & a;=2 0,235 05=7 a = 9.
6.a)a,=\p2+n-1,neN"b)9%;c)a, €89 10}.9.b) 5 c) 3.10. b) 27; ¢) 447. 11. b) 10; c)500 12 b)a,=n%neN"
13.b) a, =2?":+ 11) , n € N". 2. Progresii aritmetice. Determinarea termenului general al unei progresii aritmetice. Suma
primilor n termeni ai unei progresii aritmetice. Caracterizarea unei progresii aritmetice prin relatia dintre orice trei
termeni consecutivi. Conditia ca n numere reale sa fie in progresie aritmetica, pentru n 2 3. 1. a) 9; b) 15; c) 85; d) 6;

e)21;f)10; g) 4. 2. A. ¢); B. ¢); C. d); D. a); E. b). 6. @) a, = -2n + ; b)a,,=3n-1;c)an=n+6,d)a,,=3n+2;e)a,,=5n-6;
f)a,,=4n—3;g)a,,=%(7-2n);h)a,,=2n—1;i)a,,=2n+1.7.a)a1=—1,r=4;b)a1=—19,r=2;c)a1=—2,r=5;d)a1=7,

r=-2e)a,=5r=2f0a,=12r=-4¢a-=-2r-3Ma)-4b -5 dxer1,2e10xe {23} 2.2 6
b) 1 092; c) 133; d) 1712; e) 1364; f) 1717. 13. @) 69; b) 18; c) 21; d) 34. 14. 1200 lei. 15. 5,2%. 16. a) 82 160 lei; b) 15 luni.
17. a) 576 locuri; b) 96 120 lei; ) 24 minute. 18. a, = 2; 19. a, = 1. 20. a, = 3, r = 2. 3. Progresii geometrice. Determinarea
termenului general al unei progresii. Suma primilor n termeni ai unei progresii. Caracterizarea unei progresii prin

relatia dintre orice trei termeni consecutivi. Conditia ca n numere reale sa fie in progresie geometrica, pentru n 2 3.
1. a) 2; b) —2; ¢)-4d) 2 e)6,f)5¢g)3.2.A.d);B.b); C.b);D. c); E.c).5.a) 1; b) 8; ¢) 3;d) X € {-— 2} 6.a) 1; b) 3;

L
OX=2d)Xe (20,2 e)Xe V5 V5 f1.72.21.1Ma) b,=2,g=3;b) b,=1,g = -2,¢) b,= 6, q = 2 5au b, =20

= % d)b,=1,g=2saub,=-3,g=-2e)b,=1,q=-215.n = 4 16. 4 060 401. 17. Da. 18. 146 932,81 €. 19. 4,29%.

20. 2,56 g. 21. 12 288 €. Exercitii recapitulative. 1. 13 locuri pe primul rand, 27 locuri pe randul al optulea; 640 locuri in sala.
2. a) 80; b) 155 c) 14 d) 10. 3. 31. 5. 2 000 m. 6. 10 g 7. 29 387. 8. a) b, = 800, g = 0,95 b) 619; 9. 38.
10.a) 6; b) a, = 11; a, = 23; a,; = 149 ; ¢) da, ag, = 533; d) 1925. 11. a)q—-2 b) b, = -10; b, = 20; b, = 80; ) da, a, = -640;

d) -1705. 14. @, =3n-7.15. b, = 3-2"". 16. 3. 17. 10. 19. a) 67; b)—200 2,b=5c=8saua=8 b=5c=2 21189

23.a)a,=-10,r= —c)a1-2 r-— 24.a)b,=2,q=3;b)b,=-1,g=1sau b, = =-2;c)b1=8,q=§.25.825.26.503.27.7.
Unitatea 3. Func’gu 1.1. Functii: def' initie, exemple, modalitati de a descrle o functie, functii egale, restrictii ale unei

functii, imaginea unei functii. 3. a) 125; b) 16; ) 75; d) 16; €) 125. 8. a) X € {-9, 9}; b) X € {-5,2, 0,2}, ) X € {0, %},

d) X = 1; e) ecuatia nu are solutie; f) ecuatia nu are solutie; g) X € {—3, - } h) X = ﬁ, i) X € {-6,5; -57).
5]. oo ! 3 ) 229 . -
9.a) X € (-5 1; b) X € [—1,—], 0 X e ( o, 5>u(5,+oo), d X e ( o, 21] U 21, +00>, e) X X

f)X € ( o, %] U a5 #e0)- 1 £ 2,50 = £2,1,0,1,2,3, 4,5}, £ (=00, ~8) = L., 7, -6, -5}, £ (5, 6)) = (5, £ 12, 4) = 2,3},
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f(N)=N,f(Z)=7.16.a)[a]=0,{a}=1-+ b) n =50. 1.2. Reprezentarea grafica a unei functii definite pe submultimi ale

luiTR.1.m=18—9.4.a)a=—3;b)(—5,0),(0,5) c)P-10+5x/_A=%,d)a-§,b--2,e)ﬂX)<0,() € (-, -5);

fiX) > 0,(V)X € (-5,+); f) X = -13; g) (-2, 3); h) (-4, 1). 6. a)150, b)A=i 9.f(X)=-2X+7.1.b)a=-3;¢c)ae {21}
e) (% ) (3,0) 0, -1) g)( )( ) h) (-1, -1). 15. a)XE{ - } b) X € {-?, 5} 20.a) A(0, ), B(1, 7), C(2, 10);

b) 4 lei; ) 3 lei; d) f: (0, -00) — (4, +00), fiC) = 4 + 3c; €) 46 lei. 1.3. Proprietati ale functiilor numerice: monotonie, marginire,
paritate/imparitate, convexitatelconcavitate; lecturi grafice. 1. @) f e strict crescatoare; b) f e strict descrescatoare;
¢) f e strict descrescatoare; d) f e strict crescatoare; e) f e strict crescatoare; f) f e strict descrescatoare;
g) f e descrescatoare pe intervalul [-10, -5] si crescatoare pe intervalul [-5, +oo); h) f e strict crescatoare;

i) f e strict descrescatoare; j) f e strict descrescatoare. 12. b) f e strict crescatoare, g este strict crescatoare, h e strict
2

<
intervalul (-2, 0); g e concava pe intervalul [-3,+c0), h e convexa pe intervalul [1, 5]; 15. a) f e crescatoare pe intervalul
(-0, 3) si descrescatoare pe intervalul [3, +o0); Imf = (-0, 8); b) f e descrescatoare, Imf = IR; c) f e crescatoare pe intervalul
(o0, -2) si pe intervalul [-2,3] si descrescatoare pe intervalul (3,+c), Imf = (-0, -8) U [0, 10]. 17. (22, 10), [6, 14), (10, +c0).
23.a)a €[0,2];b) a € [2, +). 28. a) A(-4, 2), (2, 4), B(-1, 3), D =[-4, 2]; b) C(-4,2 + \10), C'(2, & - \10); d) f e descrescatoare;
e) f e convexa pe intervalul [-1, 2] si concava pe intervalul [-4, -1]; f) M(0, 4 - V/6). 1.4. Functii obtinute prin operatii
algebrice elementare (suma, diferenta, produs, raport); compunerea functiilor. 2. a) fog, g- f R - R,

(feg)(X)=acX + ad + b; (gof)(X) = acX + bc + d; b) ad + b = bc + d; ¢) (fofo.. f)(O)—bZ T
W

descrescatoare; ) Imf = (-26, -2), f e marginita; Img = [0, +00), g e nemarginita, Imh = ], h e marginita; d) f e concava pe

pentru a # 1,
de n ori f
(fofo..of)0)=nb, pentru a=1; 3. e) g(X) = 2X + 1. 5. @) (-4, 0), (-2, 0), (2, 0), (0, -16). 8. @) X € (-0, -4) U (-1, +o0);
de nori f

b)XG[ ]c)Xe 0, 1) U (5,+); d) X € (-0, -3] u[2,+00.9.a)Xe<—oo,§’) (2, +o0); b)Xe[S, );c)Xe[-z,S);
3

d) X € (-0, -4)U (§,+ ) e)X e <_§' =;f) X e < 0, ——) U (3,+); g) X e [—oo, ﬁ) U (§,+oo); h) X € (-2, 6).
B 1a- 3, b= 3saua- -3,b=-3.16. (fofo..of)X)=2"X+3Q2"-1).17. (fofo..of)X)=(- 3)nx_('3)2"'1

8 %,_/ N 9
de nori f de norif
120v

24, a) V:[0,+®) — [0,+®), V() = 7t 60’ b) 75 km/h; d) 120 km/h. 1.5. Functii injective, surjective, bijective,

inversabile: definitie, interpretare geometrica pentru functii numerice, conditia necesaré si sufi cienté ca o functie sa

fie inversabila; lecturi grafice. 2. @) a = 5, b = 115; b) :(5, 115) — (1, 56), f(X) = *=— 3 6.m = %, n =-£.12. Nu exista.

13.a)me [23,+00) b) X (0 —] m-= 123 2. Functia de gradul al doilea. 2.1. Def' initie, reprezentare grafica,
intersectiile reprezentarii grafice cu axele de coordonate, axa de simetrie. 8. a) f(X) = X2 - 1; b) fiX) = ——X2 - %X +4,

9. a) fix) = - x2+4x+2 10. fiX) = X2+X-2. 1. fiX) = -3X2+6X-2.13. b) f:R — R, fiX) = X2-4X+1. 14.m = 9.

10. a =

3
15.m e {1, 4}. 16.m € {-2,5. 1. m € {—3 —}. 18.m e {3-22,3+2v2}.19.m € (-0, 0) U (o, §). 20.me (g, +oo).
2.aym=1b)ym=222.a)me <—§, +oo) b)me (g, 1) U(l, +®). 23.a) m € (—oo , —%); b)me (% +00>.
26.b) A = —3[(m ; %)2 ; g] <0, (v)m € R. 27.3) (0, 0), (10, 0); b) (1, 0), 3, 0), (0, 1); €) (2, 0), (0, -2). 29. &) m € (-o0, ~1);

b) m € (-1, +). 30. @) m € (-, -2); b) m € (4, +o0). 2.2. Monotonia functiei de gradul al doilea, punctul de extrem.
9.me (-,0].10.m € (-00, Z] .2.3. Semnul functiei de gradul al doilea; interpretare geometrica (pozitia unei parabole
in raport cu axa OX); inecuatii de gradul al doilea studiate pe multimea R sau pe intervale de numere reale;

\/_

interpretare geometrica (proiectii ale unor portiuni de parabola pe axe). 6. m € ( -1-=5-1+=-|\{0}.7.ae(-1,7).

(2\/—2 \{1.9.m e [-1, +»).10. m € [-1, 1. 1. m € (1, 3). 12. me(8,0).13.me[1—2\/7,1+2\/f].

8 me
1 6
14, m € [-1,1]. 15. me[ ] 16.m 0,017 me(-1,7.18.me (- —) 18.m € (-, 2).20. m € (1, +00).

2.4. Relatiile lui Viéte. 5. d) 2v/3. 6. @) a € @; b) a € ©; c)ae( >d)ae® ea-=-2 f)a--—g)a-——
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h)a e {_1 _2\/1_9,_1 3@ i)a-= —% 7.a)m=-1b)me{-9 -1} c) me{-3 1}. 8.¢) 18; e) % 3. Functia putere cu

exponent intreg. Functia radical. 3.1. Functia putere cu exponent intreg. 4. a) f e crescatoare pe (-, 0) si descrescatoare

pe (0, +o0); b) f e crescatoare pe (-co , 0] si descrescatoare pe [0, +o); c) f e descrescatoare pe R; d) f e descrescatoare

pe [-1, 0) si pe (0, 1] si crescitoare pe (-oo, -1] si pe [1, +); e) f e descrescitoare pe (-co, 0) si pe (0, +oo).
1

5 a) X € {0, 3; b) X € {-1, 0, 1}; c) ecuatia nu are solutie; d) {-g, §}. 6. a) X € {0ju2, +o)
1

b) X € (-1,0) U (0, 1); €) X € (-, 0) U (5, +00) d) X € (-0 -2]u (0, 21.3.2. Radicali, operatii cu radicali, proprietatile
radicalilor; expresii conjugate. 1. a) 6; ) 3; i) -23. 5. a) \'5; b) V3; ¢) ¥37; h) "33, 6. b) V2 < 33 < Y10; €) V7 -5 < V10 - 7.

11.a) 4 ) -8v5.12. a = 2, b = 1. 3.3. Functia radical. 1. a) R; b) (-0, 0); e) (0, %] U (4, ). 5.@) [-3, 9]; b) [2, +o0).

3.4. Ecuatii si inecuatii cu radical. 2. A. ¢) X = 5, B. ¢) X = % C.f)X=-2,E.b)X=1Fb)X=03.a)Xe[13]

b)X €[-3,5];e) X [-1, %), f) X € (-0, 0] U [g, +00) Exercitii recapitulative. 1. a) 12; ) 5. 2. X = 2. 4. @) X € {0, 5}

b)xe {5%53}.5.2)[-3,1

Unitatea 4. Elemente de trigonometrie 1. Cercul trigonometric Functiile sinus si cosinus definite pe intervalul [0, 27].

12. )2 b) ) d) -5 13 ) b) 13, ) - 25, d) — \/— . 14. a) 13; b) 25. 2. Reducerea la primul cadran.
9. a) sin(x - X) = % sin(r + X) = -= sm(2n X) = -2 b) cos(m - X) = 3, cos(r + X) = S|n(2n X) = 2\/_ : €) cos(2n - X) = é,
sin(X - ) = T\/_ cos3r - X) = -£ 2 3, Functiile sinus, cosinus, tangenta si cotangenta. 3.1. Functiile sinus si cosinus.

6.a)[2, 4];b) [-3,-1]; €) [-1, 5]; d)[ 1,05, €) [0, 4]; f){2).9.a) a>b;b)a<b;c)a>b;d) a>b.10.b) - 1.12.b)§.3.2.Func;ule

tangenta si cotangentd.7.a) R \ {— + Elk € Z} b)R \ {— + Elk € Z}. 8.a) % b) 2r; c)E 3.3. Relatii intre functiile

trlgonometrlce SIIIUS cosmus tangenta si cotangenta 2, a) COSﬁ =sin <% - %) sm— Cumfu nctla sinus e crescatoare

197

pe (0 —) g 3z (0 —) 5| < > 5=, obtinem sm— > c0s2L b) sm— < cos— ¢) sinV2 > cost; d) cos3 < sin5;

26 € \% 2 26' 13'
e)sm\/_9<cos f)5|n32>cos(35)3 102 420235 b)242.5.2) - \/_,b) 3(5 )\/—,b) 23591403
177

a) 55 65’ ) )'W'd) )34' )400
V’ 2\/‘

b) 7 13. a) = sau —; b) 5 14. —= sau ——=—. 4. Formule trigonometrice pentru sumaldlferenta a doua numere reale.

7. 11; 1. 481\/2—5 7 1. 13 14. a) f(X) v_sun(x-—) Imf = [-V2, 2]; b) fiX) = 2cos(X-§), Imf = [-2, 2].

cm_ o 3n_\N2-\2 3n_\2+\2
15. Sln COS8 2 COS8 Sn8 —2

5.a) 0; b) 0.6.a)-1; b) 1: ¢) V2; d) V3. 8. a)%; b) 1 . 6. Functii trigonometrice inverse. 1. a) [2, 3]; b) [ 1, - ] o) |1 [ ]

2 - 2x/_ )4\/€+5\/_ )6\/— 2
3 25' 3r

8. a)E, b)E, )—5, d) = f)g.

9a) b)110-—11 )— b) )25,) 12.a)—1;

5. Transformarea sumelor in produse si a produselor in sume.

5.a)E'b) c) d) e)5 m; f)9 m; g)7 m; h)10 3n7a) b)1 d) L

Unitatea 5. Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice. 1. Teorema cosinusului, teorema sinusurilor,

rezolvarea triunghiurilor. 1. BC = 2V25 - 122 cm. 2. MP = 3v21 cm. 6. R = 632 cm. 12. ¢) B = 60% a = 5; ¢ = 5v3;

f) B =50° a~1089: b= 834 18.a) BD = 23T cm: AC = 2497 cm; b) <BCD = 60°; <CDB = 51°;: <DBC = 69°: ¢) R 2—“3273

2. Raza cercului inscris si raza cercului circumscris unui triunghi. Aria unui triunghi. 3. b) 12V5 cm? ) 20v2 cm?

e)(3V3 +7) cmi 4. 41.6.—— 15\/_ cm27.P=10(3 + V3) cm, o = 50v3 cm?, R =10 cm, r = 5(/3 - 1) cm. 3. Teorema bisectoarei;
i

3 cm? b) BB' = 673 cm, EE' = 6cm NN’ =23 cm; ) E = 12. 4. Concurenta si coliniaritate in geometrla plana: teorema

2-AB MA ND_OA - oD DM _5 AN _56
lui Menelaus, teorema lui Ceva. 2. E 1. AB+ AC - 13. MB NC-OC - OB’ 14, A9 MN - 25

relatia lui Stewart; lunglmlle unor segmente importante din triunghi. 6. b) 18 cm, 12 cm? ¢) CD —24 cm. 8.a) 12 cm;

295 m



SUGESTII DE FISE PENTRU OBSERVAREA SISTEMATICA A ACTIVITI\'[II
SI A COMPORTAMENTULUI ELEVILOR

FI$T\ DE OBSERVARE A ACTIVITI\'[II INDIVIDUALE

Indicator Frecvent Rar Deloc

Foloseste corect termenii specifici disciplinei.

Este implicat in indeplinirea sarcinilor de lucru.

Exprimare sociala si emotionala adecvata.

Are o atitudine adecvata fata de ceilalti colegi.

FI$I\ DE OBSERVARE A ACTIVITA'!'II GRUPULUI

Indicator Frecvent Rar Deloc

Fiecare membru al grupului este implicat in rezolvarea sarcinii.

Elevii formuleaza idei clare si usor de inteles de catre ceilalti.

Toate ideile propuse sunt luate in considerare.

Elevii se sprijina si se incurajeaza pentru a fi productivi si creativi.

Rezultatul activitatii de grup este relevant si prezentat intr-o
maniera care faciliteaza intelegerea.

Elevii urmaresc cu atentie prezentarile celorlalte grupuri.

Elevii acorda feedback colegilor.

ETAPELE REALIZARII UNUI PORTOFOLIU

1. Stabileste o tema si alege un titlu
adecvat pentru fisa de portofoliu.

1. Stabileste cateva obiective si imparte 2. Realizeaza un plan. imparte sarcinile in
sarcinile in pasi mai mici. pasi mai mici.

ETAPELE REALIZARII UNUI PROIECT
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2. Cauta pe internet sau in diverse
publicatii informatiile de care ai nevoie.
Foloseste doar surse de incredere.

3. Tndeplinegte, n ordine, obiectivele
stabilite. Vei realiza astfel o prezentare. Fii
creativ! Poti include imagini sau ilustratii.
4. Prezinta proiectul in fata clasei.

3. Cauta pe internet sau in diverse
publicatii informatiile de care ai nevoie.

4. Folosind aceste informatii, realizeaza o
prezentare.

5. Prezinta fisa in fata clasei.

6. Pastreaza toate fisele create de tine intr-
un dosar.

ETAPELE REALIZARII UNEI INVESTIGATII

1. Aduna informatiile de care ai nevoie. Poti folosi inte

notezi informatiile gasite.
3. Prezinta in fata clasei rezultatele investigatiei.

rnetul sau poti studia carti la biblioteca.

2. Prelucreaza informatiile si realizeaza prezentarea. Realizeaza o diagrama sau un tabel in care sa







Trunchi comun si curriculum de specialitate (TC+CS), filiera teoretica,
profilul real, specializarea matematica-informatica - clasa a IX-a

UNITATEA 1 - Elemente de logica matematica

UNITATEA 2 - Siruri si progresii

UNITATEA 3 - Functii

UNITATEA 4 - Functii trigonometrice. Ecuatii trigonometrice

UNITATEA 5 - Aplicatii ale trigonometriei in geometrie. Relatii metrice
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