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COMPETENTE GENERALE SI SPECIFICE

Ce vei invata anul acesta la matematica?

CGA - Identificarea unor date, marimi si relatii matematice,
in contextul in care acestea apar

IX.CS1.1. Identificarea caracteristicilor tipurilor de numere utilizate
in algebra si a formei de scriere a unui numar real in
diverse context

IX.CS.1.2. Identificarea propozitiilor elementare din care este
alcatuit un enunt matematic

IX.CS.3. Identificarea elementelor caracteristice ale unui polinom

IX.CS.1.4. Identificarea elementelor specifice progresiilor in
contexte variate

IX.CS:1.5. Identificarea datelor si a relatiilor care apar in
configuratii geometrice date

IX.CS.1.6. Identificarea unor proprietati ale functiilor, pe baza
reprezentarii grafice a acestora

IX.CSA.7. Identificarea punctelor asociate unor masuri in radiani
pe cercul trigonometric si pe graficele functiilor
trigonometrice

CG.2 - Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ,
calitativ, structural, cuprinse in diverse surse
informationale

IX.CS.2.1. Prelucrarea unor date numerice din contexte matematice
si/sau cotidiene

IX.CS.2.2. Aplicarea relatiilor logice pentru prelucrarea datelor
matematice folosind propozitii si cuantificatori

IX.CS.2.3. Aplicarea unor reguli de calcul cu polinoame

IX.CS.2.4. Efectuarea de calcule pentru determinarea elementelor
progresiilor aritmetice sau geometrice, utilizand formule
specific

IX.CS.2.5. Utilizarea datelor matematice de tip cantitativ, calitativ
si structural dintr-o configuratie geometrica

IX.CS.2.6. Descrierea unor proprietdti ale unei functii, utilizand
reprezentarea grafica a acesteia

1X.CS.2.7. Stabilirea unor caracteristici calitative/cantitative
folosind functii trigonometrice

CG.3 - Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in
diverse contexte matematice

IX.CS.3.1. Utilizarea algoritmilor specifici si a proprietatilor
operatiilor cu numere reale extrase din diverse contexte

IX.CS.3.2. Utilizarea logicii matematice in formularea de propozitii
si verificarea rationamentelor

IX.CS.3.3. Utilizarea de algoritmi pentru efectuarea calculelor cu
polinoame

IX.CS.3.4. Utilizarea formulelor matematice pentru determinarea
unor termeni si a sumelor unor termeni consecutivi ai
unei progresii aritmetice sau geometrice

IX.CS.3.5. Aplicarea formulelor si a algoritmilor de baza ai
geometriei analitice pentru a rezolva probleme teoretice
si practice

IX.CS.3.6. Utilizarea aplicatiilor digitale pentru reprezentarea
grafica a unor functii in vederea extragerii unor
informatii referitoare la valori relevante ale acestora

IX.CS.3.7. Aplicarea formulelor trigonometrice de baza in
rezolvarea problemelor

CG.4 Exprimarea in limbajul specific matematicii a
informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare
pentru o situatie data

IX.CS.4.. Folosirea limbajului si a simbolurilor matematice pentru
formularea relatiilor si a pasilor de rezolvare in contextul
numerelor reale

IX.CS.4.2. Exprimarea rationamentelor matematice in limbaj
specific logicii matematice (propozitii/predicate,
operatii, cuantificatori)

IX.CS.4.3. Utilizarea limbajului specific polinoamelor in redactarea
demersului de rezolvare a problemelor in care intervin
acestea

IX.CS.4.4. Transpunerea in limbaj specific a unor situatii cotidiene
care conduc la progresii aritmetice sau geometrice

IX.CS.4.5. Utilizarea limbajului specific in redactarea demersului
de rezolvare a problemelor de geometrie analitica

IX.CS.4.6. Transpunerea in limbaj matematic a informatiilor
obtinute din compararea unor grafice de functii

IX.CS.4.7. Exprimarea Tn limbajul trigonometriei a datelor si
relatiilor din configuratii geometrice, in contexte variate

CG.5 Analizarea caracteristicilor matematice ale unei
situatii date

IX.CS.5.1. Interpretarea proprietatilor numerelor reale in situatii
date

IX.CS.5.2. Analizarea relatiilor logice dintre componentele unui
enunt matematic asociat unei situatii date

IX.CS.5.3. Analizarea metodelor de rezolvare a unor probleme in
studiul polinoamelor

IX.CS.5.4. Analizarea unei situatii cotidiene descrise printr-o
progresie aritmetica sau geometrica

IX.CS.5.5. Analizarea pozitiilor relative a dreptelor si/sau cercurilor,
interpretand semnificatia acestora in contexte practice

IX.CS.5.6. Analizarea proprietatilor unei functii prin corelarea
informatiilor desprinse din diferite reprezentari/
descrieri ale acesteia

IX.CS.5.7. Analizarea modului optim de determinare a ariilor unor
figuri geometrice folosind formule trigonometrice

CG.6 Modelarea matematica a unei situatii date, prin
integrarea achizitiilor din diferite domenii

IX.CS.6.1. Modelarea unor situatii concrete utilizand proprietati ale
numerelor reale

IX.CS.6.2. Modelarea unei situatii date utilizand elemente de logica
matematica

IX.CS.6.3. Modelarea matematica a unor probleme practice
utilizand polinoame, in context intra si interdisciplinar
(fizica, chimie, biologie)

IX.CS.6.4. Modelarea matematica a unor situatii cotidiene utilizand
progresii

IX.CS.6.5. Modelarea matematica a unor experimente din
domeniul stiintelor naturii (biologie, fizicd, chimie),
utilizand elemente de geometrie analitica

IX.CS.6.6. Modelarea prin intermediul functiilor a unor fenomene/
contexte din viata cotidiana

IX.CS.6.7. Modelarea matematica a unor situatii practice care
implica concepte trigonometric
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GHID DE UTILIZARE A MANUALULUI DIGITAL

Manualul digital reproduce integral versiunea tiparita, oferindu-le elevilor posibilitatea de a interactiona cu
diverse elemente de continut. Astfel, acestia vor putea sa vizioneze animatii sau filme, sa rezolve exercitii
interactive si sa navigheze prin manual.

Simboluri:

O

1. Elemente grafice 2. Elemente video 3. Exercitii interactive
(AMII statice): (AMII animate): (AMII interactive):
imagini, informatii si activitati videoclipuri cu informatii si exercitii de alegere multipla, de
suplimentare. activitati suplimentare, curiozitati. tip adevarat sau fals, de asociere,

de completare etc.

Cum se foloseste manualul digital?

1. Meniul superior
QQ Marire/micsorare - se mareste sau
se micsoreaza fereastra.

Q Cautare - pot fi efectuate cautari in
manualul digital dupa cuvinte-cheie.

Pagina urmatoare - se acceseaza pagina
urmatoare paginii curente.

Salt la ultima pagina - se acceseaza ultima
pagina a manualului digital.

v ¥

'

« == Cuprins - deschide cuprinsul

— Adnotari - deschide o galerie de instrumente,
manualului digital.

cu functii diferite, ce permit operatii in timp

R . ) o . real: sublinieri, adnotari, incercuiri, demarcari,
« Inapoi la prima pagina - se revine la masciri, evidentieri etc.

N

"-

prima pagina a manualului digital.

) o § Tipareste pagini din manualul digital.
Pagina anterioara - se acceseaza

pagina anterioara paginii curente. Indicatii - se acceseaza ecranul cu indicatii.

- Qi

2. Ajutor in utilizarea exercitiilor interactive (AMII interactive):

Deschide exercitiul interactiv dand click pe @ Citeste cerinta, apoi utilizeaza mouse-ul si/sau tastatura
pentru a rezolva exercitiile conform instructiunilor. Apasa butonul Verifica pentru a vedea daca ai ales corect.
Pentru toate tipurile de exercitii apare & in cazul raspunsului corect si x in cazul raspunsului gresit. Pentru a
relua rezolvarea exercitiului, apasa butonul Mai incearca sau reincarca pagina.

3. Ajutor in utilizarea elementelor video (AMII animate):

Apasa butonul pentru a deschide videoclipul. Butonul Play (Vizualizare) este localizat pe bara de jos a
ferestrei, alaturi de Volum si de optiunea Afisare completa pe ecran. Pentru a opri temporar videoclipul, apasa
butonul Pauza, de pe bara de jos a ferestrei. Pentru a inchide videoclipul, apasa butonul @ din coltul din
dreapta sus al ferestrei.

4, Ajutor in utilizarea elementelor grafice (AMII statice):

Apasa butonul @ Imaginea se va deschide intr-o fereastra noud. Apasa butonul @ din coltul din dreapta
sus, pentru a inchide imaginea.



1. Compara numerele reale a si b.

- - - -7, 9 .
a) a=2v50 - 3V18 + V98 - 318, b N R REL

-1
_ (15,10, 5 18, (2) . [[(2) 4 1]. } 1.
va= (55 7) 7 7>'b'{[<3> 5'15] 73S "
c)a=2":8-16%- 475 b=95:272
2. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) -4 +2X=0; €)3-2(1-3X)=3(1+2X) +1; e) X2 = 36;
b)1-4X=6X-7; d)3+24X—3X12'5=1'42X+3; f)Xx2-Xx=6.

3. Se considera multimile A= {X | X e Rsi[2x+1] < 5} siB={X X €Rsix-2x+1<-3}.

a) Scrie multimile A si B sub forma de interval.
b) Determina suma numerelor intregi din multimea A.
c) Determina AU Bsi AnB.

4. Pentru 4 caiete tip dictando si 5 caiete cu foaie velina, Ana a platit la casa 174 de lei, iar pentru 3 caiete tip
dictando si 2 caiete cu foaie velina, de acelasi tip cu cele cumparate de Ana, Maria a platit 99 de lei.
Determina pretul unui caiet tip dictando si pretul unui caiet cu foaie velina.

5. Se considera expresia E(X) = (X + 1)2 + 3(X = 2)(X + 2) - 4(X + 1)(X + 2), X € R.

a) Arata ca E(1) este un numar intreg mai mic decat - 20.
b) Determina multimea numerelor reale X pentru care E(X) 2 1.
3X - _2x—1+x+3> X+

XZ-4X+4 X2-4 X+2) X-2
SiX#2. Arata ca E(X) = 1- Xl 5 pentru orice numar real X, unde X # -2, X # -15i X # 2.

7. Se considera functia f: R — R, f(X) = 3X + 4.

a) Arata ca f(%) - f(—%) =3,

b) Reprezinta grafic functia fin sistemul de axe ortogonale X0y.

c) Verifica daca punctul A(-1, -7) apartine reprezentdrii geometrice a graficului functiei fin sistemul de axe
ortogonale X0Y.

d) Determina numarul real m pentru care punctul M(m, -8) apartine reprezentarii geometrice a graficului
functiei fin sistemul de axe ortogonale X0y.

e) Determina coordonatele punctului N de pe reprezentarea geometrica a graficului functiei fin sistemul de
axe ortogonale X0y, stiind ca acesta are coordonatele egale.

f) Determind distanta de la originea sistemului de axe ortogonale XOY la reprezentarea geometrica a
graficului functiei fin sistemul de axe ortogonale XOy.

g) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarile geometrice ale graficelor functiilor
fsig,undeg:R — R, g(X) = -2X + 5.

h) Rezolva Tn multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 9.

8. Fie MNP un triunghi dreptunghic <N =90° cu MN =12 cm si NP =9 cm. Punctul Q este proiectia ortogonala

a punctului N pe dreapta MP.

a) Calculeaza aria triunghiului MNP.

b) Calculeaza lungimea segmentului NQ.
c) Calculeaza sin(<PNQ).

9. Fie ABC un triunghi dreptunghic ABC (<A =90°) cu BC=16 cm si <B =30°. Punctul M este mijlocul segmentului
BC. Arata ca perimetrul triunghiului AMB este mai mic decat 32 cm.

10. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD cu AB = 6 cm si VA = 5 cm. Punctul M este mijlocul

segmentului VA si AC n BD = {O}.
a) Determina aria totala si volumul piramidei VABCD.
b) Demonstreaza ca dreapta OM este paralela cu planul (VCD).

6. Se considera expresia E(X) = ( unde X este numar real, X # -2, X # -1

7 .



Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul | 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A.Se considera intervalele de numere reale | = (-9, 3) si ) = [-2, +o0). Intersectia intervalelor
I si ) este intervalul:
a) (-0, 3); b) [-2, 3); ) (-2,3]; d) (3, +o).
(10 p.) B.Dacd a =3 +1si b =12, atunci a® - b este egal cu:
a) V12; b) 4 - \12; C) 4 d)-1.

(10 p.) C. Daca ABC este un triunghi cu AB = 4 cm, AC = 3 cm si BC = 5 cm, atunci aria triunghiului
ABC este egala cu:

a) 6 cm? b) 12 cm? )15 cm% d) 17 cm2.

Subiectul al ll-lea 60 de puncte
Scrie rezolvdrile complete.

45 de puncte 1. Se considera functia f: R — R, f(X) = -4X + 8.

(10 p.) a) Calculeaza f(%) - 2f(—%>.

(5p.) b) Verifica daca punctul A(-1, 4) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f
in sistemul de axe ortogonale XO0Y.

(10 p.) c) Determina distanta de la originea sistemului de axe ortogonale XOY la reprezentarea
geometrica a graficului functiei fin sistemul de axe ortogonale X0y.

(10 p.) d) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarile geometrice ale
graficelor functiilor f si g, unde g : R — R, g(X) = 2X + 10.

(10p.) e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > 4.

15 puncte 2. Se considera tetraedrul regulat ABCD cu AB = 12 cm. Punctele M si N sunt mijloacele
segmentelor CD, respectiv AD.

(5p.) a) Determina volumul tetraedrului ABCD.
(10 p.) b) Determina lungimea segmentului MN.
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua cunostintele dobandite in anul scolar precedent.
LA SFARSITUL ACESTEI UNITATI: 5foarte bine 4&bine 3mediu 2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.

. 8



Multimea
numerelor reale

» 1. Structura algebrica: operatii algebrice cu
numere reale, proprietati; formule de calcul
prescurtat:

(a+b)=a’+3a’b +3ab? + b3,
a’+b3=(a+b)a%-ab+b?,

a’- b*=(a - b)(a?+ ab + b?); rationalizarea
numitorilor de forma a + b, b > 0; modulul
unui numar real

» 2. Structura de ordine: compararea si
ordonarea numerelor reale; aproximari prin
lipsa sau prin adaos; partea intreaga Si
partea fractionara a unui numar real

Unitatea




UNITATEA1 Multimea numerelor reale

1. Structura algebrica: operatii algebrice cu numere
reale, proprietati; formule de calcul prescurtat:
(a £ b)*=a3*3a% + 3ab2 * b3,
a3 + b3=(a + b)(a? - ab + b?),

- b%=(a - b)(a? + ab + b?); rationalizarea numitorilor
de forma a * \'b, b > 0; modulul unui numar real

imi amintesc

o ) R 2. e
Se considera multimea A = {\/— 0,3); 3, \16; -V32; -15; o 3, (-4)%; 116}'

Determina multimile: ANN,AnZ,ANQ,An(R\Q),AN (Z \ N),An ((Q \Z).

Din clasele anterioare va sunt cunoscute urmatoarele multimi de numere:
- Multimea numerelor naturale: N ={0, 1,2, 3, ...};

- Multimea numerelor intregi: Z = {..., -3,-2,-1,0,1,2,3,..};

- Multimea numerelor rationale: Q = {% | mneZ,n#0 };

- Multimea numerelor irationale: R \ Q;

- Multimea numerelor reale: R.

Tinand cont de modul in care a fost definita 10,01 Q R
multimea numerelor reale si de relatiile de -
mulin , | o 1 | 1| -3 e 5
incluziune cunoscute, avem: 7
an(R\Q)-0 3 2 7 100,0002 | V10 2
N = _
15 9 100 -2,3(21) V52
Qu(R\Q)-R; 20 11 | 7| 2 05 |-y
NcZc . - - - 3 6
QcR 5 105 2485 G
-1,(38)
V15
OBSERVATIE.

Orice numar real se reprezinta printr-o fractie zecimald infinita (periodica sau neperiodica) a,a,a,a;..
(unde a, €7, a,a,a,,..€{0,1,2,3,..,9)).

1. Operatii algebrice cu numere reale. Proprietati
Pe multimea numerelor reale s-au definit doua operatii algebrice: adunarea si inmultirea.
1.1. Adunarea numerelor reale

Operatia de adunare pe R asociaza oricarei perechi de numere reale (X, Y) un unic numar real notat X +Y,
numit suma numerelor reale X si Y.
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Multimea numerelor reale UNITATEA1

Proprietdtile adundrii numerelor reale
o Adunarea numerelor reale este comutativa:
a+b=>b+a,pentruoricea, b e R.
o Adunarea numerelor reale este asociativa:
a+(b+c)=(a+b)+c pentruoricea, b,ceR.
o Numarul real 0 este element neutru pentru adunarea numerelor reale:
a+0=0+a,pentruoricea € R.
« Pentru orice numar real nenul a, exista un numar real nenul, notat -a si numit opusul lui a, astfel incat:
a+(-a)=(-a)+a=0.
OBSERVATII.
1. Opusul numarului real 0 este 0.
2. Pentru X, Y € R, se defineste diferenta dintre X si y, notata X - Y, ca fiind suma dintre X si opusul lui y.
X -y=X+(-y), pentruorice X,y € R
Propozitie. Pentru orice numere reale asib,undeacQsibe R\Q,avema+be R\ Q.
Demonstratie:
Fleae@QsibeR\Q.

Presupunem ca a + b € Q. Notand X = a + b, obtinem b = X-a. Cum q, X € Q, rezulta ca X-a € Q
(diferenta a doua numere rationale este un numar rational). Deci b = X - a € @, ceea ce contrazice ipoteza
beR \ Q. Presupunerea ca a + b € Q este falsa si, in concluzie,a+ b e R \ Q.

1.2. inmultirea numerelor reale

Operatia de inmultire pe R asociaza oricarei perechi (X, Y) de numere reale un unic numar real notat X -,
numit produsul numerelor reale X si Y.

Proprietdtile inmultirii numerelor reale
« Inmultirea numerelor reale este comutativa:
a-b=b-a,pentruoricea, b eR;
« Inmultirea numerelor reale este asociativa:
a-(b-c)=(a-b)-c pentruoricea, b, c € R;

o Numarul real 1 este element neutru pentru inmultirea numerelor reale:

a-1=1-a=a,pentruoriceca € R;

o Pentru orice numar real nenul a, exista un numar real nenul, notat % si numit inversul lui a, astfel incat:
1.1, .
a-g=g-a=1

« Inmultirea numerelor reale este distributiva fata de adunarea numerelor reale:
a-(b+c)=a-b+a-cpentruoricea, b,ceR;

(@a+b)-c=a-c+b-c pentruoricea, b, ceR.
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OBSERVATILI.

1. Numarul real 0 nu are invers.
2. PentruX,y € R,y # 0, se defineste catul dintre X si Y, notat ;—,(, ca fiind produsul dintre X si inversul lui y.

X

y=x- , pentruorice X,y €R,y#0

<=

Din clasele anterioare ne amintim:

« Fie a un numar real si n un numar natural, n > 1. Puterea a n-a a numaruluirealaestea"=a-a-a-..-a
1 ~—_—

n factori
Prin conventie:
a® =1, pentru oricare numar real nenul g;
a’=a, pentru oricare numar real a.

Nu se defineste 0°.

» Pentru numarul real nenul a si numarul natural nenul n se defineste a™ = %.

« Fie X € R, X 2 0. Se numeste radical din X (sau radacina patrata a numarului X) numarul real y 2 0
cu proprietatea y2 = X. Se noteaza y = VX.

Propozitie. Fiea € Q sib € R \ Q. Atunci:
a-beR\Q < a#0;
a-beQ < a=0.

OBSERVATIE.

Dacaa,beR \@Q,atuncia+b,a-b,a- b,% pot fi numere rationale sau irationale.

EXEMPLE:

1.Dacda=-2+\2sib=-V2,a,beR\Q,atuncia+b=-2+2+(-\2)=-2€Q.
2.Dacda=1+V3sib=+3,a,beR\Q,atuncia+b=1+V3+V3=1+2{3 R \Q.
3.Dacda=1+5sib=+5abeR\Q,atuncia-b=1+V5-V5=1€Q.
4.Dacia=vV2sib=-v2,a,beR\Q,atuncia-b=v2-(-V2)=v2+V2=22 e R\ Q.
5.Dacda=v3sib=3V3,a,beR\Q,atuncia-b=+3-(3v3)=3V3-3=3V9=9€Q.
6.Dacda=\10sib=+5abeR\Q,atuncia-b=+10-V5=v10-5=150=V52-2=52 e R\ Q.

7.Dacéa=3\/§§ib=\/§,a,beIR\(Q,atunci%=%§=3G(Q.
< A0 <i b e a_N30_ (30
8.Dacaa—\/ﬁ§|b—\/€,a,bem\(Q,atunub e \/; V5eR\Q.

Operatiile cu numere reale se efectueaza astfel:

» Daca intr-un calcul fara paranteze se intalnesc numai operatii de acelasi ordin, acestea se efectueaza in
ordinea in care sunt scrise, aplicand proprietatile operatiilor, daca este cazul.

» Daca intr-un calcul fara paranteze se intalnesc operatii de ordine diferite, se efectueaza intai operatiile
de ordinul Il (ridicarea la putere si extragerea radacinii patrate), apoi operatiile de ordinul Il (inmultirea si
impartirea) si, dupa acestea, operatiile de ordinul | (adunarea si scaderea).
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« Daca intr-un calcul se intalnesc paranteze rotunde, paranteze drepte, acolade, se efectueaza intai
operatiile din parantezele rotunde, apoi operatiile din parantezele drepte si apoi operatiile din acolade.
Dupa efectuarea calculelor din parantezele rotunde, acoladele devin paranteze drepte, iar parantezele
drepte devin paranteze rotunde.

2. Formule de calcul prescurtat @

Din clasa a VIll-a ne amintim urmatoarele formule de calcul prescurtat:

(a + b)*=a? + 2ab + b pentru orice numere reale a si b;

(a - b)>=a? - 2ab + b? pentru orice numere reale a si b;

- b%=(a + b)a - b), pentru orice numere reale a si b.

Fie a, b € R doua numere reale. Atunci:
(@+b)}=(a+b)Xa+b)=(a?+2ab +b(a+b)=a’+a’b+2a’b +2ab?+ ab? + b3 = a3+ 3a’b + 3ab? + b3;
(@-b)*=(a-b)Xa-b)=(a?-2ab +b»(a-b)=a’-a’ -2a% +2ab?+ ab? - b3 =a’- 3a’b + 3ab? - b.

Asadar:

(a + b)* = a® + 3a%b + 3ab? + b3, pentru orice numere reale a si b;

(a - b)*= a3 - 3a?b + 3ab? - b3, pentru orice numere reale a si b.

EXEMPLE:

12X +3)3=(2X)P3+3-(2X)?-3+3-2X-32+33=8X3+36X>+ 54X + 27, X € R;
2.(1+\3P=13+3-12-43+3-1-(3)2+ (3)3=1+3V3 + 9+ 3\3 =10 + 6+3;
3.(-X+2P=(-XP+3-(-X)?:2+3-(-X)-22+23=-X3+6X>-12X+8,XER;

Sau
(-X+20P=Q2-X)P=23-3-22-X+3-2-X2-X3=8-12X+6X>-X3=-X>+6X*- 12X + 8, X € R;
G (-X=1P3=(X1P-3-(-X)?-1+3:(-X):12-13=-X3-3X?-3X-1,XER;

Sau

X =13 =[EDX+DPR=ED3X+ 13 = (-DX3+3X2+3X+ 1) =-X3-3X2-3X-1, X R.

Fie a, b € R. Atunci:

(a+b)3=a’+3a% +3ab?+b3>= a3+ b3=(a+ b)* - 3a’b - 3ab>=(a + b)’ - 3ab(a + b) =
=(a + b)[(a + b)? - 3ab] = (a + b)(a? + 2ab + b? - 3ab) = (a + b)(a? - ab + b?);
(a-b)=a’-3a% +3ab?>- b>= a*- b*=(a - b)* +3a’b - 3ab*=(a - b)* + 3ab(a - b) =
=(a - bl(a - b)? + 3ab] = (a - b)(a? - 2ab + b? + 3ab) = (a - b)(a? + ab + b?).

Asadar:

a®+ b*=(a + b)(a? - ab + b?), pentru orice numere reale a si b;

- b3=(a - b)(a? + ab + b?), pentru orice numere reale a si b.
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EXEMPLE:
1.8X3+1=(2XP + 1P=2X + D[@X)2-2X -1+ 1] = (2X + 1)( 4X2-2X + 1), X € R;
2.X3-27=Xx3-33=(X-3)(X2+ X-3+3)=(X-3)(Xx2+3Xx+9),XeR.

3. Rationalizarea numitorilor de formaa + \b, b >0

0 expresie care contine radicali se numeste conjugata unei alte expresii care contine radicali, daca produsul
lor se poate scrie fara radicali. in acest caz, cele doua expresii se numesc conjugate.

OBSERVATII.
0 conjugata a unei expresii care contine radicali se obtine folosind formula de calcul prescurtat:
(a - b)a + b) = a? - b? pentru orice numere reale a si b.
Dacd a, b € R, b > 0, atunci (a + \b)(a - Vb) = a2 - b, de unde rezultd ci expresiile a + Vb si a - Vb sunt
conjugate.
EXEMPLE:
1. 0 conjugata a expresiei V5 este V5.
2. Expresiile 2 + <7 si 2 - \[7 sunt conjugate.

OBSERVATIE.

Dacia,beR,a>0,b>0,a#bsic deR’, atunci(cva + dVb)(cVa - dvb) = c?a - d?b, de unde rezulta ci
expresiile cva + d\b si cva - dvb sunt conjugate.

EXEMPLE:

1. Expresiile 243 + V5 si 243 - /5 sunt conjugate.

2. Expresiile 3v5 - 247 si 35 + 247 sunt conjugate.

3. Expresiile V3 - V2 si V3 + V2 sunt conjugate.

Operatia de eliminare a radicalului/radicalilor de la numitorul unei fractii se numeste rationalizarea

numitorului. Pentru a rationaliza numitorul unei fractii care contine radicali, se amplifica fractia cu o
conjugata a numitorului.

EXEMPLE:
1“1_ 2 2,
MR 2

2. ——== = ==
3¥5 3-45-45 35 3
300 3 3203 30+V3) L, 4\9/{ g&?
T 2-3 (2-3)2+3) 4-3 '
W3 35-V9)  35-19) 35-V19) 5-T |
T 5+V19 (5+VO)5-V19) 25-19 6 2

230 91 NMV3-1) 11283 -1) 1243 -1) 1(2V3 - 1)
23+1 3 +1)23-1) @3)R-1 12-1 T

g PP 32 +203 32 +2\3_3V2+2\3
' 3W2-203 (3V2-2\3)(3V2 +243) 18- 12 .

5. =2\3-1;
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4, Modulul unui numar real (valoarea absoluta a unui numar real)

Din clasele anterioare, stim ca axa numerelor este o dreapta pe
care s-a fixat un punct O, numit origine, un sens pozitiv si o
unitate de masura. Oricarui numar real X i putem asocia pe axa
numerelor un unic punct. Vom spune ca punctul respectiv are B o A

C
coordonata X. De exemplu, in figura 1, punctul A are coordonata 1 >
(scriem A(1) si citim ,punctul A de coordonata 1"), punctul B are P 0 1 5
coordonata -3 (scriem B(-3) si citim ,,punctul B de coordonata -3"), -

igura

iar punctul C are coordonata V5 (scriem C(v/5) si citim ,,punctul C
de coordonata v5”).

Distanta de la originea axei numerelor la punctul prin care este reprezentat un numar real X pe axa
numerelor se numeste modulul numarului real X. Se noteaza |XI.
Modulul unui numar real X se mai numeste si valoarea absoluta a numarului X.

EXEMPLE:
1. Modulul numarului real -3 este egal cu distanta de la punctul O la punctul B(-3), deci |-3| = 3 (figura 1).
2. Modulul numarului real \'5 este egal cu distanta de la punctul O la punctul C(v5), deci |\/5] = V5 (figura 1).

OBSERVATIE. -X, daca X< 0

Tinand cont de definitia modulului unui numar real, avem: |X| =40, dacaX=0
X, dacaX>0

EXEMPLE:

1.1-7 =7 2. ‘% % 3. |N10] = V10: 4. |-2v3] = 243.

Proprietatile modului unui numar real

« |X| 20, pentru orice X € R;

o IXI=0< x=0;

o |X| = |-XI, pentru orice X € R;

o IXI=lyl © X=y sau X =-y;

o IX-yl=IXI-1lyl, pentruorice X,y € R;
. |§—§| = %, pentru orice X,y € R,y #0;

o [X+Yyl<IX] +|yl, pentru orice X,y € R (inegalitatea triunghiului);

o lIXI = 1yll s IX - yl, pentru orice X,y € R.

Vom demonstra in continuare proprietatea |X + Y| < [X| + ||, pentru orice X,y € R.

Daca X = 0, atunci [x +y| = lyl, [X] =0, IX| + [yl = lyl, deci [X + y| = IX| + |y], pentru orice numar real y.
Dacay =0, atunci X + Y[ =IX|, Iyl =0, X| + |yl = x|, deci [X + Y| = [X| + |yl, pentru orice numar real X.
Presupunem X # 0 si'y # 0. Se disting patru cazuri:

a)Daca X > 0siy>0,atunci X +y>0silX| =X |yl =y, [XI + |yl =X+Yy, IX+Yy|=X+Y, de unde rezulta
X+ yl=Ix]+lyl.
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b) Dacd X < 0,y <0, atunci X +y < 0 si IX| = =X, Iyl = -y, IX| + |yl = (-X) + (-y), IX+y| = -(x +y), de unde
rezulta X + Y[ = [X] + |yl.
¢)Daca x> 0siy<0,atunci [X| =X, [yl =-y, IX] + 1yl =X+ (-y).
In acest caz avem doud situatii: X +y > 0 sau X +y < 0.
e DacaX +Yy20,atunci [X+Yy|=X+Yy= Xl +y<|X|+]yl.
o Daca X + Yy <0,atunci |X + Y| ==(X+y)=(-X) + (-y) = (-X) + [yl < Iyl < IX] + |yl.

d) Daca X < 0 si y > 0, demonstratia se face analog cazului c).

Propozitie. Fie a, b € R si punctele A si B pe axa numerelor care au coordonatele a si, respectiv, b. Atunci
distanta dintre punctele A si B este egala cu |a - bl.
Demonstratie:

Fie a, b € R si punctele A si B pe axa numerelor, care au coordonatele a si, respectiv, b. Atunci distanta
dintre punctele A si B este lungimea segmentului AB.

Daca a = b, atunci distanta dintre punctele A si B este egala cu 0, deci AB = |a - bl.
Presupunem a < b. Se disting trei cazuri:

a)Dacd a<0sib<0,atunciAB=0A-0B=|al-|bl=(-a) - (-b)=-(a-b)=a-bl.
b) Dacd a>0sib>0,atunciAB=0B-0A=|bl-lal=b-a=-(a-b)=la-bl.
c)Dacaa<0sib>0,atunciAB=0A+O0B=|a| +|b| =(-a) +b=-(a-b)=1a-bl.
Asadar, AB = |a - bl.

Exercitiu rezolvat

STIAI CA..? 1 1
’ . Fie X un numar real nenul, cu proprietatea X + ¢ = 3. Determina X* + .
Raportul dintre X

lungimea si latimea Rezolvage-
unei coli de hartie A4 (X,,%) X3+3 %24 1i3.x: (%) Xi-x3+3x+3-1+%=

este exact 2, fapt
care permite ca, prin -X3+—+3(x+ ):»X3+— ) ( ) -3-3=18
taierea sau plierea foii
in doua, astfel incat

latimile sa se Aplic
suprapuna, noile 1. Da exemple de numere naturale n pentru care:
dimensiuni (A5) sa ) Vi €Q; b) Vi e R\ Q.

pastreze exact
aceleasi proportii
ca originalul.

2. Da exemple de numere X € Q \ Z pentru care:

a)VX €Q; b) VX e R\ Q.
3. Da exemple de doud numere a,b € R \ @ cu proprietatea:

a)a+beq; b)a+beR\Q; a-beR\Q; da-beqQ.
4. Se considera multimea:

- {-23;1200; 2535, V27 10, 2,8 a2 .

Determina multimile: ANN,AnZ,ANQ,AN(R\Q),An(Z\N),An@Q \ Z)
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5. Este posibil ca media artimetica a trei numere naturale sa fie egala cu 7,5? Justifica.
6. Determina a 100-a zecimala a numarului a.

- 19 2. -9 23
a)a=12 b)a—3, c)a—18, d)a 7
7. Determina suma primelor 50 de zecimale ale numarului real a.
-0, 7 _13
a)a—g, b)a—6, ca T

8. Demonstreaza ca numarul a este natural.

Aa=(g-2+2) 5+ L b)a=\T-\2e N2 N2+ N2+ V2 N2-

9. Determina media aritmetica si media geometrica a numerelor a si b.

o- ()38 (Do ({4 84) 4

15 .Q3 2 5 5 2 1>_2
b)a-=2 8164b92781<243

0)a =3+ &2, b =250 + 10\215 + 64 + 2325
d)a=(9+45) b= (45 - 912
e)a=(3+v3)}a=(3-3)%
f)a=(Q2+5)3 a=(5-2):
10. Se considera numerele reale a si b. Arata cava-beR\Q.
0 =2](6) -3 +1,08(3)5i b = 0,(6) 15 +325: 013 - (30)_1

11. Rationalizeaza numitorii urmatoarelor fractii:

s 0= O=—  9ials )i
V3 2-+5 V15 - V10 SONERE] 2V6 -3\2
6 6 i 10 . 17
b) —=; d)——=; f)—="——= h)———; —
o %% wew "wmes e
12. Stabileste daca a este numar rational sau numar irational.
)(L i-i) -3 0 10, 3,2
V18 V2 72 8V2-6V3 6V2+5V3 4V3-7
8 3 3 L2 62 5@)
b . d - - 1 (7V3 - 26).
) 6+2°B-2" V6 +33 )<3x/§+5 N3-3 2ev3) 0320
13. Determina valorile numarului real X pentru care:
a) Ix| =5; d)[2x+ 1]+ [4x?-11=0; @) I3x-2|+2-]2-3X| =
b)[2x-1=7,  e)|Xx-1]+|x+2|=0; h) [x2-X| =
=5 DX+l i) 11X -11-2] -

14. Doua puncte de pe axa numerelor reale au coordonatele a (a € R) si, respectiv, 3,
iar distanta dintre acestea este egala cu 5. Determina valorile numarului real a.

15. Doua puncte de pe axa numerelor reale au coordonatele a (a € R) si, respectiv, -5,
iar distanta dintre acestea este egala cu 7. Determina valorile numarului real a.

16. Demonstreaza ca a € R \ Q, pentru orice numar natural nenul n.
a)a=5"+3; ¢)a=n(n +1)(n +2)n + 3);
b) a=+4n +3; da=v1-2-3-..-n+8, n25.

STIAI CA..?

« Daca raportul dintre
lungimea si latimea
unei coli de hartie ar
fi diferit de \2,
procesul de fotocopiere
ar fi ineficient: la
marirea sau micsorarea
unui document,
imaginea s-ar deforma
sau marginile nu ar fi
egale.

« Datorita acestui
raport (2), orice
dispozitiv care
redimensioneaza un
continut vizual de la
un format la altul
trebuie doar sa aplice
un factor de scalare
constant, cu scopul de
a umple perfect
pagina.

PROVOCARE

Demonstreaza ca
singurul raport dintre
laturile unui
dreptunghi care
permite pastrarea
proportiilor prin
pliere, astfel incat
latimile sa se
suprapuna, este V2.
17
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NUMERE IRATIONALE
CELEBRE. NUMARUL T

« Valoarea raportului
dintre lungimea unui
cerc si lungimea
diametrului acestuia
este un numar
irational, care se
noteaza cu «t

(7 = 3,14159265...),
cunoscut sub
denumirea ,constanta
lui Arhimede”.

o Aproximativ in anul
250 1.H., Arhimede a

demonstrat ca

303 < <3,

» Notatia = a fost
introdusa in anul 1706
de matematicianul
galez William Jones

(1675-1749).

« In anul 1768, Johann
Heinrich Lambert
(1728-1777),
matematician, fizician,
astronom si filozof
important din secolul
al XVlll-lea, a
demonstrat ca numarul
m este irational.

« In anul 2016, omul
de stiinta elvetian
Peter Trueb a
determinat primele
22 459 157 718 361 de
zecimale ale numarului
m. In acest scop, el a
utilizat un server siun
sistem de stocare
echipat cu cateva zeci
de hard-diskuri.

« Ziua Mondiala a
numarului & este
celebrata la 14 martie.
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17. Fie a si b numere reale astfel incat a + b =5 si ab = 6. Determina a® - b3si a® + b’.
18. Fie a si b numere reale. Determina a - b, stiind ca:

a)a’+b*=22sia+b=1

b)a®-b*=-19sia-b=-1.
19. Fie a si b numere reale astfel incat a - b =1si a® - b*=19. Determina a* + b2

20. Fie asi b numere reale astfel incata + b= -1si a® + b* = -61. Determina a® + b2,

21. Fie X un numar real nenul cu proprietatea X + % = 22, Determind X3 + %

22. Fie X un numar real nenul cu proprietatea X - % = 2. Determina X3 - %

23. Descompune in factori (X € R):
a) X3+ X2-2X-8; b) 8X3 - 12X2- 6X + 1; C) X3 - X - 24.
24. Se considera expresia E(X) = X3 + X2+ X + 1, unde X este numar real.
Demonstreaza cd, daca E(X) = E(Y), X, Y € IR si X # Y, atunci
(X+y)(X+y+1)=Xxy-1.

« «n3-1.n3+1
25. Demonstreaza ca n-1" " n+1

26. Fie a si b numere reale, astfel incat a+b si a-b sa fie numere rationale.
Sunt a, b, ab numere rationale? Justifica.

€ N, pentruoricen e Z \ {-1,1}.

27. Fie a si b numere rationale astfel incat a + b+3 = 0. Demonstreaza ca b = 0.

INDICATII PENTRU REALIZAREA PORTOFOLIULVI
Alege 0 mapa sau un dosar si adauga o prima pagina cu
numele disciplinei si cu datele tale de identificare
(numele tau complet, clasa, scoala).

Pe parcursul anului scolar, completeaza mapa/dosarul cu:
« temele (individuale sau realizate in grup);
o proiectele;

« fisele de lucry;

» fisele de autoevaluare etc.

Criteriile de organizare si de evaluare a
portofoliului se vor stabili la nivelul clasei.

Portofoliu

Cu ajutorul instrumentelor geometrice, construieste

segmente care sa aiba urmatoarele lungimi: g(o&‘ Cm
e V2 cm; o V14 cm;

o V3 cm; o V15 cm; tem
o V13 cm; o V42 cm. 2cm '
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2, Structura de ordine: compararea si ordonarea
numerelor reale; aproximari prin lipsa sau prin adaos;
partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

imi amintesc

1. Determina numarul intreg n cu proprietatean<a<n +1.

_ 9 Ea. - ; _ 1. N
a)a=2,53; ¢) a=+153; e)a NG g)a=7- &5
P - _a3 =9 4 A0 __ 1
b)a=-0,3; d)a=-v83; f)a=2++10; h) a Y

2. Pe axa numerelor se considera punctele distincte doua cate doua A(a), B(b),
C(c) si D(d), in aceasta ordine, unde a, b, ¢, d sunt numere reale nenule.

a) Scrie in ordine crescatoare numerele a, b, ¢, d cu ajutorul simbolurilor
matematice.

b) Precizeaza care dintre numerele a, b, ¢, d sunt negative, stiind ca punctul B
este situat n stanga punctului O, iar punctul C este situat in dreapta punctului O.

Invat

1. Compararea si ordonarea numerelor reale

Definitia 1. Fie a = a,,a,a,0,... si b = by,b,b,b,... doua numere reale, unde a,, b, € Z, iar a,, a,, a,, ...,
b, b, b, ..€{0,1,2,3,...,9}.

Spunem ca numarul real a este egal cu numarul real b daca a; = b;, pentru orice numar natural i.

Spunem ca numarul real a este mai mic decat numarul real b, daca exista un numar natural k astfel incat
a,<b,sia;=b;, pentru orice numar natural i < k. Scriem a < b.

In acest caz, putem spune cd b este mai mare decat a si scriem b > a.

EXEMPLU:

2,364 < 2,39 deoarece2=2,3=35i16<9;

OBSERVATII. @ @

1. Daca a < 0, spunem ca numarul a este negativ. Evident, a < 0 daca si numai daca a, < 0.

2.Daca a > 0, spunem ca numarul a este pozitiv. Evident, a > 0 daca si numai daca a, > 0.

Fie a, b € R. Stim ca oricarui numar real i se asociaza un punct pe axa numerelor. Fie A si B punctele
asociate numerelor a si, respectiv, b. Atunci:

» a<b daca si numai daca, pe axa numerelor, punctul A este la stanga punctului B.

» a <0 daca si numai daca, pe axa numerelor, punctul A este la stanga punctului O (originea axei numerelor).

» a >0 daca si numai daca, pe axa numerelor, punctul A este la dreapta punctului O.

Oricare ar fi numerele reale a si b, are loc una si numai una dintre relatiile a < b, a = b, a > b (legea de
trihotomie). Asadar, daca a nu este mai mare decat b, atunci a este mai mic sau egal cu b, adica a < b.
inloc de a < b se poate scrie b 2 a.
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I 20

Relatia , <" definita pe IR are urmatoarele proprietati:

« Reflexivitatea: a < a, pentru orice numar real a.

» Antisimetria: Dacaa,b € R,a<bsib<a,atuncia=b.

» Tranzitivitatea: Dacaa,b,ceR,a<bsib<catunciasc.

Relatia , <" definita pe IR, care satisface aceste proprietati, se numeste relatie de ordine pe R.

Considerand ca pentru orice numere reale a si b avem a < b sau b < a, spunem ca relatia de ordine pe R
este totala.

2. Aproximari prin lipsa sau prin adaos

in practica, valorile exacte ale marimilor sunt rareori cunoscute, deoarece la orice instrument de masura
apare 0 anumita eroare. De aceea, in locul valorilor exacte ale marimilor, de cele mai multe ori suntem
nevoiti sa folosim valorile lor aproximative. in general, o marime poate fi reprezentatd printr-o fractie
zecimala infinita, dar in practica se utilizeaza doar un numar finit de zecimale, ceea ce reprezinta o valoare
aproximativa a marimii respective.
Fiea,b,k e R, k>0.
 Numarul b aproximeaza prin lipsa numarul a cu o eroare mai mica decat k,dacabsasb+k
(adica0<a-b<k).

 Numarul b aproximeaza prin adaos numarul a cu o eroare mai mica decat k,dacab-k<a<b.
In practica se folosesc indeosebi aproximari cu o eroare mai mica decat 1, 10,102, 1073 etc.
Se considera a = a,,a,a,0,... un numar real.
« Daca a > 0, aproximarile zecimale ale lui a cu o eroare mai mica decat 10™, n € N*, sunt:

- prin lipsa: a, = a,,0,0,0;...a,,;

- prin adaos: a, = a,,a,a,0,...a, + 10™.
« Daca a < 0, aproximarile zecimale ale lui a cu o eroare mai mica decat 10™, n € N*, sunt:

- prin lipsa: a, = a,,0,0,0;...a, - 10™";

- prin adaos: a, = a,,0,0,0,...a,,.
OBSERVATIE.
Fie a = a,,a,a,0,... un numar real si a,, a, aproximarile zecimale ale lui a prin lipsa, respectiv prin adaos, cu
0 eroare mai mica decat 10", n € N*. Atunci:

v a,0,€Q;
e a,cas<a;

ea,+10"=aq,.

EXEMPLU:
Aproximare prin lipsa cu Aproximare prin adaos cu
Numar eroare mai mica decat: eroare mai mica decat:
1 107 1072 1073 107 1 107 1072 1073 107
21245787 2 2,1 2,12 2,124 21245 3 2,2 2,13 2,125 21246
-5,245368 -6 -53 =525 -5,246 =5,2454 -5 =52 =524 -5245  -52453
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Aproximarea zecimala prin lipsa, cu o eroare mai mica decat 10™, n € N*, a numarului real a = a,,a,a,0;...
se mai numeste si trunchierea dupa a n-a zecimala a numarului a.

Rotunjirea la a n-a zecimala a numarului real a = a,,a,a,a,... este cel mai apropiat de a dintre a, si a,,.

EXEMPLE:

1. Rotunjirea la a patra zecimala a numarului real V2 este 1,4142, deoarece V2 = 1,414235..., iar aproximarile
sale prin lipsa, respectiv prin adaos, cu o eroare mai mica decat 107, sunt 1,4142 si 1,4143. Dintre acestea,
1,4142 este mai apropiat de V2.

2. Rotunjirea la a treia zecimala a numarului real -1,2347 este -1,235, deoarece aproximarile sale prin lipsa,
respectiv prin adaos, cu o eroare mai mica decat 1073, sunt -1,235 si -1,234. Dintre acestea, -1,235 este mai
apropiat de -1,2347.

3. Rotunjirea la a doua zecimala a numarului real -0,7219 este -0,72, deoarece aproximarile sale prin lipsa,
respectiv prin adaos, cu o eroare mai mica decat 102, sunt -0,73 si -0,72. Dintre acestea, -0,72 este mai
apropiat de -0,7219.

3. Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

Stim ca, pentru orice numar real a, exista si este unic un numar intreg n astfel incat n < a < n + 1. Numarul
intreg n reprezinta partea intreaga a numarului real a.

Definitia 1. Partea intreaga a numarului real a este cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu a.
Se noteaza cu [a].

EXEMPLE:
1.[01=0; 4. [2,51] =2, deoarece 2 < 2,51< 3; <
2.[71=7, 5. [—g] = -1, deoarece -1< —g <0;

3.[-3]=-3; 6.[-\7] = -3, deoarece -3 < -7 < -2.

OBSERVATII. 5 = | -
1.[al < a <Ial + 1, pentru orice numar real a. 3 i 2 =

2.a-1<[al<a, pentru orice numar real a.

3.[a + n1=[al + n, pentru orice numar real a si orice numar intreg n.

Definitia 2. Partea fractionara a numarului real a este diferenta dintre numarul a si partea sa intreaga.
Se noteaza cu {a}.

Asadar, {a} = a - [a], pentru orice numar real a.

Cumlal<a<[al+1,rezulta ca0<a-[al<1,deci 0<{a}<1, pentru orice numar real a.

EXEMPLE: @

LT =7-171=7-7=0; 3{2}=2-[g=2-v=241-d
2.{2,51} = 2,51 - [2,51] = 2,51 - 2= 0,51; 4 A{=NT}= -NT - [-NT] = -NT - (-3) = -7 + 3.

OBSERVATIE.

{a + n} = {a}, pentru orice numar real a si orice numar intreg n.
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Exercitii rezolvate

1. Calculeaza |[V2 - V3| + [\2 - 1] - |3 + 2.

STIAI CA..?

Algoritmii care verifica
daca un cod de bare
este valid folosesc
partea intreaga pentru
a calcula ,cifra de
control”. Aceasta este
ultima cifra din cod si
are rolul de a preveni
erorile: daca scanerul
citeste gresit un
numar, suma finala nu
se va mai potrivi cu
cifra de control, iar
sistemul va bloca
tranzactia.

Pentru a determina
cifra de control (0),
procedezi astfel:

o calculeziS=1+3P,
unde I reprezinta
suma numerelor de
pe pozitiile impare, iar
P reprezinta suma
numerelor de pe
pozitiile pare ale
codului de bare;

o calculezi

a=10—<S— [%] -10);

o calculezi

C-=a- [%] -10.

567

01234567890123

PROVOCARE

Determina cifrele de
control ale
urmatoarelor coduri
de bare:
a)594123456789(C)

b)484848484855(C)

. 22

. Determina partea intreaga si partea fractionara a numarului real

Rezolvare:
V2<V3=V2-V3<0= [V2-V3]=-(¥2-3)=-\2+3
V2>12V2-1>0= [N2-1] =12 -1
V3+2>0=[V3+2]=13+2

Obtinem:

N2 -3+ N2 -1l - W3+ 2 = (V2 +V3) + (V2 - 1) - (V3 + 2) =
=-\V2+\3+2-1-V3-2=-3.

. Aratd ca numarul A= (N5 - 3)2 + V(3 - v7) + (V5 - \7)? este irational.

Rezolvare:

A=V(N5 - 5)2 + (3 - \7)2 + V(N5 - v7)2 = [245 - 5] + [3- 7] + N5 - 7|
2V5<5=2V5-5<0= [2V5-5=-(2V5 - 5)=-2V5 + 5
3>V7=23-V7>0=[3-71=3-7
V5<\7T=2V5-7<0= N5 -7] =-(N5 - 7) = -5 + 7

Obtinem:

A=[2N5-5] +[3-~7] + [N5 - V7] =-2V5 + 5+ 3 -7 + (-\5 +7) =
=-2\5+5+3-7-5+7=-375+8eR\Q.

. Compara numerele reale a =3v2 - 2si b= 2v6 - 3.

Rezolvare:
a2=(3V2-2)2=(3V2)2-2-3v2-2+22=22-12\2

b?=(2V6 - V3)2=(2V6)2-2-2V6 - V3 + (\V3)2 =27 - 12N2 ¢ =
2<27

=22-12N2<27-12V2 = a?< b2
Cuma>0,b>0sia’<b? rezultacaa<b.

1
WN2-4

Rezolvare:
Wk g 3\2+4 32 +4
3N2-4 (3V2)P-42 2

Rotunjim numarul real V2 la a doua zecimala si obtinem 1,41.

3V2+4 ol I I O VY
Atunci = 4], de unde rezulta = =46]
2 3v2-4] L 2 '
{ 1 }={3v7+4}=3v7-4
V2 -4 2 2 -
Putem proceda si astfel:
3T =T > h<3NT <50 8<3T+ 4<9m 432 A 5

2
= {3€+4] ="'{3ﬁ2+4}=3ﬁz_4:> [3@1—4} “h {3@1—4}:362_4-
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5. a) Demonstreaza ca numarul real V¥n?+6n +5 este irational, pentru orice numdr
natural nenul n.

b) Determind partea intreaga si partea fractionara a numarului real Vn2+6n +5,
unde n este numar natural nenul.

Rezolvare:

n2+4n+4<n?+6n+5<n2+6n+9, (V)ne N' = (n+22<n2+6n+5<(n+3)
(V)n € N* = Vn?+6n+5 este numdr irational, deoarece intre ptratele a doua
numere naturale consecutive nu mai exista patratul unui alt numar intreg
(n?+ 6n + 5 este numar natural, deci poate fi numai patratul unui numar intreg).
b)(n+2?2<n2+6n+5<(n+32 (VneN =>n+2<Vn2+6n+5<n+3,(V)neN"
Asadar, [Nn2+6n+5] = n+2 si {Vn2+6n+5} = \n2+6n+5 - n -2, pentru orice
neN.

. Determina rotunjirea numarului real - la a treia zecimala.
: 5+ V2
Rezolvare:
2 2N5-2)__2N5-+2)
V5 +2 5-2 3

Cu ajutorul aplicatiei Calculator de pe telefonul mobil, tableta sau computer,
determindm primele sase zecimale exacte ale numerelor reale V5 si V2. Astfel,
V5 =2,236067... Si V2 = 1,414213....

V5 - V2 = 0,821854... = 2(\5 - \2) = 1,643708... = M -0,547902....

Aproximarile prin lipsa si prin adaos cu o eroare mai mica decat 107 ale
N 2
numarului real ~—=—=

\5

+2

treia zecimala este -0,548.

sunt -0,548 si -0,547, de unde rezulta ca rotunjirea la a

Aplic

. Da exemple de numere irationale care apartin intervalului de numere reale [2]1; 2,2].
. Da exemple de numere rationale care apartin intervalului de numere reale (15, 4).
. Ordoneaza crescator numerele reale:

a) 0,1(2); 0,(12); 012(1); 0,12; )2023 2024 2025 2026,

€)202472025'2026" 2027

b) -131(2); 1,(312); 1,3(12); 131 )52 7 5

. Compara numerele reale: @

a) 2\/§§| 3\/5, E)\/ﬁ Sl 4@1

fa. 2 3.
b) 6V2 si §; f) e ¥ v
¢)-5v3 si-9; g 13-2V3si2V3 -1

d) -3V15 si -410;

. Ordoneaza descrescator numerele reale:
a) -43, -5v5, -3v6, -2/15; b)V5-2,2-43,V3-2,v2-1.
. Demonstreaza ca \14 - 3> 15 - 10 > &4 - \11.

h)3V2 - 2V3'5i 6 - 6.

UNITATEAT

CONTEXTUALIZEZ
Sistemul de

Pozitionare Globala
(GPS) este un
instrument de
masurare a timpului si
de aproximare a
numerelor reale.

Telefonul tau nu stie
unde te afli, ci
primeste mesaje de la
sateliti. Acestia trimit
semnale radio care se
propaga cu viteza
luminii (c=3-10% m/s)
si care contin
momentul exact al
emiterii. Telefonul
(receptorul) noteaza
momentul receptiei.

Distanta se calculeaza
prin formulad = c- At,
unde c este viteza
luminii Tn vid, iar

At este timpul de
propagare a semnalului
(diferenta de timp
dintre momentul
receptiei semnalului si
momentul emiterii
acestuia).

Daca sistemul face o
eroare de aproximare
in calculul timpului de
107° secunde, atunci
eroarea de pozitionare
este de 0,03 m=3cm.
Daca eroarea de
aproximare a timpului
ar fi 107 secunde,
atunci eroarea de
pozitionare ar fi de
cateva zeci de metri,
ceea ce ar face
imposibila navigarea
pe strazi inguste.
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CONTEXTUALIZEZ

Sunetul produs de o
voce sau de o chitara
este o unda a carei
intensitate variaza
constant, putand fi
reprezentata in orice
moment prin numere
reale. Totusi, un
computer nu poate
stoca ,infinitatea” de
valori ale unei unde.
Pentru a transforma
sunetul in fisier (MP3
sau WAV), computerul
,masoara” unda de
zeci de mii de ori pe
secunda si 0
transforma intr-un
numar intreg, prin
rotunjire. Cu cat
eroarea de
aproximare este mai
mica, cu atat muzica
se aude mai clar si
mai aproape de
realitate.

Deci, cand asculti
melodia preferata la
casti, asculti de fapt
miliarde de
aproximari
matematice redate
atat de rapid, incat
creierul tau le
percepe ca pe un
sunet continuu.

7. Calculeaza:
a) [46\3 - 7] + [2v3 - 3] + 2 [N3 +1];
b) 1335 - 7] - N5 - 2| + 2+ [2v5 - 3v2] + |62 - 9];
) VNZ + V5)2 + (V5 - 2)2 + (2v2 - 3)7;
d) 1283 - 4] + [-243 - 1] - |5 - 243];
e) [Nz -3)2-1| - N2 - 4;
) VW5 - 702 + V(N7 + 3)2 - [2- 5;
g) [N20 - 271 - |-3v5 - V7| - 317 - 245].

8. Reprezinta pe axa numerelor reale: 2,4; 3,2; -2,3; 2%; —3%; V5; =2v/3; —7; —@.

9. Determina aproximarile prin lipsa si prin adaos cu o eroare mai micé decat
10", unde n € {1, 2, 3, 4, 5} pentru urmatoarele numere reale: o 6’ 1,258321;

3. .Vv6. 1,1, 1 2
V2" 472 N3'N2+3'W5 -2
10. Determina rotunjirile la a n-a zecimala, unde n € {1, 2, 3, 4, 5} pentru urmatoarele
numere reale: % -1,4; 5123456; -0,4785621; 1,(321); -311(32); V3; -10; Vg;
N6, 2
NG

11. Se considera numarul real a =

-2,4235871; -4,2; 0,(3); -2,1(23); \7; -/5;

\/§1+ 17
a) Aproximeaza numarul a prin lipsa si prin adaos, cu eroare mai mica decat 102
b) Determina partea intreaga a numarului a.
¢) Stabileste daca numarul a este rational sau irational.

12. Fie X un numar real. Exprima cu ajutorul modulului: @

a)-3<X<3; d)-9<X<-7;
b)1<X+4<T: e)—%sxg 3
);—X—; fla<x<b(a,beR,a<b).
13. Determina valorile numarului real X pentru care:
a) IX| <6; b)l2x-31<5 o l4-6xl<2  d) |1_T <3,
14. Determina partea intreaga si partea fractionara a numarului real a.
a)a=-35 e)a—-j, i) a =~10; m) a=3+15;
. 1
b) a =1,0(6); f)a=2,051; a=-25; n)as= :
Ja=106; 1) ) Ja=—=
1o -390 _ 27, 1
a=; g a=-399; kla=-=7 0)a—3+%,
4 1
d)a-=-5,(3) h)a=-z; )a=~2-+7; a=
) (3) Ja=— ) Pla=sm
15. Determina multimea valorilor numarului real X.
a)[X1=1; ¢)[-3X +5]=-2;
b) [2X - 11=3; d) ["X6+ 1] = -4
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16. Calculeaza:
a) [v2026] - 50 - {-271}; V7 -3)] - [@2 + \5)):

e) [(
f)[(1+3)3] - [1+3]3

231+ {1
1 1. 1 _ _[_JE). 3 {5 — )3
) ersl {gig) B {3 -1 - {2 - V2,

Do {515 ) L {(V‘fﬁﬁ} ) {(3 -22@3}'

17. Determina partea intreaga si partea fractionara a numarului real a.

1 1 1 1
?*ﬁ*&f“'*w-?o'
2-5'5.8°8-1 " 4749

a) a = V20262 - 2026; cas=

b) a = V20272 + 2027; d)a-=

18. Calculeaza:

1 + 1 + 1 + ...+ 1 -

1442 N2++3 3+~N4 7 99 ++100)
b) [N1] + [N2] + [V3] + ... + [V100];

o) [V1-2]+ [V2-3] + [V3- 4] + ... + [V99 - 100].

19. Fie a un numar real, cu proprietatea a € [0, 1). Arata ca numarul
V(a - 12 ++a? - 3(2a - 3) - V(2 - a)? + Vala + &) + 4 este intreg.

20. Fie a un numar real, cu proprietatea -2 < a < 3. Arata ca numarul
@+2?2+la-4|+|7-2al -213-al apartine intervalului de numere reale
(443, 5V2).

21. Demonstreaza ca:
a)Va? - 6a + 10 + Vb% - 4b + 13 > 4, pentru orice a, b € R;

b) V&a(a - 1) + 5 +9b% + 4(3b + 5) > 6, pentru orice a, b € R.
22. Fie a si b numere reale pozitive, iar m,, m, m, reprezinta media aritmetica, media

a)

geometrica si, respectiv, media armonica a numerelor a si b. Demonstreaza ca:

a’+b?
a)ym, < 5

23. Fie n un numar natural nenul si a,, a,, .., a, numere reale pozitive. Demonstreaza
Cd \/a,0, + /0,05 + @50, * ... + \Ja,,a, ++a,a, < n-m,, unde m, reprezinta
media aritmetica a numerelor a,, a,, .., a,,.

b)m,<m <mg mg-my<mg-m,

24. Determina partea intreaga si partea fractionara a numarului real a.
a)a=Vn?+n,neN; ca=vn2+7n+1,neN;
b)a=VnZ+4n+3, neN; d)a=+4n2+3n,neN.

25. Ana a inregistrat in tabelul urmator temperaturile masurate la aceeasi ora pe
parcursul unei saptamani.

Ziva Luni  Marti  Miercuri ~ Joi  Vineri Sambata Duminica
Temperatura -39°C -26°C -41°C -16°C 0°C 1,9 °C 33°C
a) In ce zile au fost inregistrate temperaturi pozitive?
b) Reprezinta pe axa numerelor reale numerele asociate valorilor temperaturilor
din tabelul Anei.
c) Ordoneaza crescator temperaturile inregistrate de Ana in tabel.
d) Calculeaza diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica temperaturd inregistrate.
e) Determina media temperaturilor inregistrate de Ana in tabel.

SA NE AMINTIM!

» media aritmetica a
numerelor reale
pozitive a si b este

a+b.

2 ’
» media geometrica a
numerelor reale
pozitive a si b este

egala cu Va - b;

« media armonica a
numerelor reale
pozitive a si b este
egala cu

egala cu

1
a’'p
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UNITATEA1

Multimea numerelor reale

STIAI CA..? @)

0 eroare de
aproximare prin lipsa
a cauzat un haos
imens la bursa din
Vancouver in 1982.

Indicele bursier era
calculat de mii de ori
pe zi, iar software-ul
trunchia rezultatul
dupa a treia zecimala,
in loc sa il rotunjeasca
la a treia zecimala.
Desi diferenta parea
infima, modul acesta
de calculadus la
scaderea artificiala a
indicelui la fiecare
tranzactie si, in mai
putin de doi ani,
valoarea lui a ajuns de
la 1000 la 524,8, desi,
in realitate, bursa
crescuse.

Cand matematicienii
au analizat
software-ul, au
descoperit eroarea.
in weekendul din

25 noiembrie 1983,
au corectat codul, iar
luni dimineata, cand
au pornit computerul
cu algoritmul de
rotunjire corect,
indicele a ,sarit” de la
524 |a valoarea sa
reala de 1098,892.
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26. Un elev are la matematica notele 7,8, 9 si 5.

a) Determind media aritmetica a notelor elevului.

b) Care este media la matematica a elevului?

¢) Ce nota trebuie sa mai obtina elevul pentru ca media sa fie 8?

d) Este posibil ca elevul sa obtina media 9 dupa ce mai primeste inca 2 note?
Justifica raspunsul.

e) Care sunt cele doua note egale pe care trebuie sd le obtina elevul pentru ca
media celor 6 note sa fie 8?

27. Pe ambalajul unui produs este inscrisa masa acestuia: 25 + 0,02 g.

a) Scrie multimea valorilor posibile ale masei produsului, exprimata in grame.

b) Exprima multimea valorilor posibile ale masei produsului (in grame) folosind
modulul.

¢) Reprezinta pe axa numerelor reale valorile celei mai mari si celei mai mici
dintre masele posibile ale produsului, exprimate in grame. Care este distanta
dintre cele doua puncte obtinute pe axa numerelor?

INDICATIE:

Daca pe ambalajul unui produs este marcata masa acestuia sub forma a + b g,
atunci masa reala a produsului poate fi minimum a - b grame si maximum
a+ b grame.

28. Temperatura optima intr-un laborator trebuie sa fie intre 18 °C si 22 °C. Exprima
aceasta conditie cu ajutorul modulului.
29. Un senzor masoara temperatura t = 20,3 °C, cu o eroare de masurare de +0,03 °C.
a) Determina intervalul in care se poate afla temperatura reala.
b) Exprima multimea valorilor posibile ale temperaturii folosind modulul.
¢) Determina aproximarile temperaturii cu o eroare mai mica decat 102

d) Reprezinta pe axa numerelor reale valorile extreme ale temperaturii posibile si
calculeaza diferenta dintre temperatura maxima si temperatura minima.

30. intr-o sala de clasa se afla o tabla dreptunghiulard cu dimensiunile 3 m,
respectiv 2 m. Trei elevi masoara lungimea diagonalei tablei. in tabelul de mai jos

sunt inregistrate rezultatele obtinute de acestia: @
Nume elev Ana Bogdan Carmen
Rezultatul masuratorii 3,6m 3,7m 35m

a) Determina lungimea reala a diagonalei tablei.

b) Calculeaza eroarea fiecarei masuratori (diferenta in valoare absoluta fata de
valoarea reala).

c) Reprezinta pe axa numerelor reale valorile obtinute prin masurare de catre cei
trei elevi, precum si valoarea lungimii diagonalei tablei (exprimate in metri).

d) Care elev a masurat cu cea mai mare precizie? Justifica raspunsul.

e) Rotunjeste lungimea reald a diagonalei tablei, exprimata in metri, la a doua
zecimala.



Recapitulare

Exercitii recapitulative

1

. Determina valorile numarului real X pentru care:

. Se considera numerele reale: -5,68568; =

- 2 3.
Vs NERT 22 VB 1 20 \/:}
a) Determina multimile: ANN,AnZ,AnQ,An(R\Q),An(Z\N),An@ \ Z).
b) Reprezintd pe axa numerelor reale elementele multimii A.

Se considera multimea A = {—\/W; 1,3);

c) Determina partea intreaga si partea fractionara a elementelor multimii A.

. Se considera numerele reale a = ( 2.5, 7 +3,b= {[ —] :%- 7} - (-3)?,

2498 10
c=(23+32) L (3 0.3)-303): )d=\/3+\/3+ V6 - V3+V3-6 -V3-V3+v6 -\3-V3-6.

a) Precizeaza care dintre numerele reale g, b, ¢ sunt rationale.
b) Scrie aproximarile prin lipsa si prin adaos, cu o eroare mai mica decat 10, ale numarului real d.

c) Reprezinta, pe axa numerelor reale, numerele a, b, ¢, media aritmetica a numerelor a si b si media
aritmetica a numerelor a, b si c.

—

8103
Yblcld'
2

3(3(

a) Compara numerele reale a sib.
b) Determina partea intreaga si partea fractionara a numerelor asib.

Q|w

d) Ordoneaza descrescator numerele

T sib=y{2- N7+ T -1 1.

Se considera numerele reale a =

c) Determina numerele rationale X si y pentru care =X + Y\7.

a)Ix+2| +Ix?+9]=0; oll1-2x]+2]=5 e) IX-2] +[x2-4] <0;
b) IX2 - 8] = 1; d) ﬂ| f) I3 -5x| <2.
Fie X un numar real nenul cu proprietatea X - X = & Determina X3 - ek

. Compara numerele reale:

a)3VT si §; b) -6+5 i -5V6: C)v%_ﬁiﬁ? d) 395 - 2v3 si 6 - T5.
Determina partea intreaga si partea fractionara a numarului real a.

a)a=-17(); c)a=-5V6; e)Vn2+2n,neN;

b)a=13—7; d)a=2+0; fla=Vn?+9n+12,neN.

; B2 2, 1
162;2,6) 23,57 & 5B

; 5,
a) Ordoneaza crescator numerele.

b) Determina aproximarile numerelor prin lipsa si prin adaos, cu o eroare mai micd decat 10, unde
n €{1,2, 3, 4}, si rotunjirile numerelor la a n-a zecimala, unde n € {1, 2, 3, 4}.

Pentru ca pestii dintr-un acvariu sa fie sanatosi, nivelul pH-ului apei trebuie sa fie 7,2, cu o toleranta de 0,4.

a) Scrie intervalul de valori admise pentru pH-ul apei din acvariu.

b) Exprima conditia de siguranta a pH-ului folosind modulul unui numar real.

¢) Un senzor masoara pH-ul si afiseaza valoarea 7,58. Determina abaterea fata de valoarea ideala de 7,2.

d) Daca senzorul are o eroare de precizie de 0,05, determina valoarea minima reald pe care o poate avea
pH-ul atunci cand aparatul indica 7,58.
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul | 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzdatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singura varianta de raspuns.

(10 p.) A. Aproximarea prin lipsa, cu o eroare mai mica decat 1072, a numarului real -1,548 este:

a) -1,55; b) -1,54; c) -1,53; d) -1,44.

(10p.) B. Numarul real \/2% apartine multimii:

aR\Q; b)Z \ N; 0Q \Z d) Z.
(10p.) C. Fie X un numar real cu proprietatea -5 < X < -1. Atunci:
a) x| <1; b) IX-2[<1; Q) Ix+3l<2; d) IX-3| <2
Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvdrile complete.

25de puncte 1. in cadrul unui experiment, un elev trebuie sa prepare o solutie a crei concentratie
optima trebuie sa respecte conditia |c - 0,12| < 0,005.

(10p.) a) Exprima multimea valorilor posibile ale concentratiei sub forma de interval de numere
reale.

(5p.) b) Solutia obtinuta de elev are o concentratie de 0,1248. Este aceasta conforma? Justifica.

(10 p.) ¢) Reprezinta pe axa numerelor reale valorile extreme admise ale concentratiei solutiei.

10 puncte 2. Compara numerele a si b:

a=\2\3 - 42+ [1- 3] - VT2;

b=-2.
15puncte 3. Fie asibnumere reale astfelincata - b = —% sia’-b3= '23_176'
(10 p.) a) Determina a? + b2,
(5p.) b) Determina aproximarea prin lipsa, cu o eroare mai micd decat 107, a numarului

real a2 + b2

10 puncte 4. Determina partea intreaga si partea fractionara a numarului real Vn? + 2n, unde n este
numar natural nenul.

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR$|TUL ACESTEI UNITI\Tl: 5foarte bine  &4bine 3mediu  2slab  1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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Unitatea

Elemente de
logica matematica

» 1. Propozitii si predicate; operatii: negatia,
conjunctia, disjunctia, implicatia,
echivalenta; cuantificatori; reguli de negare
» 1.. Propozitii si predicate

» 1.2. Operatii: negatia, conjunctia,
disjunctia, implicatia, echivalenta

» 1.3. Cuantificatori

» 1.4. Reguli de negare

»> 2. Metode de rationament: metoda
reducerii la absurd; metoda inductiei
matematice

» 2.1. Metoda reducerii la absurd
»> 2.2. Metoda inductiei matematice



UNITATEA 2 Elemente de logica matematica

I 30

1. Propozitii si predicate

Descopar

| Precizeaza daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false.

1. Balena este un peste.

2.0 ora are 3 600 de secunde.

3.Solutia ecuatiei X +2=3, X € R, este X=1.
4. Hai acasa!

5X+Y+Z=2,XY,Z€R.

6. Unde mergem?

7. 7 este numar irational.

8.X=VY,X,y€R.

Logica matematica studiaza regulile de baza, dupa care se pot combina afirmatiile pentru a construi
rationamente valabile. Tn matematica, enunturile pot fi adevdrate sau false. Putem spune cad logica
matematica este ,gramatica gandirii corecte”.

Definitia 1. Un enunt este un ansamblu de simboluri carora li s-a dat un anumit sens.

EXEMPLE:
1. ,Numarul 2 este impar.” 3., X+5<3,XeR”

2.3eZ’ 4. ,Cat este ceasul?”

Rezolvand exercitiul propus la sectiunea Descopar, observam ca:

- despre unele enunturi putem spune cu certitudine ca sunt adevarate sau false;
- unor enunturi nu li se poate atribui una dintre valorile ,adevarat” sau ,fals”;

- unele enunturi devin adevarate sau false in functie de valorile pe care le primesc necunoscutele de care
depind.

Definitia 2. Se numeste propozitie, in sensul logicii matematice, un enunt care este adevarat sau fals (dar
nu ambele simultan).

Propozitiile se noteaza cu litere mici, de obicei p, g, r, s, sau cu litere mici cu indici, de exemplu p, g,, .
EXEMPLE:

1.p:,5-2=2" 3.r3:,356"

2.9,,9:3" 4. q: ,Craiova este resedinta judetului Dolj.”

Definitia 3. Proprietatea unei propozitii p de a fi adevarata sau falsa se numeste valoarea de adevar a
propozitiei p.

Valoarea de adevar a unei propozitii este ,adevarul” (notat A sau 1), daca propozitia este adevdratd, sau
Lfalsul” (notat F sau 0), daca propozitia este falsa.



Elemente de logica matematica UNITATEA 2

OBSERVATIE.

Logica matematica se mai numeste si logica bivalenta, deoarece singurele valori de adevar care pot fi
atribuite unei propozitii sunt ,,adevarul” si ,falsul”.

EXEMPLE:
1. Propozitia p: 7 + 3 = 21" este falsd, deci valoarea sa de adevar este F (sau 0).

2. Propozitia g: ,Laturile patratului sunt congruente”” este adevarata, deci valoarea sa de adevar este A (sau 1).

OBSERVATII.

1. O teorema din matematica este o propozitie adevarata.

2. Enunturilor de tipul , Hai acasa!” sau ,Unde ai fost?” nu li se poate atribui o valoare de adevar. Acestea nu
sunt propozitii in sensul logicii matematice.

Definitia 4. Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau mai multe variabile si care devine
propozitie adevarata sau propozitie falsa in functie de valorile pe care le atribuim variabilei/variabilelor.

OBSERVATIE.
La definirea unui predicat se indica multimea/multimile in care variabila/variabilele ia/iau valori.

Definitia 5. Multimea de adevar a unui predicat este multimea tuturor valorilor variabilei/variabilelor
pentru care predicatul devine o propozitie adevarata.

OBSERVATII.
1. Predicatele se noteaza tot cu litere mici, urmate de paranteze rotunde intre care se pun variabilele, de
exemplur p(X)r Q(X, y)y p’l(xy y, Z)r qz( X’|1 X21 X3)

2.1n functie de numarul de variabile de care depinde, un predicat poate fi: unar - notat, de exemplu, p(X);
binar - notat, de exemplu, p(X, Y); ternar - notat, de exemplu, p(X, Y, Z) etc.

EXEMPLE: @

1. Enuntul p(X): ,X2 - 2X - 3= 0", unde X € R, este un predicat unar.

Pentru X = 1, obtinem propozitia p(1): ,12-2-1-3=0" care este falsa.

Pentru X = 3, obtinem propozitia p(3): ,32 - 2 - 3 - 3 = 0", care este adevarata.

Multimea de adevar a predicatului p(X) este {-1, 3}, adica multimea solutiilor ecuatiei X2 - 2X -3=0,X € R.
2. Enuntul p(X, y): ,X? + y2=5", unde X € Zsiy € Z, este un predicat binar.

Pentru X =1,y = 0, obtinem propozitia p(1, 0): ,12 + 02 = 5", care este falsa.

Pentru X = -2,y =1, obtinem propozitia p(-2,1):,(-2)? + 12 = 5", care este adevarata.

Multimea de adevar a predicatului p(X, y) este {(-2, -1), (-2, 1), (-1, -2), (-1, 2), (1,-2), (1, 2), (2, -1), (2, )}.
3. Enuntul p(X, Y, 2): ,X* + y? = 2, unde X, Y, Z € N, este un predicat ternar.

Pentru X =1, = 2, Z = 3, obtinem propozitia p(1, 2, 3): 1> + 22 = 3%", care este falsa.

Pentru X =3,Y =4, Z = 5, obtinem propozitia p(3, 4, 5): ,3? + 4? = 5", care este adevarata.

Multimea de adevar a predicatului p(X, Y, Z) este formata din toate tripletele pitagoreice: {(3, 4, 5), (5, 12, 13),
(6, 8,10) etc.}.
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Elemente de logica matematica

Gottlob Frege
(1848-1925)

STIAI CA..?

» Denumirile
anterioare ale logicii
matematice au fost
logica simbolica
(opusa logicii
filosofice) si
metamatematicd.
Primul termen inca
este folosit, dar al
doilea termen este
utilizat in prezent
pentru a desemna
anumite aspecte ale

teoriei demonstratiei.

« Gottlob Frege,
matematician, filosof
si logician german,
este considerat
fondatorul logicii
moderne datorita
volumului Notatia
conceptelor: limbajul
formal al gandirii
pure, elaborat dupa
modelul aritmeticii
(nu a fost tradus in
limba romana).

Exercitii rezolvate

1. Precizeaza care dintre enunturile urmatoare este sau nu propozitie. Stabileste
valoarea de adevar a propozitiilor identificate.
I"

e) X2+1=10"XeZ
f) ,Cartea este un aliment.”

¢) ,1 este numar prim.”
d),2+2=4"

a) ,Inchide usa
b) , Ce faci?”
Rezolvare:

a) Enuntul nu este o propozitie, deoarece nu Ti putem atribui una dintre valorile
,adevarat” sau ,fals”.

b) Enuntul nu este o propozitie, deoarece nu ii putem atribui una dintre valorile
,adevarat” sau ,fals”.

¢) Enuntul este o propozitie falsa.
d) Enuntul este o propozitie adevarata.

e) Enuntul nu este o propozitie, deoarece pentru anumite valori ale variabilei
este adevarat, iar pentru altele este fals (enu ntul este predicat unar).

f) Enuntul este o propozitie falsa.

2. Stabileste multimea de adevar a predicatului p(X).

a) px): ,2X-N+3=X" XER;
Rezolvare:

b) p(X): ,3X -9 < 4X +2" X € R.

a) Rezolvam ecuatia 2(X - 1) +3=X,X € R.
2X-N+3=X©2X-2+3=X&2X-X+1=0X+1=0X=-1
Multimea de adevar a predicatului p(X) este {-1}.

b) Rezolvam inecuatia 3X - 9 < 4X +2, X € R.

3X-9<4X+2 93X -4X<2+96 -X<NeX>-TTe Xe(-11, +©)
Multimea de adevar a predicatului p(X) este (-11, +o).

3. Determina multimea de adevar a predicatului p(X, Y): ,[3X - 4| + [-2y - 5] = 0",

unde X,y € R.
Rezolvare:

I3X - 4| > 0, pentru orice numar real X
[-2y - 5] 2 0, pentru orice numar real Y ¢ = [3X - 4| = 0 si|-2y-5/=0
[3X - 4| +|-2y - 5] =0

|3x—4|=0©3x—4=0@3x=4@x=§

I—2y—5|=0©—2y—5=0©—2y=5©y=_g

Multimea de adevar a predicatului p(X, Y) este { (& —§> }




Elemente de logica matematica

Aplic ()

1. Identifica propozitiile si predicatele dintre enunturile urmatoare. Pentru fiecare

dintre propozitiile identificate, precizeaza valoarea de adevar, iar pentru fiecare
dintre predicatele identificate, precizeaza multimea de adevar.

a) ,10 este numar prim.’

c),72:8=7"

d) ,Triunghiul isoscel are doua laturi congruente.”
e),72:X=12"XeZ"

f) X+\Y=1,X€ZYyeN

g) . X+2=3"X€EZ

h) X2-4X+4=0"XeZ

i) ,Aria unui triunghi este egala cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi si
lungimea inaltimii corespunzatoare acesteia.’

b) ,Cum este vremea?”
)

j) ,Sterge prafull”

k),2:8=04"

), Xx-3<5" XeR

m) 4X2-4X+1=0"XeR

n) ,In intervalul de numere reale (-3, 2] sunt 5 numere intregi.’

0) 9 + 76 = V25"
1.2_3,
p%§+§=§
1 z'"

q) ,Calculeaza 7+3!

. Fie predicatul p(X): ,X*2 X", unde X € . Stabileste valorile de adevar ale
propozitiilor:

ap0;  bp dp(3) det2: ep(3).

. Fie predicatul p(X, y): ,X divide y”, unde X € N, y € N. Stabileste valorile de

adevar ale propozitiilor:

a) p(2,1); b)pG3,9); A p(,10);  d)p(5,5).

. Fie predicatul p(X, y): ,X? - 2y? = 3", unde X, Y € R. Stabileste valorile de adevar

ale propozitiilor:

a) p(1,1); b) p(0,-2); ) p(3,-3).

. Determina multimile de adevar ale predicatelor urmatoare:

a)pX): ,(X+2)-3-1=2X+5"XeR; g pX):,X-32-1=0"X€eER;

h) p(x): ,,2X2_ 1, % = % X€eR;

i) pxX): ,12-3Xl < 4" X ER;
) pX): 2X-1-(X+3)<4-X" XER;
k) p(X): ,5(X +2) -3(x-1) >-2" X €R;

b) p(X): ,X2-5X +6=0", X € Z;

Q) pX): ,IX -2l =5" X eR;

d) pO¥): ,IX+ 3] +[x2-9] = 0" X € R;
e) px): 15 : X", X € N

f) pex): ,,Xff 7EN XEN;

D pex, Y): WX -2l +1ly-11=0" X eR.

UNITATEA 2

LUCRAT! iN PERECH!'

Harta conceptuala:
Propozitii si predicate
Realizati o harta
conceptuala cu titlul
,Propozitii si
predicate”.

» Creati 0 ramura
principala pentru
propozitii si o alta
pentru predicate. Dati
cate trei exemple din
fiecare categorie.

» Creati ramuri
secundare pentru
predicate unar, binar
si ternar. Dati cate un
exemplu pentru
fiecare caz.

Folositi culori diferite
pentru fiecare
sectiune.
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1.2. Operatii: negatia, conjunctia, disjunctia, implicatia,
echivalenta

Descopar
Precizeaza valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
1. p: ,2 nu divide &." 3.r:,2 divide &4 sau 2 este numar prim.”’
2.q: ,2 divide 4 4, s: ,Daca 2 divide 7, atunci 2 este numar prim.”

5.t:,2 divide 4 si 2 este numar prim.”

Invat

B 34

”n om

Utilizand elemente de legatura, care in limbajul curent sunt exprimate prin cuvintele ,nu”, ,sau”, ,si",

»implica”, ,echivalent”, din propozitii simple se pot forma propozitii noi.
OBSERVATII.

1.Tn loc de ,implicd” se poate folosi ,daci ..., atunci’, iar in loc de ,echivalent” se poate folosi ,daca si
numai daca”.

2. Elementele de legatura ,nu’, ,sau”, ,si", ,implica’, ,echivalent” se numesc operatori logici sau conectori
logici.

3. Propozitia obtinuta in urma folosirii conectorilor logici se numeste propozitie compusa.

EXEMPLU:
Se considera propozitiile p: 2 + 3= 5" si g: ,Numarul natural 2 este numar prim.”.

Cu ajutorul operatorilor logici se pot forma propozitii compuse, precum:
» ,2 +3=5si numarul natural 2 este numar prim.’

e ,2+3=5sau numarul natural 2 este numar prim.”’

o ,2 +3=5implica numarul natural 2 este numar prim.” sau

,Daca 2 + 3 =5, atunci numarul natural 2 este numar prim.”’

« ,2 +3 =5 echivalent cu numarul natural 2 este numar prim.” sau

,2 +3 =5 daca si numai daca numarul natural 2 este numar prim.’

Valoarea de adevar a unei propozitii compuse este determinata de valorile de adevar ale propozitiilor
componente.

Operatiile logice elementare cu propozitii sunt negatia, disjunctia, conjunctia, implicatia si echivalenta.

1. Negatia
A. Negatia propozitiilor

Negatia propozitiei p este propozitia ,,non p”, care se noteaza —p sau p si care este adevarata cand p este
falsa si falsa cand p este adevarata.
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Valoarea de adevar a propozitiei ,non p” este ilustrata in tabelul de adevar alaturat:

p —p
EXEMPLE: 1 0
1. p: ,Cainele este un mamifer”” (A) 2. p: ,Numarul 7 este par.” (F) 0 1

—p: ,Cainele nu este un mamifer.” (F) =p: ,Numarul 7 nu este par.” (A)

B. Negatia predicatelor

Se considera predicatul p(X), unde X € E, E # @.

Negatia predicatului p(X) se noteazd —p(X) sau p(X). Multimea de adevar a predicatului —p(X) este
multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care predicatul p(x) devine o propozitie falsa.

EXEMPLU:

pX): X22"XeR, 7-pX): X<2"XeR

Multimea de adevar a predicatului p(X) este [2, +e0), iar multimea de adevar a predicatului =p(X) este (-, 2).

2. Conjunctia

A. Conjunctia propozitiilor
q
Conjunctia propozitiilor p si g este propozitia ,,p si g”, notata p A g, care este

adevarata cand ambele propozitii sunt adevarate si falsa in celelalte cazuri.

Valoarea de adevar a propozitiei ,,p si g este ilustrata in tabelul de adevar
alaturat:

EXEMPLE:

1. Fie propozitiile p: 15> 10" si g: ,8 : 2". Propozitia p A g:,15 > 10 i 8 : 2" este adevarata, deoarece atat p,
cat si g sunt propozitii adevarate.

p
0
0
1
1

- O = o 9

A
0
0
0
1

2. Fie propozitiile p: ,2 + 3 = 6" si g: ,Patratul este un paralelogram”. Propozitia p A g: ,2 + 3 = 6 Si patratul
este un paralelogram” este falsa, deoarece propozitia p este falsa.

OBSERVATIE.

Propozitia p A (—p), care este intotdeauna falsa, exprima principiul contradictiei, potrivit caruia o propozitie
nu poate fi simultan si adevarata, si falsa.

B. Conjunctia predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € Esi E # @&.
Conjunctia predicatelor p(X) si q(X) este predicatul ,,p(X) si g(x)", notat p(X) A q(X).

Multimea de adevar a predicatului p(X) A g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
ambele predicate p(X) si q(X) devin propozitii adevarate.
EXEMPLU:

Se considera predicatele p(X): ,X este numar prim”, X € N, si g(X): ,X < 17", X € N. Conjunctia predicatelor
p(x) si g(x) este predicatul p(X) A g(X): ,X este numar prim si X < 17", X € N. Multimea de adevar a
predicatului p(x) este {2, 3, 5,7, 11, 13, 17, ...}, iar multimea de adevar a predicatului g(X) este {0, 1,2, 3, ..., 16}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) A q(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
ambele predicate (p(X), g(x)) devin propozitii adevarate, adica multimea {2, 3, 5, 7, 11, 13}.
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Observam ca, daca notdm cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a
predicatului g(x), atunci multimea de adevar a predicatului p(X) A g(X) este An B.

intr-adevar, un element X, apartine multimii de adevar a predicatului p(X) A g(X) atunci cand propozitiile
p(X,) si q(X,) sunt simultan adevarate, adica atunci cand X, € A si X, € B, deci X, € An B.
3. Disjunctia

A. Disjunctia propozitiilor

P q pvg
Disjunctia propozitiilor p si q este propozitia ,,p sau g", notata p v g, care 0 0 0
este adevarata daca cel putin una dintre propozitii este adevarata si falsa 0 : :
cand ambele propozitii sunt false. ] 0 ]
Valoarea de adevar a propozitiei ,p sau " este ilustrata in tabelul de adevar ’ : .
alaturat:

EXEMPLU:

Se considera propozitiile p: ,3 este numar natural.” si g: 3 este numar par”. Propozitia p v g: 3 este numar
natural sau este par.” este adevarata, deoarece propozitia p este adevarata.

OBSERVATIE.
Propozitia p v (—p) este adevarata pentru orice propozitie p si exprima principiul tertului exclus, potrivit
caruia o propozitie este sau adevarata, sau falsa.

B. Disjunctia predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € Esi E # @.

Disjunctia predicatelor p(X) si q(X) este predicatul ,p(X) sau g(X)", notat p(X) v g(X). Multimea de adevar
a predicatului p(X) v q(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care cel putin unul dintre
predicatele p(X) si g(X) devine propozitie adevarata.

EXEMPLU:

Se considera p(X): ,X +3>6", X € N, si g(X): ,X <7", X € N. Disjunctia predicatelor p(X) si g(X) este predicatul
p(X) v g(X): ,X+3 > 6 sau X < 7", X € N. Multimea de adevar a predicatului p(X) este {4, 5, 6, 7, 8,...}, iar
multimea de adevar a predicatului g(x) este {0, 1,2, 3, 4, 5, 6}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) v g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care cel
putin unul dintre predicatele p(X) si q(X) devine propozitie adevarata, adica multimea {0, 1,2, 3, 4,5, 6, ..},
care reprezinta multimea numerelor naturale.

Observam ca, daca notdm cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a
predicatului g(Xx), atunci multimea de adevar a predicatului p(X) v q(X) este AU B.

Intr-adevar, un element X, apartine multimii de adevar a predicatului p(X) v q(X) atunci cand cel putin una
dintre propozitiile p(X,) si g(X,) este adevarata, adica atunci cand X, € A sau X, € B, deci X, € AU B.

4. Implicatia

A. Implicatia propozitiilor

Implicatia propozitiilor p si g, in aceasta ordine, este propozitia ,p implica q” sau ,daca p, atunci q”
(notata p — q), care este falsa daca p este adevarata si g este falsa si este adevarata in celelalte cazuri.
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Propozitia p se numeste premisa sau ipoteza, iar propozitia q se numeste

concluzie P I p=a

’ 0 0 1
Valoarea de adevar a propozitiei ,p implica q” este ilustrata in tabelul de 0 1 1
adevar alaturat:

1 0 0

OBSERVATIE. 1 ] 1
Propozitia ,,p implica g” se poate citi si ,daca p, atunci g” sau ,din p rezulta q".
EXEMPLE:

1. Se considera propozitiile p: ,8 este multiplu al lui & si g: 6 este numar par.”. Propozitia p — g: ,8 este
multiplu al lui 4 implica 6 este numar par.” este adevarata, deoarece ambele propozitii p si g sunt adevarate.

2. Se considera propozitiile p: ,2 + 3 =5" si g: ,2% + 32 = 52". Propozitia p > g: 2 + 3 =5 implica 22 + 32 = 52"
este falsa, deoarece propozitia p este adevarata si propozitia g este falsa.

B. Implicatia predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € E Si E # @.

Implicatia predicatelor p(X) si q(x) (in aceasta ordine) este predicatul ,p(x) implica q(x)" sau
»daca p(x), atunci q(x)", notat p(x) — g(x).

Multimea de adevar a predicatului p(X) — g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
predicatul p(X) — q(X) devine o propozitie adevarata.

EXEMPLE:

1. Fie predicatele p(X): ,X >3", X € N, si g(X): , X >5", X € N. Implicatia predicatelor p(X) si g(X) este predicatul
p(x) — q(x): X >3 implica X >5., X € N. Multimea de adevar a predicatului p(x) este {4, 5, 6, ...}, iar multimea
de adevar a predicatului g(X) este {6, 7, 8,...}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) — g(x) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care fie
predicatul p(X) devine propozitie falsa (multimea {0, 1,2, 3}), fie ambele predicate p(X) si g(X) devin propozitii
adevarate (multimea {6, 7, 8, ...}, adica N \ {4, 5}).

2. Fie predicatele p(X): X : 6", X € N si g(X):,.X : 3", X € N. Implicatia predicatelor p(X) si g(X) este predicatul
p(X) - q(X): ,X : 6 implica X : 3", X € N. Multimea de adevar a predicatului p(X) este {0, 6, 12, 18, ...}, iar
multimea de adevar a predicatului g(X) este {0, 3, 6,9, 12, 15, 18, ...}.

Multimea de adevar a predicatului p(X) — g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care fie
predicatul p(X) devine propozitie falsa (multimea N \ {0, 6, 12, 18, ...}), fie ambele predicate p(X) si g(x) devin
propozitii adevarate (multimea {0, 6, 12, 18, ...}, adica N).

Daca notdm cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a predicatului g(X),
atunci A=1{0, 6,12,18, ...} siB={0, 3, 6,9, 12, 15, 18, ...}. Observam ca orice element din multimea A apartine
si multimii B (orice multiplu de 6 este si multiplu de 3), deci A c B.

5. Echivalenta

A. Echivalenta propozitiilor

Echivalenta propozitiilor p si q este propozitia ,p echivalent cu ¢” sau ,p daca si numai daca q"
(notata p < q), care este adevarata cand ambele propozitii au aceeasi valoare de adevar si este falsa in
celelalte cazuri.

37



UNITATEA 2 Elemente de logica matematica

I 33

Valoarea de adevar a propozitiei ,p echivalent cu g” este ilustrata in

P p q pP<q
tabelul de adevar alaturat: 0 o :
EXEMPLU: 0 ] 0
1. Se considera propozitiile p: ,8: 4=2"siq: ,6 +3=9" 1 0 0
Propozitia p < q: ,8: 4 =2 echivalent cu 6 + 3 = 9" este adevarata, - - "

deoarece ambele propozitii p si g sunt adevarate.

2. Se considera propozitiile p: ,3 +3=9"si g: 5 < 6". Propozitia p < g: ,3 + 3 =9 daca si numai daca 5 < 6"
este falsd, deoarece propozitiile nu au aceeasi valoare de adevar (propozitia p este falsa si propozitia g este
adevarata).

B. Echivalenta predicatelor
Se considera predicatele p(X) si q(X), unde X € E si E # @.

Echivalenta predicatelor p(X) si g(X) este predicatul ,,p(X) este echivalent cu q(X)" sau ,,p(X) daca si numai
daca g(x)”, notat p(x) < q(x).

Multimea de adevar a predicatului p(x) < g(X) este multimea tuturor valorilor variabilei X pentru care
predicatele p(X) si g(x) devin propozitii cu aceeasi valoare de adevar (sunt ambele adevarate sau ambele
false).

EXEMPLU:

Se considera predicatele p(X): ,X este numar par”, X € N si q(X): X : 2", X € N. Echivalenta predicatelor p(X)
si g(x) este predicatul p(x) < g(X): X este numar par daca si numai daca X : 2", X € N. Multimea de adevar
a predicatului p(X) este {0, 2, 4, 6, ...}, iar multimea de adevar a predicatului g(X) este {0, 2, 4, 6, ...}.

Daca notdam cu A multimea de adevar a predicatului p(X) si cu B multimea de adevar a predicatului g(X),
atunci A = B.

in general, doua predicate sunt echivalente dacé au aceeasi multime de adevar.

in calculul propozitional, cu litere (prin care se noteaza propozitii) si cu simbolurile operatorilor logici
(A, Vv, —, <) se formeaza expresii numite formule ale calculului propozitional.

Doua formule ale calculului propozitional a si  se numesc echivalente daca, pentru orice valori de adevar
ale propozitiilor care le compun, au aceeasi valoare de adevar. Notam acest lucru prin « = p.

EXEMPLV:
pAalgvr) =(pagvipar)

P q r qvr pa(@gvr)  pAaq  pAr  (pAqQV(pAT)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 1
1 0 o0 0 0 0 0 0
0o 1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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0 formula a calculului propozitional care este adevarata, indiferent de valorile
de adevar ale propozitiilor care o compun, se numeste tautologie.

exerPLy: @ @

[(p — q) A p] = q este tautologie.

P—>q (p—qAnp (P > @ Ap)|— q

q
1 1
0 0
1 0
0

o O = = T
S | 1 |
—_— ) e

0

0 formula a calculului propozitional care este falsa, indiferent de valorile de
adevar ale propozitiilor care 0 compun, se numeste contradictie.

Aplic

1. Scrie negatiile urmatoarelor propozitii:

a) ,Temperatura aerului este pozitiva.” e),2+9=10"

b) ,imi place matematica.’ f) ,Trenul are intarziere”

C) 122 = 144" g),2<5"

d),m=3)14" h) ,Un triunghi are & varfuri”

. Verifica daca urmatoarele propozitii compuse sunt adevarate:

a) ,Numarul natural 10 este par si este mai mare decat 8"

b),10 <11 sau 102=20"

c) ,Daca 5 > 8, atunci 7 este numar par”’

d) ,Daca triunghiul are trei laturi, atunci patratul are cinci varfuri.”
e) ,N2 € N daca si numai daca \'5 € Q"

f) ,Numarul 121 este par sau este patrat perfect.”

. Se considera urmatoarele propozitii: p: ,5 este numar prim”, g: ,.2 este patratul
unui numar natural” sir: 2 + 2 = 5". Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor:
pvapvrnq—pr<qp,pArnLr—p,p<q,q.

. Se considera propozitiile: p;: ,3,2 < 315"; p,: , V6(v3 -+2) - 332 + V12 =0";

py: ,,(3 -5 %%) 2=5"p, % +\18 = 6"; ps: ,5,36 + 2,4 = 7,40",
Stabileste valoarea de adevar a fiecarei propozitii:

a) —p; d) p: = ps; g p, < ps; )PV ps;

b) —ps; e)p, — ps; h) p, A ps; K) p, v p;

)Py VP f)p; < ps i) ps A D, ) (=p,) v (=ps).

. Se considera predicatele p(X): ,2X - 6 <3X + 1", X € R, si q(X): ,IX + 2| < 11", X € R.
Determina multimea de adevar a predicatului p(X) A g(X).

UNITATEA 2

EXERSEAZA!

Verifica daca
urmatoarele
rationamente
matematice sunt
corecte folosind
echivalentele logice.

« Daca numarul n
este divizibil cu 6,
atunci acesta este
divizibil cu 2.
Numarul n este
divizibil cu 6. Prin
urmare, n este
divizibil cu 2.

« Daca patrulaterul
ABCD este dreptunghi,
atunci acesta are
diagonalele
congruente.

Patrulaterul ABCD nu
are diagonalele
congruente. Prin
urmare, ABCD nu
este dreptunghi.

« Daca numarul n
este divizibil cu 9,
atunci acesta este
divizibil cu 3.
Numarul n este
divizibil cu 3. Prin
urmare, n este
divizibil cu 9.

« Daca numarul n
este divizibil cu 12,
atunci acesta este
divizibil cu 4.

Daca numarul n este
divizibil cu 4, atunci
acesta este un numar
par. Prin urmare,
daca numarul n este
divizibil cu 12, atunci
este un numar par.
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EXERSEAZA!

Fie propozitiile:

p: ,Andrei invata la
matematica.’

g: ,Andrei este obosit.”
r: ,Andrei primeste o
nota mare.”

i) Scrie urmatoarele
propozitii:

q—-r

pAG;

—p;

—(p v q);

(=p) v (—q);
(raq)—p;
(pAq)Vp.

ii) Scrie formulele de
calcul propozitional
corespunzatoare
enunturilor:

a) Andrei nu invata la
matematica, dar
primeste o nota mare.

b) Daca Andrei este
obosit si nu invata la
matematica, atunci nu
primeste o nota mare.

c) Nu este adevarat
ca Andrei este obosit
sau nu invata la
matematica.

d) Daca Andrei invata
la matematica, atunci
primeste o nota mare.

e) Andrei invata la
matematica daca si
numai daca nu este

B 40

6. Se considera predicatele p(X): ,2(X - 3) - 4(X + 1) > -18", X € R, si q(X): ,3X -9 2 0",
X € R. Determina multimile de adevar ale predicatelor:

a) =p(X); ) pOX) A q(X); e) p(xX) < q(x).
b) p(X) v q(X); d) p(X) = q(X);

7. Se considera predicatele p(X,y): ,2X +Yy = 6", X,y € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} si
qx, Y): ,3X+y=8"XYel0,1,723, 475, 6}. Determind multimile de adevar ale
predicatelor:

a) p(%, Y) v q(x, Y); c) 4, y) = p(X, Y);
b) P(X, ¥) = a(X, Y d) p(x, Y) < qx, y).
8. Folosind propozitiile p: 12 este numar impar”, g: ,3 + 4 =7" si r: 7 divide 12", scrie

” M

in caiet cate doua propozitii cu fiecare dintre operatorii logici ,nu”, ,sau”, ,si",
»implica”, ,echivalent”. Precizeaza valorile de adevar ale acestora.

9. Se considera predicatele p(X): ,X-1< 10" X € R, si q(X): ,2Xx-3>5", X € R.
Determina multimea de adevar a fiecarui predicat: =p(X), p(X) v q(X), p(X) A q(X).

10. Se considera predicatele p(X): ,X-1=0", X € R, si q(X): ,X*-1=0", X € R.
a) Determina multimea de adevar a predicatului p(X) — g(X).
b) Sunt predicatele p(X) si g(X) echivalente?

11. Identifica predicatele implicate in urmatoarele enunturi, apoi scrie enunturile
folosind simboluri logice.

a) ,Un numdr natural este par daca si numai daca este divizibil cu 2"
b) ,Daca un numar natural este multiplu de 4, atunci este numar par.”

¢) ,Un numar natural este divizibil cu 3 daca si numai daca suma cifrelor sale
este divizibila cu 3

d) ,Daca un patrulater este romb, atunci laturile lui sunt congruente.”
12. Se considera propozitia compusa ,,Daca in triunghiul ABC, <A = 30° si <B = 70°,
atunci «C=80°".
a) Identifica propozitiile simple care alcatuiesc propozitia data si noteaza-le cu
literele p, g sir.
b) Scrie propozitia compusa data folosind literele p, g, r si operatori logici.

13. Fie p si g doua propozitii simple. Realizeaza tabelul de adevar pentru fiecare
dintre urmatoarele propozitii compuse:

a)(pvaq)—p; d) (=p v q) - —p; g)(pA—g) - (mpva)
b)g— (p A q); e)ga(pvaq) h)(=p v q) - —p.
Apeq-g f)(pAq)— (pva)

14. Demonstreaza urmatoarele echivalente cu ajutorul tabelelor de adevar:
a) p = —(=p); A p—q=(=q) - (=p);
b)p - qg=(-p)vg; dpvigan=pvagalpvr).
15. Arata ca urmatoarele formule ale calculului propozitional sunt tautologii:

a)p—(pvaq) d)(p A q) < (qAp);
b)(pAg)—r; e){pvavrelpvigvr)
A(pvq) <(gvp) f)llpAa@ arl<[palgar)l
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1.
2. Caredintre propoz@ule p: ,Pentru orice numar natural X, X + 1> X §| q: ,Exista

3. Care dintre propozitiile p: ,Orice numar par este divizibil cu 2.", g: ,Exista un

Elemente de logica matematica UNITATEA 2

.3. Cuantificatori

Descopar

Intr-o clasa sunt 28 de elevi. Se considera propozitiile p: ,Toti elevii sunt prezenti””
si g: ,Exista un elev absent.”. Pot fi adevarate simultan cele doua propozitii?

un numar natural X pentru care X + 1= X" este adevarata?

numar natural divizibil cu 7" si r:,,Orice numar natural este divizibil cu 7" sunt
adevarate?

Invat

Cuantificatorul universal
Se considera p(X) un predicat unar, unde X € ESi E # @.

Propozitia ,Oricare ar fi X € E are loc p(X).", notata (VX) p(X), se numeste propozitie universala asociata
predicatului p(Xx).

Cuantificatorul ,oricare ar fi” sau ,pentru oricare” se numeste cuantificator universal si se noteaza cu
simbolul ,V".

Propozitia (VX) p(X) este adevarata, daca pentru orice X € E, propozitia p(X) este adevarata.

Propozitia (VX) p(X) este falsa daca exista cel putin un element X, € E pentru care propozitia p(X,) este
falsa.

EXEMPLE:

1. Fie predicatul p(X): ,Xx2+3>0", X € R.

Propozitia (VX) p(X): ,Oricare ar fi X € R, X2 + 3> 0." este adevarata.

2. Fie predicatul p(X): ,X2-5<0" X €R.

Propozitia (VX) p(X): ,Oricare ar fi X € IR, X2 - 5 < 0" este falsa, deoarece exista X, = 3 pentru care propozitia
p(3):,32 - 5< 0" este falsa.

Cuantificatorul existential

Fie p(X) un predicat unar, unde X € ESi E # @.

Propozitia ,,Exista cel putin un X in E astfel incat are loc p(X).", notata (3x) p(X), se numeste propozitie
existentiala asociata predicatului p(X).

Cuantificatorul ,exista” se numeste cuantificator existential si se noteaza cu simbolul ,,3".

Propozitia (3X) p(X) este adevarata daca exista cel putin o valoare X, € E pentru care p(X,) este
propozitie adevarata.

Propozitia (3X) p(X) este falsa daca, pentru orice X € E, propozitia p(X) este falsa.
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1. Precizeaza valoarea
de adevar a fiecarei
propozitii:

a) (vx) (vy) (X - y = 0),
X,Y€ER,;

b) (vx) (3y) (X -y = 0),
X,Y€ER,;

c) (3x) (vy) (x -y =0),
X,Y€ER,;

d) (3x) (3y) (X -y =0),
X,YyeR.
2.FieEz@,Fz@.
Scrie cate o propozitie
adevarata si una falsa
pentru fiecare
structura:

a) (vx) (vy) p(x, y),
XeEYyef

b) (vX) (3Y) p(X, ),
XeEYyefF

) (3x) (vy) p(X, y),
XeEYyefF

d) (3x) (3y) p(x, y),
XeEyekf.
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EXEMPLE:

1. Fie predicatul p(x): ,X2 - 4<0" X € Z.

Propozitia (3X) p(X): ,Exista X € Z astfel incat X? - 4 < 0." este adevarata,
deoarece exista X, = 1 pentru care propozitia p(1): 12 - 4 < 0" este adevarata.
2. Fie predicatul p(X): ,Xx?< 0", X € R.

Propozitia (3X) p(X): ,Exista X € R astfel incat X2 < 0.” este falsa, deoarece nu
exista niciun numar real X, astfel incat X2 < 0.

OBSERVATIE.

Daca predicatul are mai multe variabile, atunci se pot forma propozitii utilizand
fie numai cuantificatorul universal V", fie numai cuantificatorul existential
,3", dar si combinatii ale ambilor cuantificatori. De exemplu, pentru predicatul
binar p(X, y), putem alcatui urmatoarele propozitii folosind cuantificatorii:

o (vX) (vy) p(X, y); « (vX) (3y) p(X, y);
« (3X) (3y) p(X, Y); « (3X) (vy) p(x, ).

Exercitiu rezolvat

Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor urmatoare:

a) (vX) (X +1>X), unde X € N;
b) (3X) (X -3=0), unde X € Z;
Rezolvare:

a) Rezolvam n N inecuatia X + 1 > X si obtinem 1 > 0, ceea ce este adevarat.
Asadar, X + 1> X pentru orice numar natural X, de unde rezulta ca propozitia
este adevarata.

b) Rezolvam in Z ecuatia X - 3 = 0 si obtinem X = 3. Deci, exista X, = 3 € Z astfel
incat X, - 3 =0, prin urmare propozitia este adevarata.

) (vX)(3y) (y=X+2),unde X,y € N;
d) (3X) (X < 0), unde X € N.

)XeN=X+2eN=(3y) eN,Y=X+2= Propozitia este adevarata.
d) Cum orice numar natural este mai mare sau egal cu 0, propozitia este falsa.

Portofoliu

Logica in viata cotidiana

Logica este prezenta in viata de zi cu zi, chiar daca nu ne dam seama. De
fiecare data cand luam o decizie sau respectam o regula, folosim operatii
logice. De exemplu, cand spui ,daca invat, iau nota buna”, folosesti implicatia.
Astfel, logica ne ajuta sa gandim corect si sa luam decizii mai bune.

1. Pentru fiecare operatie logica, scrie definitia, formularea cu ajutorul
simbolurilor si doua exemple (unul cu propozitii si unul cu predicate).

2. Descrie o situatie reala din viata ta (la scoala, in familie, cu prietenii) in care
sa folosesti cel putin trei operatii logice.

3.Creeaza o banda desenata (trei-sase cadre) in care sa folosesti cel putin
trei operatii logice.
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UNITATEA 2

Aplic @

1. Stabileste valorile de adevar ale urmatoarelor propozitii:
a) ,Exista substante care nu se dizolva in apa.”
b) ,Toti camenii au nevoie de apa pentru a trai"
c) ,Exista o persoana care Ti cunoaste pe toti oamenii.”
d) ,Toti oamenii folosesc internetul”
e) ,Fiecare pacient are un medic
2. Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor urmatoare:
a)(3@X)(2x-3=7),XeR; d) (vX)(5-2x>2+X), XEN;
b) (3X) (4X +5=3), X € Z; e)(IX) (5Xx +3<2(X +4)), X e R;
) (vX)(6-2x#2),X€N; f)@x)(1-x2-2(x-1),X€Z.
3. Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor urmatoare:
a) (vX) (3y) (y=2x), X,y €N; e) (vX) (3y) (X=2y sauX=2y +1), X,y € N;
b) (3X) (Vy) (X2Y), X, Y € R; f) (3X) (vy) (Xy =y), X, Y € Z;
A(WX)(AY) (y=x-1),xyeN; g (¥X)(Iy)(Xy=y),XyeZ
d) @X) (vy)(y=x-1),X,YEN;

4. Scrie propozitiile urmatoare folosind cuantificatori si precizeaza valorile de
adevar ale acestora:

a) ,Pentru orice numar intreg, exista un numar intreg mai mare decat el.”
b) ,Pentru orice numar real X, exista un numar real y astfel incat X +y =1
c) ,Exista un numadr natural care este multiplu de & si multiplu de 6.”
d) ,Pentru orice numar natural exista un numar natural mai mare decat dublul sau.”
e) ,Pentru orice numar real X, exista un numar real y astfel incat y2 = X2
f) ,Oricare ar fi numerele reale X siy, X2 +1+Yy2> 0
g) ,Oricare ar fi numarul natural X, exista un numar natural y astfel incat x : y."
h) ,Exista numere naturale X si y astfel incat X +2y =3 si2x -3y =-1"
i) ,Exista un numar real X astfel incat X - y = 0, pentru orice numar real y."
5. Stabileste valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
(vX) (vy) p(X, ) A q(X, y), (3X) (3y) p(X, Y) A q(X, Y), (vX) (vy) p(X, ) v q(X, Y),
(3X) 3y) px, y) v q(X, y).
a) pX, Y): ,3X -2y +5=0" X, Y €R,siqXX,Y): X+4y=5,X,YER;
b) p(X, Y): 22X -3y = 8", X, Y € R, Si q(X, Y): ,~6X + 9y =24 =0", X,y € R;
) p(X, Y): ,3X+Y+5=0" X,y €R,siqXY):,6X+2y=-10" X,y €R.
6. Precizeaza valoarea de adevar a fiecareia dintre propozitiile urmatoare:
a) (vx) (vy) (X +y =0), X,y € R; ) (3AX)(vY) (X +y =0), X,y €R,;
b) (vX) (3y) (X +y =0),X, Y € R; d)(3X)(3y) (X +y =0), X,y €R.

Bertrand Russell
(1872-1970)

Giuseppe Peano
(1858-1932)

STIAI CA..?

Notatia actuala pentru
cuantificatorii
predicatelor se
datoreaza in principal
influentelor filosofului
si logicianului
Bertrand Russell si a
matematicianului
Giuseppe Peano.

V (cuantificatorul
universal): un ,A”
inversat, derivat din
cuvantul All sau Alle
(toti/fiecare).

3 (cuantificatorul
existential): un ,E”
rotit, derivat din
cuvantul Exists sau
Existiert (exista).
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1.4. Reguli de negare

Descopar

Scrie negatia fiecareia dintre propozitiile urmatoare:
3, teQ” e) ,Daca ploua, atunci iau umbrela.’

-_/,.: b),321" f) 12 este multiplu de 3, daca si numai
(), Astazi ploud i este frig” daca 12 este multiplu de 4.
d) ,Triunghiul ABC este isoscel sau g) ,Toti elevii au rezolvat problema.”
dreptunghic.” h) ,Exista un numar natural divizibil cu 7"

Din rezolvarea subpunctelor de la c) la f) ale exercitiului propus la sectiunea Descopar, observam ca
negarea unei propozitii compuse nu inseamna doar adaugarea cuvantului ,nu”", ci presupune modificarea
operatorului logic al enuntului.

Regulile de negare ale propozitiilor compuse @
Se considera p si q propozitii simple. Atunci:
« Negatia propozitiei ,p si g” (p A q) este propozitia ,,non p sau non g”, notata (—p) v (—q).
« Negatia propozitiei ,p sau q” (p v q) este propozitia ,non p si non g", notata (—p) A (—q).
« Negatia propozitiei ,p implica " (p — g) este propozitia ,p si non q", notata p A (—q).
« Negatia propozitiei ,p echivalent cu g” (p < q) este propozitia ,,(p si non q) sau (non p si q)", notata
[p A (=g)] v [(=p) A g.
EXEMPLE:
1. Negatia propozitiei ,Numarul 6 este par si este multiplu de 3.” este propozitia ,Numarul 6 nu este par sau
nu este multiplu de 3.

2. Negatia propozitiei ,Numarul 5 este par sau este numar prim.” este propozitia ,Numarul 5 nu este par si
nu este numar prim.’.

3. Negatia propozitiei ,Daca 12 este multiplu de 4, atunci este numar par.” este propozitia ,12 este multiplu
de 4 si nu este numar par”.

4. Negatia propozitiei ,23 = 8 echivalent cu 2-2-2 = 8 este propozitia ,(23 = 8 si 2-2-2 # 8) sau
(23#8si2-2-2=8)"
OBSERVATIE.

Regulile de negare ale conjunctiei si disjunctiei se numesc Legile lui De Morgan,
dupa matematicianul britanic Augustus De Morgan.

Augustus De Morgan (1806-1871)
matematician britanic,
considerat intemeietorul logicii formale
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Regulile de negare ale propozitiilor universale si existentiale @

Fie p(X), unde X € E, E # @, un predicat unar.

« Negatia propozitiei ,Oricare ar fi X din E are loc p(X)." este propozitia
»Exista cel putin un element X in E pentru care nu are loc p(X).".

« Negatia propozitiei ,,Exista cel putin un X in E astfel incat are loc p(X).” este
propozitia ,Oricare ar fi X din E, nu are loc p(X).".

EXEMPLE:

1. Negatia propozitiei ,(vX) (X? 2 0)", X € R este ,(3X) (X2< 0)", X € R.

2. Negatia propozitiei ,(3X) (X2 =2)", X € R este ,(vX) (X2#2)", X € R.
OBSERVATIE.

Regulile de negare formulate anterior se adapteaza in mod corespunzator si
pentru negarea propozitiilor obtinute prin cuantificarea predicatelor care au n
variabile. De exemplu, negatia propozitiei (VX) (3y) p(X,y) poate fi formulata
(3x) [=(@3y) p(x, y))] sau (3X) (vy)(=p(X, Y)).

Aplic @

1. Pentru fiecare dintre propozitiile compuse de mai jos, scrie propozitiile simple
care o alcatuiesc si negatia.

a) ,Elevul a invatat si a rezolvat exercitiile.”

b) ,12 este numar natural par sau impar”

¢) ,Daca un numar natural este divizibil cu 4, atunci este par”

,Daca un numar este multiplu de 6, atunci este multiplu de 2.”

,Triunghiul ABC este dreptunghic si are un unghi cu masura egala cu 30°."

f) ,Numarul 16 este divizibil cu 2 si numarul 10 este divizibil cu 3

g) ,Un triunghi este echilateral daca si numai daca toate unghiurile sale au
masurile egale cu 60°.”

h) ,Un numdr natural este prim daca si numai daca are exact doi divizori."

~

o
~ — ~—

e

L ~—

. Scrie negatia fiecarei propozitii.

a) ,,Orice numar natural este mai mare sau egal cu 0"

b) ,Exista un numar intreg care este multiplu de 3”

c) ,Pentru orice numar real X, daca X > 1, atunci X2> 1

d) ,Exista un numar natural care este divizibil cu 4 si cu 6.

e) ,Toate numerele reale pozitive au inversul pozitiv.”

f) ,Exista un numar prim mai mare decat 50.”

g) ,Pentru orice numar intreg X, daca X este multiplu de 10, atunci este multiplu
de5”

h) ,Nu exista un numar real al carui patrat sa fie negativ.”

i) ,Pentru orice numar real X si orice numar realy, X +y # 0"

j) ,Pentru orice numar real X exista un numar real y astfel incat X2~y > 0."
k) ,Exista un numar real X astfel incat y > X, pentru orice numar real y."

) ,Exista numerele reale X si y astfel incat y3 < 3%

m) ,Toti elevii din clasa au manualul de matematica.”

n) ,Toate magazinele sunt deschise duminica.

0) ,Exista un autobuz care ajunge la timp in fiecare zi."

UNITATEA 2

Joc iNEcHIPE: @)
»universalul sub atac”
Elevii se vor imparti in
doua echipe:

¥, Demolatorii”
(neaga propozitiile
date)

O ,Aparatorii”
(sustin propozitiile
date)

Demolatorii trebuie sa
gaseasca UN
contraexemplu.

Aparatorii trebuie sa
arate ca NU exista
exceptii.

o Pentru orice numar
real X avem X2 > 0.

e Suma oricaror doua
numere impare este
un numar par.

e Oricare ar fi numarul
intreg n, numarul
n?+ n este par.

 Daca un numar
natural se divide cu 3,
atunci el se divide si
cuo.

 Pentru orice numar
real X avem VX2 = X.

e Oricare ar fi numarul
natural n, numarul

2" + 1 este prim.

o Produsul oricaror
doua numere
irationale este un
numar irational.

« Pentru orice numere
reale a si b, daca
a’=b? atuncia=b.

o Orice numar prim
mai mare decat 2 este
numar impar.

« Pentru orice numar
real X avem X + 1> X,

45 N



UNITATEA 2

Elemente de logica matematica

2.1. Metoda reducerii la absurd

Descopar

_ 1. Fie a, bsi ctrei numere reale, astfelincat a + b + c < 12. Demonstreaza ca cel putin
Ly unul dintre numerele a, b sau c este mai mic decat 4.

2. Demonstreaza ca nu exista niciun numar rational al carui patrat sa fie egal cu 5.

3. Fie propozitiile p si g. Demonstreaza echivalenta p — g = (—q) — (=p).

sTIAICA..2 @

Scoala pitagoreica,
fondata de Pitagora in
secolul al VI-lea 1.H.,
sustinea ca toate
marimile pot fi
exprimate prin
rapoarte de numere
intregi, adica prin
numere rationale. In
acest context,
pitagoreicii au studiat
lungimea diagonalei
unui patrat de latura 1
(adica V2). Unul
dintre discipoli a
descoperit faptul ca
aceasta nu poate fi
exprimata ca raport
de numere intregi,
deci este un numar
irational.

Surse antice i
atribuie aceasta
descoperire lui
Hippasos din
Metaponte, dar nu
exista dovezi istorice
sigure. Se spune ca
rezultatul a fost tinut
secret, deoarece
contrazicea
convingerile
pitagoreice.

B 46

invat

Se considera propozitiile p si g si echivalenta p — g = (=q) — (=p).

Tabelul valorilor de adevar este:

p q P—q -q -p (—q) - (-p)
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1

Folosind aceasta echivalentd, in loc sa demonstram implicatia p — g, demonstram
implicatia (—~q) — (—p). Aceastd metoda de demonstratie se numeste metoda
reducerii la absurd.

EXEMPLU:

Sa demonstram ca numadrul natural 2 nu este patratul niciunui numar rational.
Presupunem ca numarul natural 2 este patratul numarului rational pozitiv a
(altfel spus, a2 = 2). Putem scrie a = %, undemeN, neN"si(m,n)=1(msin
sunt prime intre ele).

2
Avem (%)2 =2, de unde rezulta % =2,decim?=2-n2

Cum 2-n? : 2, obtinem m? : 2, ceea ce implicd m = 2k, k € N (m este numar
par).

Inlocuind m cu 2k in relatia m? = 2 - n? obtinem 4 - k2= 2 - n? ceea ce implica
n?=2- k% De aici rezulta ca n este un numar par.

Am obtinut ca m si n sunt numere naturale pare, deci 2 este un divizor comun
al lor, ceea ce contrazice (m, n) = 1.

Aceasta contradictie ne arata ca presupunerea facuta (a numar rational, a? = 2)
este falsa.

Deci a nu este numar rational.
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Exercitii rezolvate STIAI CA..?

1. Daca in n cutii se afla m bomboane (m > n), atunci exista cel putin o cutie in care Principiul lui Dirichlet
se afla cel putin doua bomboane (principiul lui Dirichlet). (Principiul cutiilor)
Rezolvare: Se considera k obiecte
Presupunem ca nu exista nicio cutie in care sa se afle cel putin doua bomboane, plasate in n cutii. Daca
adica in fiecare cutie exista cel mult o bomboana. Astfel, in cele n cutii vom avea k>n, adica sunt mai
cel mult n bomboane. Cum numarul de bomboane este m si m > n, am obtinut o multe obiecte decat
contradictie. Asadar, exista cel putin o cutie in care sunt cel putin doua bomboane. cutii, atunci exista cel

. La o reuniune, fiecare persoana prezenta da mana cu exact trei persoane. Arata

putin o cutie care
contine cel putin doua

ca numarul participantilor la reuniune este par. )
obiecte.

Rezolvare:
Fie n numarul persoanelor participante la reuniune.

Presupunem ca n este impar. Deoarece vor avea loc 3n strangeri de mana, rezulta
ca 3n este impar. Dar fiecare strangere este numarata de doua ori, astfel ca 3n
trebuie sa fie par, ceea ce este o contradictie. Asadar, presupunerea este falsa,
deci la reuniune participa un numar par de persoane.

3. Demonstreaza ca exista o infinitate de numere prime.
Rezolvare:
Presupunem ca exista un numar finit de numere prime. Fie p,,p,,.., p, toate
numerele prime existente. Atunci numarul N = p,p,...p, + 1 nu este divizibil cu
niciunul dintre numerele prime p,, p,, .., p,- Deci N este numar prim sau este
divizibil cu un alt numar prim diferit de p, p, .., p, Ceea ce contrazice
presupunerea facuta. Asadar, exista o infinitate de numere prime.

Aplic

1. Demonstreaza ca numarul natural 3 nu este patratul niciunui numar rational.

2. Fie nun numar natural. Demonstreaza ca, daca n? este impar, atunci n este impar.

v v . + . o epv . -

3. Demonstreaza ca fractia gz " g este ireductibila, pentru orice numar natural n.

4. Demonstreaza ca nu exista numere naturale X si y astfel incat X2 -2y? = 1 si
ambele numere, X si 'y, sa fie pare.

5. Fie a, b, c si d numere reale. Arata ca cel mai mic dintre numerele a - b b - ¢,
¢ - d% d - a* nu poate fi mai mare decat %

6. Demonstreaza ca, pentru orice numar natural nenul n, numarul 12n +1 nu se

poate scrie ca diferenta a doua numere prime.

Portofoliu

Rezolva urmatoarea problema, aplicand principiul lui Dirichlet.

La un seminar participa treisprezece persoane. Fiecare persoana cunoaste cel mult doua limbi straine, iar
oricare doua persoane pot comunica intr-o limba straina comuna. Demonstreaza ca exista cel putin sapte
persoane care cunosc aceeasi limba.
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2.2. Metoda inductiei matematice

Descopar

1. Se considera expresia E(n) = n? + n + 17, unde n este numar natural.
a) Arata ca E(0), E(1), E(Q2), E(3) sunt numere prime.
b) Sunt E(10) si E(14) numere prime?

¢) Pe baza observatiilor facute prin rezolvarea subpunctelor a) si b), putem afirma
ca E(n) este prim pentru orice numar natural n?

d) Calculeaza E(16). Ce observi?

2. Se considerasumasS, =1+3+5+..+(2n - 1), unde n este numar natural nenul.
a) Calculeaza sumele S, S,, S5 5i S,. Ce observi?
b) Propune o formula generala pentru calculul sumei S,

¢) Cum poti demonstra ca aceasta formula este valabila si pentru calculul sumei
S1000 fara a efectua suma?

Invat
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Principiul inductiei matematice

Daca o propozitie P(n), n fiind un numar natural, este adevarata pentru n = 0 si, din faptul ca propozitia
este adevarata pentru n = k (k fiind un numar natural oarecare), rezulta ca aceasta este adevarata si pentru
numarul natural n = k + 1, atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural n.

Din acest principiu deriva metoda de demonstratie numita metoda inductiei matematice.
Fie P(n) o propozitie care depinde de un numar natural n > m, m fiind un numar natural fixat.
Demonstratia prin metoda inductiei matematice a propozitiei P(n) consta in doua etape:

1. Se verifica faptul ca propozitia P(m) este adevarata.

2. Se presupune ca propozitia P(k) este adevarata si se demonstreaza ca propozitia P(k + 1) este adevarata,
k fiind un numar natural mai mare sau egal cu m.

Daca ambele etape ale demonstratiei sunt verificate, atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice
numar natural n 2 m.

EXEMPLE:

1.2+ 4+6+...+2n=n(n+1), pentru orice numar natural nenul n.
Fie propozitia P(n): 2 + 4 + 6 + ...+ 2n = n(n + 1), unde n este numar natural nenul.
- Verificdm faptul cd propozitia P(1) este adevarata:

P(1): 2 =1(1+ 1) = P(1) este adevarata.
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- Demonstram P(R) — P(k +1).

P(R):2+ 4 + 6 + ... + 2R = k(R + 1), unde k este numar natural nenul;
P(R+1):2+4+6+..+2kR+2(k+1)=(k+1)(k+1+1),unde k este numar natural nenul;
P(R+1):2+4+6+..+2kR+2(kR +1)=(k+1)(k + 2), unde k este numar natural nenul.

2+4+6+.. +2R+2(kR+1)=R(R+1)+2(R+1)=(kR+1)(k+2)= P(k + 1) este adevarata.
R(R+1)

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate, prin urmare propozitia
P(n) este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

2.7" - 1 este divizibil cu 6, pentru orice numar natural n.

Fie propozitia P(n): 7" - 1 este divizibil cu 6, unde n este numadr natural.

- Verificam faptul ca propozitia P(0) este adevarata:

P(0): 7° -1 este divizibil cu 6 = P(0) este adevarata.

- Demonstram P(R) — P(k +1).

P(k): 7% - 1 este divizibil cu 6, unde k este numar natural;

P(k +1): 7%*1 - 1 este divizibil cu 6, unde k este numar natural;

7k*1-1=7-7k-7+6=7(7% - 1) + 6, unde k este numar natural.

Cum 7% - 1 este divizibil cu 6, rezulta ca 7(7% - 1) + 6 este divizibil cu 6, deci propozitia P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate, prin urmare propozitia
P(n) este adevarata pentru orice numar natural n.

Exercitii rezolvate
1 1 1 1

+ +

1373.575.7" " n-1-@n+
demonstreaza ca rezultatul obtinut este corect, folosind metoda inductiei
matematice.

1. Calculeaza suma S = unde n € N', si apoi

Rezolvare:
.. . . . 1
Observam ca forma generala a unui termen al sumei S este QR-1)-QReD

unde k este numar natural nenul.

L -1 2 _1. QR+ -0Qk-1) _
Qr-1-0Qk+1) 2 2kR-1-0QkR+1) 2 QkR-1-Qk+1)
1 QR+ Qk-1) 111 _
=3 ((2k—1).(2k+1) (2k—1)-(2k+1)) 2 <2k—1 2k+1>,pentru orice

numar natural nenul k.

I O O R B

STT3'3.5 5.7 - @non- @i+

S O e Ot O A B | 1 1 S I Y R WY/ I

=2 <1 3'375%57 7 "0 2n+1) 2 (1 2n+1> 2n + 1 pentru

orice numar natural nenul n.

. S S B 1 S—(
F|eP(n).1_3+3_5+5.7+---*(2,,_1).(2n+1) 2n+1

natural nenul.

unde n este numar
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UNITATEA 2

Elemente de logica matematica

STIAI CA..? @)

« Intregul univers
digital se bazeaza pe
logica lui George
Boole. El a inlocuit
cuvintele ,,adevarat”
sifals” cu cifrele 1si
0. Fara aceasta
simplificare, denumita
algebra booleana,
computerele si
telefoanele mobile de
astazi nu ar fi putut
exista.

» Matematicianul
roman Grigore Moisil
este considerat
,parintele
informaticii” in
Romania. Acesta a
fost printre primii din
lume care a folosit
logica matematica
pentru a explica
functionarea
circuitelor electronice,
demonstrand ca
matematica pura
poate fi folosita
pentru a construi
masini de calcul
inteligente. Grigore
Moisil este cel care a
introdus informatica
in scolile si
universitatile din
Romania, intr-o vreme
in care multi
considerau
computerele doar
niste curiozitati
ingineresti.
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Demonstram ca P(n), unde n este numar natural nenul, este adevarata prin
metoda inductiei matematice.

- Verificam faptul ca propozitia P(1) este adevarata:

S S 2oty
P(1).1.3—2_1+1 = P(1) este adevarata.

- Demonstram P(k) — P(k + 1).

P A S I 1 __k .
P(k)"l-3+3-5+5-7+"'+(2k—1)-(2k+1) 5k 7 Unde keste numar natural
nenul.

P(k+1):i+ T, 1, 1 1 k41 unde

73735757 " 0k-10-Qk+1) Qk+1-Qk+3) 2k+3'
k este numar natural nenul;
11 1 1 1 _
173735 5.7 " Qk-10-Qk+1) Qk+1-Qk+3)

k
2R+

.k, 1 __RQR+3)+1 _ 2R*+3R+1  _
2k+1 (2R+1)-(2k+3) (k+1)-(kR+3) (kR+1)-(2k+3)
_QR+1)-(R+1T) _ R+1
T (k+1)-(k+3) 2k+3
Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate,
prin urmare propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

= P(k + 1) este adevarata.

. Arata ca 2" > n?, pentru orice numar natural n > 5.

Rezolvare:

Fie P(n):2">n% unden e N, n 2 5.

- Verificdm ca propozitia P(5) este adevarata:
P(5): 2° > 52 = P(5) este adevarata.

- Demonstram P(R) — P(k +1).

P(R): 2% > k2, unde ke N, k 2 5;

P(kR +1): 2> (k+ 1), unde R €N, k 2 5.

Deoarece 2f>R? < 2-2k>2-R? & 2F1>2 - k2 pentru a demonstra 2 > (k + 1)2
este suficient sa demonstram ca 2 - k2> (k + 1)2 pentru orice k€ N, k > 5.

2:R?>(k+1)02©2-R2>R*+2k+1R*-2kR-1>0kR*-2k+1>2 &

< (kR -1)?>2, adevarat pentru orice k€ N, k > 5.

Asadar, 2f1 > 2-k? > (k+1)? pentru orice k € N, k 2 5, de unde rezulta ca
propozitia P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate,
prin urmare propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural n 2 5.

Aplic
1. Folosind metoda inductiei matematice, demonstreaza ca:
a)1+2+3+..+n= n(n2+ 1), pentru orice numar natural nenul n;

_n(n+1)2n+1)
- 6

nn +1)
2

b) 12 +22+ 32+ . +n? , pentru orice numar natural nenul n;

2
O1P+23+33+ . +n3= [ ] , pentru orice numar natural nenul n;



Elemente de logica matematica

nn +1)(n +2)

d)1:2+2-3+3-4+..+n-(n+1)= , pentru orice numar natural

3
nenul n;
e) 1-4+2-7+3-10+..+n-3n+1)=n(n+1)?% pentru orice numar natural
nenul n;
f)L+ 1 1__._n_ pentru orice numar natural nenul n;
1272373 n(n+1) n+1’ d
1 1 1 n . <
g) —= T5'5.9' 0.3 " Gn-Gn+D En+1’ pentru orice numar natural
nenul n;
h) 1,2 . 3 n _ n(n +1)
1-3-5 3-5-7 5-7-9 (2n D@2n +1Qn +3)  22n +1)(2n +3)’

pentru orice numar natural nenul n;

(1Y (Y. (-1, (-] __n+2 . .
i) (1 4) (1 9) (1 16) (1 Tr 1)2) X+ 1)’ pentru orice numar
natural nenul n;

+1 _
Pr1+X+X2+ .+ XN = X:( — 11, X # 1, pentru orice numar natural nenul n;
n+l _ -
R)3+33+333+..+ 33.3 :W’ pentru orice numar natural nenul n.

n cifre de 3

. Demonstreaza inegalitatile:
a) 3" >2n + 1, pentru orice numar natural n, n > 2;
b) 2" > (n + 1), pentru orice numar natural n > 6;

1 1 1 1
C)n+1+n et 2_>Z' pentru orice numar natural n > 2;

1 1 1 1 , . _
d) nsitne2tnest et 3n T 1, pentru orice numar natural nenul n;
e)1+ % % - +1 >1+ ” , pentru orice numar natural n, n > 3;

1 1 . .
f S S .. +==<n, pentru orice numar natural n > 2.
G

. Demonstreaza ca, pentru orice numar natural n, avem:
a)n+5n : 6 d) 3521+ 23 : 17,
b) 72" - 420 : 33; e)2n3+3n2+7n: 6;
C)4n+15n-1:9; f)9m1-8n-9:16.

. Pentru n numar natural nenul, calculeaza si apoi demonstreaza prin metoda
inductiei matematice ca rezultatele obtinute sunt corecte.
1 1 1 1

)+ —=+ +ot neN"
)1-4 4-7 7-10 (3n—2)(3n+1)

1 1 N B s,
D o A P (n+1)( g MENS

2 2 32 n? .
Ors+soctst +——— ne N
73735757 @2n-1)@2n+1)’ '
d) 3+2:3-4+3-4-5+_.+n-(n+1)-(n+2),neN":

1-3
1-2-
€)2-5+3-6+4-7+..+(n+1)-(n+4),neN"
1+2-

(1+2)+3-(1+2+3)+...+n-(1+2+...+n),neN".

UNITATEA 2

STIAI CA..?

» Matematicianul
Bertrand Russell a
descoperit o eroare
logica celebra, numita
»paradoxul lui
Russell”, care a fortat
savantii sd rescrie
bazele matematicii.
El a aratat ca logica
are nevoie de reguli
stricte pentru a nu
intra in contradictie
Cu ea insasi.

« David Hilbert, unul
dintre cei mai mari
matematicieni, a
crezut ca matematica
poate fi complet
automatizata. Acesta
a lansat provocarea
ca orice problema
matematica sa poata
fi rezolvata printr-un
set finit de pasi logici,
deschizand calea
catre inventarea
algoritmilor.

o Kurt Godel a
demonstrat, spre
uimirea tuturor, ca
logica are limite. El a
dovedit matematic
faptul ca, in orice
sistem complex, exista
adevaruri care pot fi
intuite, dar care nu vor
putea fi niciodata
demonstrate prin
calcul.
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Recapitulare

Exercitii recapitulative @

1. Stabileste valoarea de adevar a propozitiei p.

a) p:,\2 este numar rational.; ) p: N22+32=5"
b) p: - 1,(13) = -4 d)p:,21= 2"
2. Determina multimea de adevar a predicatului p(X).
a) pX): ,IX -2l +14-%x21=0"XeR; b) p(X): ,3X2 - 14X -35=0", X € Z.

3. Fie propozitiile p:,196 este patrat perfect.” si g: ,Un triunghi echilateral cu latura egala cu 10 cm are aria mai
mare decat 40 cm?”. Determina valorile de adevar ale propozitiilor p, p v g, p — q.

4. Stabileste corespondenta intre coloanele A si B, astfel incat fiecarei propozitii compuse din coloana A sa-i
corespunda notatia adecvata din coloana B:

A B
1.,15>8si2+8=10" apeq
2. ,Dacd [2,05] = 2, atunci {2,05} = 0,05 b.pAgq

§—§ 3 cl H 3 _§ _§n C'p_)q
3. ,,|+7| =3 daca si numai daca| 71=7 dpvg
4.,2\3 - 5V5 = 10V15 sau -2 - 8 =-10" e. —p

5. Se considera predicatul p(X,Y): ,X +2y = 3", unde X, Y € Z. Stabileste valorile de adevar ale propozitiilor:
a) p(1,1); b) p(1, 0); c) (3X) p(x, -1); d) (vx) (3y) p(X, y).
6. Precizeaza valorile de adevar ale urmatoarelor propozitii compuse:
a) ,,Daca un numar este divizibil cu 12, atunci este divizibil cu &
b) ,Daca 3 + 4 = 10, atunci Luna este un satelit al Pamantului””
c) 3 este multiplu de 3 si 2 este multiplu de 4
7. Scrie negatiile propozitiilor urmatoare:

a) (vx) (X5#1), xR\ {1} 0@x) (g=x) xeR;
b) (¥X) (X este par sau X este impar), X € N; d) (3x) (x2=2), XeR. r

8. Scrie negatiile propozitiilor urmatoare:
a) ,Printr-un punct exterior unei drepte trece o singura paralela la acea dreapta.”
b) ,Toate patratele sunt dreptunghiuri”’
¢) ,Daca un numar este patrat perfect, atunci este natural.”
d) ,Numarul 7 este prim si este impar”’
e) ,Cel putin un numar intreg este negativ.”
f) ,8 este impar sau 4 > 2
g) ,Un numar este multiplu de 6 daca si numai daca este multiplu de 3”
h) ,Toti elevii care participa la olimpiade au medii peste 9.

J
k) ,Niciun tren anulat nu soseste la timp.”

,Exista in biblioteca o carte noua, care nu este imprumutata.”

— ~—

,Toate produsele perisabile din magazin sunt la reducere.”

1) ,Exista un locuitor al orasului care detine masing, dar nu are permis de conducere.”



Recapitulare

9. Se considera predicatele p,(X): ,X +2>0", X € R si p,(X): ,X-1<0", X € R. Determina multimile de adevar
ale predicatelor:

a) py(X); €) p4(X) v py(X); e) (3p(X) A p,(X);
b) p,(X); d) p,(X) A poX); f) p,X) A (=p,(X)).

10. La ora de matematica, cei 28 de elevi ai unei clase participa la urmatorul joc: ies la tabla in ordine
alfabetica si fiecare dintre ei scrie cu doua numere mai mult decat a scris colegul care a iesit la tabla
inaintea lui. Primul elev a scris un numar.

a) Cate numere a scris cel de-al 28-lea elev?

b) Cate numere vor fi pe tabla dupa ce scrie numerele ultimul elev?

¢) Cate numere ar fi pe tabla dupa ce scrie ultimul elev, daca in clasa ar fi n (n € N, n > 1) elevi?
Demonstreaza ca rezultatul este corect folosind metoda inductiei matematice.

11. Demonstreaza ca:
n(2nz+9n +1)

a)2+7+14+. . +(n2+2n-1)= 5

1.2 3 n n+2 . .
b)2+22 > ...+ﬁ=2— o , pentru orice numar natural nenul n;
2n

T3ttt T3 s n'1,pentruoricenumérnaturaln>3;
+

, pentru orice numar natural nenul n;

—_—
-_—
—_—

+..+ \/iﬁ < 2+/n , pentru orice numar natural n > 2;

1 .135 2n-1__ 1 : . )
e) inS3h 6~ ap S NTEEL pentru orice numar natural nenul n;
f) (21 -5"+7) : 9, pentru orice numar natural nenul n;

g) (2121 - 23" - 41) : 19, pentru orice numar natural n;

h

) 32"3 + 40n - 27 : 64, pentru orice numar natural nenul n.

12. Fie n un numar natural, n > 3. Demonstreaza ca oricare ar fi n puncte in plan, astfel incat oricare 3 puncte

sa fie necoliniare, se pot construi W triunghiuri avand varfurile in aceste puncte.

Portofoliu

Bucla memoriei

Esti in ziua 40 a show-ului Survival Genesis. Te afli pe o insula vulcanica, izolata, din Pacificul de Sud, iar
tribul tau ,,Phoenix” este la limita epuizarii. Ca sef de trib, porti pe umeri responsabilitatea intregii echipe:
daca nu ajungeti la punctul de extractie inainte de apus, sunteti eliminati din competitie.

in fata ta, jungla se desparte in doua poteci identice. In mijlocul lor sta Pastratorul Timpului, un localnic
care cunoaste insula ca pe propria palma. insa producatorii au adaugat o regula: acest om spune intr-o zi
adevarul, iar in urmatoarea zi minte. Nu ai nicio metoda electronica de a verifica in ce zi te afli, iar ceasul
tau biometric indica faptul ca mai ai doar doua minute pentru a decide.

a) Formuleaza o singura intrebare pe care sa i-o adresezi Pastratorului Timpului, astfel incat, indiferent
daca astazi el spune adevarul sau minte, sa poti deduce cu certitudine, in functie de raspunsul lui, care este
drumul spre salvare.

b) Creeaza propria versiune a jocului ,,Bucla memoriei” cu trei personaje: unul care spune adevarul, unul
care minte si unul care raspunde la intamplare. Scrie setul minim de intrebari pe care le folosesti pentru
a-l identifica pe cel care spune adevarul.
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A. Dintre enunturile urmatoare, cel care este propozitie in sensul logicii matematice este:
a) X+5=12"XeR c) ,Ai facut tema?”
b) ,Inchide geamul!” d) ,7 este multiplu al lui 3

(10 p.) B. Disjunctia propozitiilor simple p si q este propozitia:

a)pAg; b)pvg; Ap<q; d)p—q.
(10p.) C. Dintre propozitiile de mai jos, cea adevarata este:
a) ,8 este numar impar.” c) ,Toate numerele intregi sunt pozitive.”
b) ,3>10" d) ,Exista un numar natural mai mare decat 9.”
Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvarile complete.

10 puncte 1. Determina multimea de adevar a predicatului p(X): ,2(X - 1) +3X =X - 3(X + 2)", X € R.

20 de puncte 2. Scrie negatiile urmatoarelor propozitii:
(10 p.) a) (VX) (X este par sau X este impar), X € N;
(10 p.) b) (3X) (X2 = - 4), Xe Z.

10 puncte 3. Se considera propozitia p: ,Un numar este multiplu de 6 daca si numai daca este multiplu

de 3.
(4p.) a) Scrie propozitiile simple care compun propozitia p.
(6p.) b) Determina valoarea de adevar a propozitiei p.

10 puncte 4. Stabileste daca propozitia urmatoare este adevarata sau falsa:
(vX) (3y) (X2 - 4x +4>Yy),unde X N,y € Z.

n(n +1)(n +2)

10 puncte 5. Demonstreaza ca 1-2+2-3+3 -4+ ..+ n(n+1) = , pentru orice numar

3
natural nenul n.
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR$ITUL ACESTEI UNITI\TI: 5foarte bine 4&bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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Polinoame cu
coeficienti reali

» 1. Forma algebrica a unui polinom,
operatii cu polinoame: adunarea, inmultirea,
inmultirea cu un scalar

» 2. Teorema impartirii cu rest; algoritmul
de impartire a polinoamelor; impartirea cu
X - a, schema lui Horner; divizibilitatea
polinoamelor: definitie

» 3. Radacini reale ale polinoamelor;
teorema lui Bézout

Unitatea




UNITATEA 3 Polinoame cu coeficienti reali

1. Forma algebrica a unui polinom, operatii cu
polinoame: adunarea, inmultirea, inmultirea cu un scalar

imi amintesc

Se considera expresiile algebrice E,(X) = 2X2 - 3X + 4 Si E,(X) = X + 3, unde
X este numar real.

a) Calculeaza E,(-2) - E,(4).

b) Calculeaza E,(X) + E,(X), Ey(X) = E,(X), E{(X) - 2E,(X), E,(X) - Ex(X), unde X
este numar real.

=gy

Invat

I 56

Pentru rezolvarea anumitor probleme din matematica sau fizica folosim diverse formule. De exemplu:
o Pentru aria totala a cubului avem formula A, = 42, unde [ reprezinta lungimea muchiei cubului.

Membrul drept al formulei este un monom in nedeterminata [, iar acest monom este produsul dintre
constanta (numarul) & si patratul nedeterminantei L.

» Pentru aria laterala a conului avem formula A, = nRG, unde R reprezinta lungimea razei conului si G
reprezinta lungimea generatoarei acestuia. Membrul drept al formulei este un monom in nedeterminatele
RsiG.

» Formula care modeleaza miscarea unui obiect aruncat sub un anumit unghi este h(t) = —%gt2 + Vot + h,,
unde g (acceleratia gravitationala), v, (viteza initiala) si h, (inaltimea de la care este aruncat obiectul) sunt

constante. Membrul drept este o suma de monoame (in nedeterminata t) care nu sunt asemenea (partile
literale nu sunt identice). Aceasta suma reprezinta un polinom in nedeterminata t.

Definitia 1. Monomul este cea mai simpla expresie algebrica, formata dintr-un singur termen care
reprezinta un produs intre un numar real (numit coeficient) si o parte literala scrisa ca un produs de puteri
cu exponent natural, a caror baza este reprezentata printr-o litera (care poate lipsi). Termenul care nu contine
parte literala se numeste termen liber. Literele care formeaza partea literala se numesc nedeterminate.

EXEMPLE: @)

1. 3X2Y3 este un monom care are coeficientul 3 si partea literala X2Y?, in nedeterminatele X si Y;
2.-Y* este un monom care are coeficientul -1si partea literala Y*, in nedeterminata Y;

3.2 este un monom care nu are parte literald, reprezinta o constanta; se mai numeste si termen liber.
Doua sau mai multe monoame sunt asemenea daca au aceeasi parte literala.

De exemplu, 3X2Y3, -2X?Y? si 6X?Y? sunt monoame asemenea.

Operatii cu monoame

» Adunarea/scaderea monoamelor se efectueaza numai intre monoame asemenea. Pentru a aduna/scadea
monoame asemenea, se aduna/se scad coeficientii acestora si se transcrie partea literala.

EXEMPLE:
14X -3X+8X=(4-3+8)X=9X; 2.3X3Y2 - 5X3Y2 + 8X3Y2 = (3 - 5 + 8)X3Y2 = 6X3Y2
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OBSERVATII.
1. Adunarea monoamelor este comutativa si asociativa.

2. Monomul constant 0 este element neutru pentru adunarea monoamelor.

o inmultirea a doud sau mai multor monoame se efectueaza astfel: se nmultesc
coeficientii intre ei (aplicand regulile de inmultire a numerelor reale) si partile literale
intre ele (aplicand regula de inmultire a puterilor care au aceeasi baza, daca este cazul).

EXEMPLE:

1.2X-3X2=(2-3)(X - X?) = 6X3; 2. (3X3Y2) - (8XY?) = (3- 8)(X* - X)(Y2 - Y°) = 24X* Y.
OBSERVATII.

1. ITnmultirea monoamelor este comutativa si asociativa.

2. Monomul constant 1 este element neutru pentru inmultirea monoamelor.

. impér;irea a doua monoame nenule cu o singura nedeterminata, unde exponentul nedeterminatei
deimpartitului este mai mare decat exponentul nedeterminatei impartitorului, se efectueaza astfel: se
imparte coeficientul deimpartitului la coeficientul impartitorului si partea literala a deimpartitului la partea
literala a impartitorului (aplicand regula de impartire a puterilor care au aceeasi baza).

EXEMPLU: (48X5) : (8X?) = (48 : 8)(X® : X?) = 6X>72 = 6X°.
Definitia 2. Se numeste polinom un monom sau o suma de monoame care nu sunt asemenea.

EXEMPLE:
1.3X3Y - 5X2Y2 + 8X Y2 - 6 este un polinom in nedeterminatele X si Y.

2.X3 - X2 +7X - 1 este un polinom in nedeterminata X.

in continuare ne propunem sa studiem polinoame cu coeficienti reali, intr-o singura nedeterminatd, pe care
0 vom nota cu X.

Definitia 3. Se numeste forma algebrica a polinomului f cu coeficienti reali in nedeterminata X expresia
f=a,+a,X+..+a,,X""+a,X" undea,a,.,..a,a,cR,a,#0.

OBSERVATII:

1. Numerele a,,a,., .., a;,a, se numesc coeficientii polinomului f, a, se numeste coeficient dominant,
iar a, se numeste termen liber.

2. Termenul a,X* este termenul de rang k, iar a, este coeficientul de rang k.

3. Polinomul f se mai poate scrie si astfel: f = a, X"+ a,,X""+ .. + a,X + a,. Termenul a,X" se numeste
termen principal.

4.Daca a, = 1, polinomul se numeste polinom unitar sau polinom monic.

5. Polinoamele se pot nota cu litere mici (de exemplu f, g, h, ... etc.) sau cu majuscule (de exemplu P, Q, R, ...).
In continuare vom nota polinoamele cu litere mici.

6. Notam cu RIX] multimea polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti numere reale.

7. Polinomul f = 0 se numeste polinom nul.
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EXEMPLE:

1. f=5+3X - X2+2X3 este un polinom in nedeterminata X cu coeficientii a, = 5, a,=3, a, = -15si a, = 2.
Coeficientii polinomului f sunt numere reale, deci f € RIXI.
2. f=X%-2X?+1, este un polinom in nedeterminata X cu coeficientii: a,=1,a,=0,a,=-2,a;=0sia, = 1.
Coeficientii polinomului f sunt numere reale, deci f € RIXI.

Definitia 4. Fie f € RIX], f= a, + a;X + ... + a,,X"" + a,X". Spunem ca polinomul f are gradul n (n € N)
dacaa,#0sia,,, =0, pentru orice numar natural nenul k.

Daca polinomul f are gradul n, notdm grad(f) = n.

OBSERVATIE.

Prin conventie, gradul polinomul nul (f = 0) este -co.

EXEMPLE:

1. Gradul polinomului f € RIX], f = 5 - 3X + 5X3 - 4X* + X®, este 5, deoarece a, # 0 (a, = 1) sia, =0, pentru
oriceneIN,n>6.

2. Gradul polinomului f € RIX], f = 2 este 0, deoarece a, # 0 (a,=2) si a, = 0, pentru orice n € N".

3. Fie f € RIX], f = (m? = D)X3+(m + 1)X* + (m - 1)X3 - 3m - 2)X + 3. Gradul polinomului f se stabileste in
functie de valorile coeficientilor acestuia.

e Dacam?-120em?z1em#+t1< meR \{-1,1}, atunci grad(f) = 5.

o Daca m =1, atunci f=2X* - X + 3 si grad(f) = 4.

o Daca m = -1, atunci f= -2X* + 5X + 3 si grad(f) = 3.

Polinoame egale

Fie f, g € RIX], f=ag+a,X+.. + a,X""+a,X", g =b,+b,X+..+b, X""+b, X" grad(f) = n si
grad(g) = m. Spunem ca polinoamele f si g sunt egale (notam f = g) daca si numai daca au acelasi grad
si coeficientii respectiv egali (n =m, a,=b,,a,=b,, ...,a,=b,).

Valoarea unui polinom

Definitia 5. Fief e RIXI, f=a, + a;X + .. +a, X" +a, X"sia € R.

Numarul fia) = a, + a,a +... +a,,a™" + a,a" se numeste valoarea polinomului f in a.

EXEMPLU:

Fie fe RIX], f=5 + 3X - 2X3 + X°. Valoarea polinomului f in -2 este:
f(-2)=5+3:(-2)-2-(-23+(-2)°=5-6+16-32=-17.

OBSERVATIE.

Fiefe RIXl,f=a,+a,X+..+a,,X""+a,X". Atunci:

1.a,+a,+a,+..+a,=f1);

2.a,=flo).

Definitia 6. Fie f € RIX], f = a, + a,X + ... + a,, X" + a,X". Asociind fiecarui numar real a numarul f(a)

(valoarea polinomului fin a), obtinem functia f : R — R, f(a) = f(a), numita functia polinomiala asociata

polinomului f.

EXEMPLU:

Functia polinomiala asociata polinomului f € RIX], f=2 + 3X - 5X3, este f : R — R, f() = 2 + 3a - 5¢3,
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Operatii cu polinoame
1. Adunarea polinoamelor @

Fief,g e RIXl, f=a,+a,X+..+a, X""+a,X", g=by+b,X+..+b, X" +b, X" m < n.Prin adunarea
polinoamelor f si g se obtine polinomul:

frg=(ag+by)*(a,+b)X+(ay+b)X2+..+(a,+b,)X"+a, X"+ . +a,X"
OBSERVATIE.

Daca f,g € RIX], grad(f) = n si grad(g) = m, atunci gradul polinomului f + g este mai mic sau egal cu cel mai
mare dintre gradele polinoamelor fsi g.

EXEMPLU:

Fief,g e RIX], f=2+3X-3X2+3X3,g=-1-2X+5X%+X3-2X* Atunci:
f+g=[2+CNDI+[3+ DI+ (=3+5)X2+ B+ DX>-2X*=1+X+2X2+ 4X> - 2X".

Sau scriem termenii celor doua polinoame unul dupa altul, apoi adunam monoamele asemenea:
f+g=2+3X-3)02+3)X0-1-2X+5X2+ X3~ 2X4=1+X + 2X2 + 4X3 - 2X".

Pentru orice polinom f € RIX], definim opusul polinomului f notat -f € RIX], ai carui coeficienti sunt
respectiv numere reale opuse numerelor reale care reprezinta coeficientilor polinomului f.

EXEMPLU:
Daca f=3 - X+ 8X2-2X* atunci -f=-3 + X - 8X% + 2X*.
Proprietatile adunarii polinoamelor
« Adunarea polinoamelor este comutativa:
f+g=g+f pentruorice f,g € RIX];
+ Adunarea polinoamelor este asociativa:
(f+g) + h=f+(g + h), pentru orice f,g,h € RIX];
« Polinomul nul este element neutru pentru adunarea polinoamelor:
f+0=0+f=f pentruorice f € RIX];
* Pentru orice polinom f exista opusul sau, notat -f:
f+(-f)=(-f) + f=0, pentru orice f € RIX];

2. inmultirea unui polinom cu o constanta

Fie fe RIXl, f=ay+a,X+..+a,,X""+a,X"si a € R. Prin inmultirea polinomului f cu constanta o
se obtine polinomul notat o - f: o f=aa, + (@@ )X + ... + (wa, ) X" + (aa,) X".

EXEMPLE:

1.Fie fe RIX], f=2 - X - 3X2 + 2X si o = 2. Prin inmultirea polinomului f cu constanta o obtinem polinomul
2f=2-(2-X-3X2+2X%) = 4 - 2X - 6X2 + 4X",

2.FiefeRIX],f=-2 + 6X - 4X3 + 2X“si o = —%. Prininmultirea polinomului f cu constanta o obtinem polinomul

—3f=(-3) (24 6X-4X2 42X =1- 3K+ 200 - X
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OBSERVATII.
1.a-(b-f)=(ab)-f, pentru orice fe RIXIsia, b € R;

2.a-f+b-f=(a+b)-f pentruorice fe RIXIsia, beR,;
3.1-f=f-1=f, pentru orice f € RIX];

4. (-1) - f=f-(-1) = -f, pentru orice f € RIX];
5.0-f=f-0=0, pentru orice f € RIX].

3. inmultirea polinoamelor @

Fie f,g € RIX], f = @y + @, X+ .. + @, X" +a,X" (a, # 0) si g = by+b,X+..+b, X" +b X" (b, # 0).
Prin produsul (inmultirea) polinoamelor f si g se obtine polinomul notat f- g, care reprezinta suma
produselor fiecarui termen al polinomului f cu fiecare termen al polinomului g.

OBSERVATIE:
Fief,g € RIXL, f=ay+ a, X+ ..+ @, X" +a,X"(a,#0)sig=by+b,X+..+b, X" +b, X" (b, #0).Atunci:
1.grad(f-g)=m+n;

2. frg=cot X+t Xh+ i+ X™ 4 ¢ XM unde:
Co=0aoby

¢,=a,b,+ayb;

¢,=a,b,+a,b,+ayb,;
C,=0a,by*+a, b, +a,,b,+..+a,;b;+..+a,b,

G & B9 2 Ol

Cran =0, b

EXEMPLU:
Fief=2-X+X3si g=1-X. Atunci:
~
Frg=Q-X+X3)-(1-X)=2-2X-X+X2+X3-X4=2-3X+X2+X3- X4
S~—7

—
Proprietatile inmultirii polinoamelor
« Inmultirea polinoamelor este comutativa:
f-g=g-f, pentruorice f,g € RIXI.
« Inmultirea polinoamelor este asociativa:
(f-g)-h=f-(g - h), pentru orice f,g,h € RIX].
*f-0=0-f=0, pentru orice f € RIX].
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* Polinomul g = 1 este element neutru pentru inmultirea polinoamelor:
f-1=1-f=f pentru orice f € RIX];

« Inmultirea polinoamelor este distributiva fatd de adunarea polinoamelor:
f-(g+h)=f-g+f-h, pentruorice f,g,h € RIX];
(g+h)-f=g-f+h-f pentruorice f,g,h € RIXI.

Exercitii rezolvate

1. Fie fe RIX], f=5-m+2X-(1-2m)X3 + 2X* Determina numarul real m pentru
care valoarea polinomului f in -1 este 12.
Rezolvare:
Deoarece valoarea polinomului f in -1 este 12, avem:
fGN=1225-m+2-1D-1-2m-1D3+2(-104=125-m-2+1-2m+2=12
S-3IM+6=12 m=-2.

2. Fie f, g € RIXI, f=2m-1+3X+(1-n)X* si g = 1+3X+gX*+ X Determina
numerele reale m,n si g pentru care f = g.

Rezolvare:
gradf=gradg gradf=gradg =3
_ 2m-1=1 m=1
17921 Toeq 7 q=0
1-n=1 n=0

Asadar,m=1sin=q=0.

3. Se considera polinoamele f,g,h € RIX], f = X+ aX3+5X>+ bX -6, g = X>+5X + 6
sih=X2-1.
a) Scrie sub forma algebrica polinomul g - h.
b) Determina numerele reale a si b pentru care f=g - h.
c) Pentru a =5 si b = -5, determina numerele reale a pentru care fla) = 0.
Rezolvare:
a)g-h=(X2+5X+6)-(X2-1)=X*-X2+5X3-5X+6X2-6=X"+5X>+5X2-5X-6
Forma algebrica a polinomului g - h este g - h = -6 - 5X + 5X% + 5X3 + X,

b)f=g-h=——=X*+aX?+5X2+bX-6=X*+5X>+5X2-5X-6=>
conform a)

=>a=5sib=-5.
¢) Conform a) si b), pentru a = 5 si b = -5 avem f = g - h. Deci fia) = g(a) - h(a),
pentru orice a € R.

g(a) =0 2+50+6=0 [|9€E{-2-3}
fl) =0 g -ha)=0 4 sau < { sau & sal o
floy=0 a?-1=0 o€ f-11)

sae{-3-2-11}.
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STIAI CA..?

Teoria polinoamelor
este rezultatul a
secole de cautari,
duelurilor intelectuale
si a momentelor de
geniu. lata figurile
cheie care au definit
acest domeniu:

o Al-Khwarizmi

(cca. 780 - 850),
matematician,
astronom si geograf
islamic, a sistematizat
metodele de rezolvare
a ecuatiilor de gradul |
si Il. Cuvantul
»algoritm” provine din
numele sau, iar
cuvantul ,,algebra”
provine din titlul celei
mai importante dintre
lucrarile sale, tradusa
in limba latina in
secolul al XIl-lea d.H.
intr-o epoca lipsita de
simbolismul modern
(X, + =), Al-Khwarizmi
redacta totul sub
forma de text, numind
necunoscuta ,lucru”
sau ,radacind” iar
patratul acesteia
,avere”.

» Francois Viéte

(1540 - 1603),
matematician francez
si consilier al regilor
Frantei, este
considerat parintele
algebrei moderne.
Acesta a introdus
folosirea literelor
pentru a reprezenta
coeficientii si

4, Fie fe RIX], f=(X+ 1"+ X%+ X + 2, avand forma algebrica

f=a,+a,X+..+a,X°+a, X°.

a) Determina termenul liber al polinomului f.

b) Calculeaza suma coeficientilor polinomului f.

c) Demonstreaza ca @y + @, + @, + ..+ @,y = 2° + 2.

Rezolvare:

a) Termenul liber al polinomului f este a,. Calculam valoarea polinomului fin 0.
Din f= (X + 1)10+ X2 + X + 2 obtinem f{0) = (0 + 1)'© + 0% + 0 + 2 = 3. (1)
Dinf=a,+a,X+...+ayX°+a, X" obtinem f(0) = a,. (2)

Din (1) si (2) obtinem a, = 3.

b) Suma coeficientilor polinomului f este: a, + a, + a,+ ... + ay,.

Calculam valoarea polinomului fin 1.

Dinf=(X+1"0+X°+X+2 obt'inemf(1)= (M+D0+19+1+2=204+4(3)
Dinf=a,+a,X+..+ayX?+a,X°obtinemfil)=a,+a,+a,+..+a,. (4
Din (3) si (4) obtinem a,+ a, + a,+ ... + 4,y = 2" + 4.

¢) Calculam valoarea polinomului f in -1.

Dinf=(X+ 1P+ X%+X+2obtinemfl-1)=(=1+1)"0+(-1)°+(-1) +2=0.(5)

Dinf=a,+a,X+..+agX° + a,X" obtinemfi-1=a,-a,+a,-a;+a, - ..~ a5+ a,,.(6)
Din (5) si (6) obtinem
Ay=0,+ )= 03+ 0, =~ Ay + Q=0 Ay + Q)+ A, + ..+ Ay = A, + 3 + Ag + .. + 0. (7)

Conform punctului b), avem a, + a, + a, + ... + 4,y = 2" + 4.(8)

Din (7) si (8) obtinem a, +a, + ... +a,, = % (210 + 4),
Deciay+a,+a,+..+0,,=2°+2.

. Fie f € RIXl, f = m?-2mX+X?+4X3+n2X“ - 4nX>. Determina coeficientii

polinomului f, stiind ca suma lor este 0.

Rezolvare:

feRXI=> m?-2m,n%,-tneR=>m,neR

Stim ca suma coeficientilor polinomului f este f(1). Avand in vedere ca suma
coeficientilor polinomului f este 0, rezulta ca f(1) = 0.
fM=0em?-2m-1+1?+4-13+n?-1"-4n-1P=0%
Sm-2m+1+4+n?-4n=0(Mm-12+(-2?%=0

Cumm,n € R, rezultd cdm -1=0sin-2=0,deci m=1sin=2.Tnlocuind msin
in forma algebrica a polinomului f obtinem f = 1-2X+X2+4X3+ 4X* - 8X5.
Coeficientii polinomului fsunta,=1,a,=-2,a,=1,a,=4,a,=4sia;=-8.

% o'+ bl: ?

variabilele.
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Aplic @

1.

Scrie coeficientii polinomului f.
a)feRIX], f=-1+X+X2- X5
b) fe RIX], f=2X - X2 - X

o) feRIX], f=-2X6-7X3 - X - 2;
d)feRIX], f=1+X+ X+ 4X8 - X° - 910,

.a)Fief,geRIX], f=a-1+X+2bX2-X3,g=-1+(3-2c)X+4X2 - dX3.

Determina numerele reale a, b, ¢, si d pentru care f = g.

b) Fie f, g € RIX], f=3+(m2+1)X+2X2-(1-n)X*, g = 3+3X+2X2- (p + 2)X3.
Determina numerele reale m, n, si p pentru care f = g.

c)Fief,g e RIX], f=X+2bX2+(1-2a)X* g=c2-1+X+4X2-(d? - d)X3.
Determina numerele reale g, b, ¢, si d pentru care f = g.

d)Fief,g e RIX], f=3+(m2+ DX +2X2-(1-nX3- (2 - p?) X5,
g=3+5X+2X?-(q +2)X“ Determina numerele reale m, n, p si g pentru care f = g.

. a) Fie fe RIX], f=1-3X+ 4X? + 4X3 - 2X® - X°. Determina valoarea polinomului f

in-2.

b) Fie f € RIX], f=1+ 3X + 6X2 + 4X3. Determina valoarea polinomului fin —%.

c) Fie g € RIX], g = X*° + 4X*5 - X?0 - 9X2 + 5X - 2. Determina valoarea polinomului
gin-1.

d) Fie f € RIX], f = X> + 4X* - X3 - 9X? + 5X - 2. Determina valoarea polinomului f
in+2.

e) Fie fe RIX], f=1+ X + X2+ X3. Determina valoarea polinomului f in 1- V2.

. Determina gradul polinomului f in functie valorile numarului real m.

a)f=(m-2DX3-(1+mX2+X+1,feRIX]

b) f=02m+6)X* - (9 - mIX2+ X + 27+ m3, f e RIX];
Af=(m*-1DX>+(m?+2m-3)X*-(m?-1)X*-9X -2, fe RIX];

d) f=(m3+1)X5+(m?-2m - 3)X* - (m?- 1)X3 - (2m - 2)X, f € RIX];
e) f=(m3-4&m)X" + (m?+2m)X*° - 2 - m)X* - 9mX - 2, f € RIXI.

. Determina numarul real m pentru care polinoamele f si g au acelasi grad:

f=m-2X3+mM+DX>+(1-mX-3;
g=(m3-4m)X*+(m2-3m+2)X3+ mX2+m- 2.

. Calculeaza f +g.

a)f=X'-X3+3X2-2X+5,g=2X+X3-3X2-5X - 7,

b) f=-X*+N2X3+ V3X2- 6X +5,g = 2X" - V2X> - V3X2 + 6X;
Of=X-3X-2X,g=2X" - X0 4 2K - 1X - 7;
d)f=X-5X3-2X,g=X-3X2-7,
e)f=-X‘-aX3+3X2-(2-m)X+5g=2X*+(1+a)X*-3X2-mX-7,a,meR.

Fie f, g € RIX], f = 3X*-X3+3X2+3, g = 2X*+ X3 -5X + 2. Determina forma
algebrica a polinomului 2f - 3g.

. Fief,g € RIX], f= X4 - X3+ 6X2 - 2X + 5, = 2X* + X3 + 3X? - 5X - 7.

Determina coeficientii polinomului -f + 2g.

UNITATEA 3

STIAI CA..?

Figuri cheie care
au definit teoria
polinoamelor:

« Girolamo Cardano
(1501-1576),
matematician, medic
si filosof italian, a
publicat formule de
rezolvare pentru
ecuatiile de gradul Il
si IVin lucrarea Ars
Magna (1545).

« Carl Friedrich Gauss
(1777-1855),
matematician,
astronom si fizician
german, unul dintre
cei mai mari
matematicieni din
toate timpurile.

« Evariste Galois
(1811-1832),
matematician francez,
a demonstrat ca
ecuatiile de grad mai
mare sau egal cu 5 nu
pot fi rezolvate prin
formule generale (cu
radicali), punand
bazele teoriei
grupurilor.

« Etienne Bézout
(1730-1783),
matematician francez
deosebit de influent,
cunoscut mai ales
pentru contributiile
sale in algebra
polinoamelor si
pentru manualele
sale, care au format
generatii de ingineri si
ofiteri (inclusiv pe
Napoleon).
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William George
Horner (1786-1837),
matematician englez
din epoca georgiana.
Nu a fost un
academician de rang
inalt de la inceput, ci
a lucrat ca profesor si
director de scoala la
varsta de doar 18 ani
era deja director
secund la Kingswood
School. Desi nu a
urmat studii
universitare de
prestigiu, a fost un
geniu al calculului
numeric.

9. Fief,g,heRIX], f=2X*-3X3+5X2-1,g=aX*-X?-3X+2, h=X3-bX?+cX-1.
Determina numerele reale a, b si ¢ pentru care f +2g + 3h = 1.

10. Calculeazaf- g.
a)f=X+5,qg=X"-5X+25;
b)f=X2+3X+9,g=X-3;
Of=X2-X+1,g=X2+X-1
d)f=X+1,g=X-X3+1,

11. Fie polinoamele f=X+2,g=2X-1. Calculeaza (f - g)* si f* - g°

12. Fie polinoamele f = 2X2-X+2, g = X2-2X-1si h = X2+ 2X+1. Calculeaza
f-g+f-hsif-g-f-hindoua moduri.

13. Scrie sub forma algebrica polinomul f.

a) f= (X = 1O+ DX - 2)(X + 2); )f=(2x— (X2 +1);
b) f=(X2+ 1)(2X + 1)(X + 2); i)f=( )(2X +3):
Q) f=(X2+ X+ )X +3)X-2); j) F= O+ 3)X - 2)(2X - 1);
d)f=(2-X+1X-3); k) f = (4X2 = 1)(X + 1);
e)f=(X2+X+1)(2X+3); Df=0Qx2-1DX2-1);
f) f=(X2-X+2)X+5), m) f=(X+ 1)(X + 2)2X + 1);
g8 f=(-1X+ua) n) f= (X - DEX - DX - 1.

14. Determina numerele reale m,n si p pentru care polinomul f = 2X2 + 7X + 6 este
egal cu polinomul g = m(X + 1)2 + n(X + 1) + p.

e)f=X+1,g=X-X3+X2-X+1,
f)f=Xt+X3+X2+X+1,9=X-1,
gf=X+X2+9X+9,g=X-1.

15. Determina numerele reale a,b si ¢ pentru care polinomul f = 3(X? + 8) este egal
cu polinomul f=a(X -2)?+ b(X - 2) + c.
16. Fie f € RIX], f = X+D®+(X-1D"+X°-X+2, avand forma algebrica
f=ay+a,X+..+a,X%+a, X"O.
a) Determina termenul liber al polinomului f.
b) Calculeaza suma coeficientilor polinomului f.
c) Demonstreaza ca a, + a; + as+
17. Fie polinoamele f,g,h € RIX],f=1+ X+ X2+ ...+ X190 g=1+2X+3X?+
sih=f-g,cuformaalgebrica h=a, + a,X + ... + Qg X" + @90 X™.

vt 0g=2"5.
.. +100X*°

a) Calculeazd ay + @, + ... + Gy + Qg
b) Determina coeficientii a,, a,, a,, G195 Si G195
18. Demonstreaza prin metoda inductiei matematice identitatea de polinoame:

(1+2X+3X2+ .+nX"N(1-X)2=nX""-(n+DX"+1,nEN".

19. Determina numerele reale a si b stiind ca exista un polinom g € RIX], astfel
incat f=g? unde f=X*-2X3+5X?+aX + b.
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2. Teorema impartirii cu rest; algoritmul de impartire a
polinoamelor; impartirea cu X - a, schema lui Horner;
divizibilitatea polinoamelor: definitie

imi amintesc

1. Fie numerele naturale 872 si 7. Determina numerele naturale ¢ si r pentru care
872=7-c+r,under<7.

» Cum ai determinat numerele naturale c si r?
- Cate solutii are problema?
+ Cum se numesc numerele 872 si 7?
+ Cum se numesc numerele naturale ¢ si r?
2. Fie numerele naturale 225 si 9.
a) Determina numerele naturale ¢ §i rpentrucare 225=9-c+r,under<9.
b)Dacd 225=9-c +rsir=0,atunci225=9 - c. Ce este 9 pentru 225, dar 225 pentru 9?

Invat

Stim din clasele anterioare ca, pentru orice numere naturale a si b, b # 0, exista Fdeﬁnpértit
si sunt unice numerele naturale ¢ si r, numite cat, respectiv rest, astfel incat g7y 7 < impirtitor
a=b-c+r r<b. Numarul a se numeste deimpartit, iar numarul b se numeste 7 [124 <-cat

impartitor. 17

. . -~ - . e . . 14
De exemplu, pentru a = 872 si b =7, prin efectuarea impartirii lui a la b, obtinem  Z3;
catul ¢ = 124 si restul r = 4. 28

o N : . . - =4, <—rest
Prin impartirea numarului 225 la 9 obtinem catul 25 si restul 0. In acest caz avem

225 = 9 - 25. Numarul 225 este multiplu al numerelor 9 si 25, iar numerele 9 si 25
sunt divizori ai numarului 225.

Teorema 1. Fie f,g € RIX], g # 0. Atunci exista si sunt unice polinoamele q,r € RIX], astfel incat
f=g-q+rsigrad(r) < grad(g).
Demonstratie:

Fief,g e RIXI, f=a,X"+a, X""+..+a,X+a,(a,#0),g=b,X"+b, X" +...+b,X+by(b,#0).
Avem grad(f) = m si grad(g) = n.

» Demonstram existenta polinoamelor c sir.

Distingem doua cazuri:

i) grad(f) < grad(g);

Daca grad(f) < grad(g), atunci g = 0 si r = f, grad(r) = grad(f) < grad(g).
i) grad(f) > grad(g).

Daca grad(f) 2 grad(g) (grad(f) = m si grad(g) = n), atunci m 2 n. Demonstram folosind metoda inductiei
matematice.
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Fie P(m): Pentru orice f,g € RIX], g # 0, grad(f) = m si grad(g) = n (m 2 n), exista polinoamele g,r € RIX],
astfel incat f= g - g + r si grad(r) < grad(g), m € N.

- Verificam faptul ca propozitia P(0) este adevarata:

Daca m = 0 (m 2 n), atunci f= a,, a, # 0 si g = by, b, # 0. Consideram q = a, - by si r = 0, deci P(0) este
adevarata.

- Demonstram P(R) — P(k +1).
Presupunem ca pentru orice polinom f(grad(f) = k), existd polinoamele g sir, astfel incatf=g-q +r.
Daca f este un polinom de gradul k + 1, atunci f = a,..X*" + f,, (a,., # 0) si grad(f,) < k. (1)
Asadar, pentru polinomul f, exista g, si r, astfel incat:

fi=g-q,+r,grad(r,) < grad(g) < k. (2)

Ay X = Qe X - XE =0 X(g - Gy + 1)) = Ay X G- q, + Ay X - 1y, grad(r,) < k. (3)
Inlocuind relatiile (2) si (3) in (1) obtinem:

f=0p X9 Qy+ QX 1, +g-q,+1,=9 (A X-q,+q,) +(Qp X -1, +1,).

Notdm q = @ X q,+q, Si 1 = QX 1,+ 1, grad(r) < k+1. Deci afirmatia este adevaratd si pentru
polinoamele de grad k + 1, de unde rezulta ca P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate, prin urmare propozitia
P(m) este adevarata pentru orice numar natural m.

« Demonstram unicitatea polinoamelor g si r.

Stim ca, pentru orice polinoame f,g € RIX], g # 0, exista polinoamele g,r € RIX], astfel incat f=g-q+r
si grad(r) < grad(g). (4)

Daca ar exista si polinoamele g, r, € RIX], astfel incat f = g- g, +r, si grad(r;) < grad(g) (5), atunci
grad(r, - r) < grad(g). (6)

Scazand relatia (5) din (4) obtinem:
0=g-(q-q)+r-ryer-r,=g-(g,-q)(7)sigrad(r - r,) < grad(g).

Daca g, # g, conform (7), grad(r - r,) = grad(g), ceea ce contrazice relatia (6), deci g, = g. Daca g, = q,
atunci conform (7) avem r - r, = 0, de unde rezulta r, = r. Am demonstrat ca polinoamele g si r sunt unice.

OBSERVATIE:
Polinoamele f, g, g si r din teorema 1 se numesc deimpartit, impartitor, cat si, respectiv, rest.

Algoritm pentru impartirea a doua polinoame @

Fie f,g € RIX], g # 0. Conform teoremei 1, exista si sunt unice polinoamele ¢, r € RIX], astfel incat
f=g-q+rsigrad(r) < grad(g).
Daca grad(f) < grad(g), atuncig=0sir=f.

Daca grad(f) > grad(g), consideram f=a, X" +a, X"+ ..+a,X+a,(a,#0)si
g=b,X"+b, X"+ . +b X+b,(b,#0). Deci grad(f) = m si grad(g) = n, unde m 2 n.
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Pentru a efectua f: g, procedam astfel:
« Scriem polinoamele in ordinea descrescatoare a puterilor lui X.
» Reprezentam impartirea in felul urmator:

A X"+ @, XM+ L+ a,X+a, | b, X"+ b, X""+..+b,X+b,

Daca lipseste un termen, de exemplu a, = 0, se lasa un spatiu gol intre a, X* si a, X.

Se imparte termenul principal al polinomului f (adica a,,X™) la termenul principal al polinomului g (adica b, X"):
(a,X™:(b,X") = a,, b;' X",
Acest rezultat se scrie sub polinomul g si reprezinta primul termen al catului.
a,X"+a, X"+ . +a,X+a, | b X"+ b, X""+..+b,X+b,
[ ayb;xm

o Se inmulteste rezultatul obtinut la etapa anterioara cu impartitorul g si se scade acest produs din
deimpartitul f (adica se aduna acest produs cu semn schimbat la f) si se obtine polinomul

f1=f_ (am:bn)Xm_n'g'

A, X"+ a, X"+ +a,X+a, | b, X"+ b, X"+..+b,X+b,

-a,X"-a,b'b, Xm... a, b, xm™n
| f-(a,:a)X""-g
fi

Polinomul f, are gradul cel mult n - 1.
- Daca grad(f;) < grad(g), atunci polinomul f, = r si c = a,, by X™™.

- Daca grad(f;) = grad(g), atunci repetam pasii cu f, in locul lui f, obtinem al doilea termen al catului si asa
mai departe, pana cand obtinem un polinom al carui grad este mai mic decat gradul plinomului g.
Acest polinom este r, restul impartirii polinomului f la polinomul g.

EXEMPLE:

1. Fie f,g € RIX], f = 6X*+X3-3X+5 si g = 2X?- X + 4. Pentru a determina catul si restul impartirii
polinomului f la polinomul g folosim algoritmul prezentat mai sus.

A.Polinoamelesuntscriseinordineadescrescatoare  Scriem 3X2 la cat.

a puterilor lui X. 6X4 + X3 3X+5 |20 -X+4
3X?

B. Asezam polinoamele f si g corespunzator
algoritmului. Tn scrierea polinomului f intre 3x® si ~ D. Inmultim 3X* cu polinomul g, iar rezultatul il
-3X lasam spatiu liber deoarece a, = 0 (lipseste in  scriem cu semn schimbat sub polinomul f.

scriere X2). 6X* + X3 3X+5 20 -X+4
6X¢ + X3 3X+5|20-X+4 ~6X" + 3% - 12X 3x
E. Adunam polinomul f cu -3X? - g, iar rezultatul il
C. Tmpartim termenul dominant al polinomului fla ~ scriem imediat sub -3X*- g.
termenul dominant al polinomului g. 6X*+ X3 3X+5 |2 -X+4
(6X4): (X2 = (6:2) - (X+: X2) = 3X2 -6+ 3X° - 12X° 3

| 4X3-12X2-3X+5
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F. Tmpér’gim termenul dominant al polinomului 6X* + X3 S3X+5 (2 -X+4
4X3 - 12X2 - 3X + 5 la termenul dominant al ‘6;(4"3)(2‘12))(; 3X2+2X -5
. . L)X -12X4-3X+5
olinomului g:
P 9 —4X3+ 2% -8X
(4X3): (2X) = (4:2) - (X3: X)) =2X. /| -10X2-11X+5
Scriem 2X la cat. J. Inmultim -5 cu polinomul g, iar rezultatul il
6X4 + X3 3BX+5 ([ 2X2-X+4 scriem cu semn schimbat sub polinomul
—-6X" +3X3 - 12X2 32+ 2X -10X%2 - 11X + 5.
[ 4 -12X=3X+5 6X* + X3 3X+5 (20 -X+4
G. ITnmultim 2X cu polinomul g, iar rezultatul il ~6X!+3X - 12X 3+ 2X- 5
scriem cu semn schimbat sub polinomul Nl
em P —4)0+ 2 - 8X
4X° -12X4-3X + 5. | —10X2-11X+5
6X* + X3 SBX+5 |22 -X+ 4 10X2 - 5X + 20
—-6X* +3X3 - 12X2 3X2+2X

K. Adunam polinomul -10X? - 11X +5cu -5 - g,

4X3 - 12X2 - 3X . T .
/ 3K+ iar rezultatul il scriem imediat sub -5 - g.

- 4X3+ 2X* - 8X
C R, 6X" + X° 3X+5 |20 -X+4
H. Adunam p?llno_mul er —.12X -3X+5cu-2X-g, —6X4 + 300 - 1202 32+ X5
iar rezultatul il scriem imediat sub -2X - g. | LB -12X-3X+5
6X* + X 3BX+5 [ 20 -X+4 -4X+ 2X* -8X Gitle)
—6X* + 3X3 - 1202 302+ 2X [ -10X2-11X+5
[ &C-12X2-3X+5 10X* - 5X + 20
L)X+ 2X? - 8X | -16X+25=rest(r)

[ =10% - 11X +5 Prin adunarea polinomului -10X2-11X+5cu-5-¢

I. impartim termenul dominant al polinomului am obtinut polinomul -16X + 25, care are gradul 1,

-10X? - 11X + 5 la termenul dominant al mai mic decat gradul deimpartitului, polinomul g.

polinomului g: in acest moment impartirea polinomului f la
(-10X2) : (2X) = [(-10) : 2] - (X2 : X2) = -5. polinomul g se incheie:

o catul este g=3X2+2X-5;
o restul este r=-16X + 25.

Scriem -5 la cat.

2. Fie f, g € RIX], f = 4X3 + 6X? + 5 si g = -2X? - 3. Aplicand algoritmul impartirii a doua polinoame obtinem:

WE+EX  +5[-2X-3
-4 -eX  |-2x-3

| 6X2-6X+5
_6X2 _9 q:—ZX—3
| -6X-4 r=—6X-4

Tmpér’;irea cu X - a(a € R). Teorema restului. Schema lui Horner

Ne propunem sa aflam catul si restul impartirii unui polinom f € RIX] la
polinomul g =X - @, a € R, prin metode cat mai simple.

Teorema restului. Fie f € RIX] si a € R. Atunci restul impartirii polinomului f la X - a este fla).

Demonstratie:
Conform teoremei impartirii cu rest avem:
f=(X-a)-q+r, unde grad(r) < 1. (8)
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Daca grad(r) < 1, atunci r este un polinom constant (r € R).

Determinam valoarea polinomului f in a.

Conform relatiei (8), obtinem f(a) = (a - a) - q(a) + r, de unde deducem r = fla).
EXEMPLU:

Fie f € RIX], f = 4X® - 12X2 - 3X + 5. Restul impartirii polinomului f la polinomul X + 1 este f{-1) (deoarece
X+1=X-(-1)).

r=fl-1er=4-(-13-12-(-12-3-(-0)+5=-4-12+3+5=-8

Asadar, restul impartirii polinomului f la X + 1 este -8.
OBSERVATIE.
Teorema restului nu face nicio precizare despre catul impartirii polinomului f € RIXI la polinomul X - a.
Schema lui Horner @
Fiefe RIXI, f=a,X"+a,,X""+..+a,X+a,a,#0sig=X-a,ae R.Atunci, conform teoremei impartirii cu
rest, exista si sunt unice polinoamele g sir, astfelincatf=(X-a)-q+rsiqg=b, X"+ b, ,X"2+_ . +b X+b,.
f = X-a) (b, X"+ b, X2+ . +b X+b))+r & f = b X"+b ,X""+.. + b, X2+byX-ab, X" -
-ab, X"~ ..-ab,X-aby+re f=b, X"+ (b,,-ab,.)X"" +(b,5 - ab,,)X"2 + ...+ (b, - ab,)X - ab, + r.(9)
Identificand coeficientii celor doua polinoame din egalitatea (9), obtinem:

a,=b,, s b4 =a,

a,,=b,,-ab,, <b,,=ab, +a,,

A= bn—3 - abn-z < bn-3 = abn-z tdp,

a,=b, - ab, < by=ab, +aq,
a,=r-ab, & r=ab,+a,.

in practicd, pentru calculul restului si coeficientii catului, organizam calculele sub forma unui tabel, numit
schema lui Horner:

X X X2 X X0
a, 0, a,., a, a,
al| a, ab,,+a,, ab,,+a,, .. ab,+a, ab,+a,
—— N——— N————
| | | | |
] v v ] v
bn-1 bn—2 bn—3 bO r

EXEMPLE:

1. Determina catul si restul impartirii polinomului f = 2X*-X®-3X+5 la polinomul X -2 utilizand
schema lui Horner.

X X3 X2 X X0
2 -1 0 -3 5

2 2 2:2+(-10=3  2-3+0=6  2-6+(-3)=9  2-9+5:23
b, b, b, b, r

Am obtinut g =2X3+3X2+6X +9,r=23.
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2. Determina catul si restul impartirii polinomului f = 3X* + X3 - 3 la polinomul X + 1 utilizand schema lui
Horner.

X4 X3 X2 X X°
3 1 0 0 -3

-1 3 (-1)-3+1=-2  (-1)-(-2)+0=2  (-1)-2+0=-2 (=1)-(-2) +(-3) = -1
b, b, b, b, r

Am obtinut g =3X3-2X?+2X-2,r=-1.

Daca am inteles cum functioneaza schema lui Horner, putem completa in tabel direct rezultatele calculelor.

X X3 e X X°
3 1 0 0 -3

-1 3 -2 2 -2 -1
b, b, b, b, r

Definitie. Fie f,g € RIX]. Spunem ca polinomul g divide polinomul f daca exista polinomul h astfel
incatf=g- h.

OBSERVATII.

1. Daca polinomul g divide polinomul f, spunem ca polinomul g este divizor al polinomului f. ,,Polinomul g
divide polinomul f” se noteaza g | f.

2.1n loc de ,polinomul g divide polinomul f”, putem spune si cd ,,polinomul f este divizibil cu polinomul g”
si notam f : g.n acest caz spunem ca polinomul f este multiplu al polinomul g.

3. Polinomul g # 0 este divizor al polinomului f daca restul impartirii polinomului f la polinomul g este 0.
EXEMPLE:

1. Fie f,g € RIX], f = X2-9 si g = X - 3. Atunci f = (X - 3)(X + 3), de unde rezulta ca polinomul g divide
polinomul f (sau polinomul f este divizibil cu polinomul g).

2. Fie f,g € RIX], f = X*-15si g = X2~ X+ 1. Atunci f = (X> - X + 1)(X - 1), de unde rezulta ca polinomul g
divide polinomul f (sau polinomul f este divizibil cu polinomul g).

3. Fie f,g € RIX], f = X“-3X2+9 si g = X2+ 3X + 3. Impartind polinomul f la polinomul g obtinem catul
q=X?-3X+3sirestul r=0.Decif=g-q,adica polinomul g divide polinomul f.

X -3X2  +9|X2+3X+3
- X4 - 3X3 - 3X? X2-3X+3
[-3C-6X2 +9
3X3 + 9X2 + 9X
| 3X2+9X+9
-3X2-9X-9
[ 1

Proprietati ale relatiei de divizibilitate

- f1f, pentru orice f € RIX] (divizibilitatea polinoamelor este reflexiva).

- Dacd f,g,h € RIX], g |fsi f1 h, atunci g | h (divizibilitatea polinoamelor este tranzitiva).
-Dacaf,g,h € RIX], g|fsig|h,atuncig|(f- u +h-v), pentru orice u,v € RIX].

-Daca f,g e RIXIsig|f(f#0, g # 0), atunci grad(g) < grad(f).
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Exercitii rezolvate

1. FiefeRIX], f=(X - 2)20% + m X2 - 3X. Determina numarul real m pentru care restul

impartirii polinomului f la polinomul X - 3 este 10.

Rezolvare:

Aplicand teorema restului pentru a = 3, obtinem r = f(3).
f3)=(3-2)%6+m-32-3-3=12026+9m-9=9m-8=r=9m - 8.

Cum restul impartirii polinomului f la X - 3 este 10, obtinem 9m - 8 = 10, de unde
rezulta cam = 2.

. Fie fe RIX], f= X% - 3X> + mX - (n + 2). Determina numerele reale m si n pentru
care restul impartirii polinomului fla X2 - X + 1 este 2X - 3.

Xt =3 +mX-(n+2) | X2-X+1
X4+ X3 - X2 X2+ X-3

| +X3-4X2+mX-(n+2)

Rezolvare:
Efectuam impartirea polinomului f la
polinomul X?-X+1, apoi egalam

polinomul obtinut ca rest cu XX - X
polinomul 2X - 3. [ =3x2+(m-1X-(n+2)
Cum restul impartirii polinomului f 3 -3X+3

la X2-X+1 este (m-4)X+(1-n), [ (m=-a)x+(1-n)

polinoamele (m - 4)X + (1 - n) si 2X - 3 sunt egale. Atuncim - 4=2si1-n=-3,de
unde rezulta cam =6 sin = 4.

. Determina polinomul g € RIX], stiind ca prin impartirea polinomului
f=X*-X>+2X?lagseobtine catul g = X* + 1sirestul r=X - 1.

Rezolvare: Xe— X34 2X2— X +1(X2+1
Dinteorema impartirii curestavemf=g-q+r -X* - X X-X+1

si grad(r) < grad(g), deci f-r =g-q, adica g / ‘ﬁ + X —))(( +1
~ ~ v e ee . . +

f:ste catul impartirii polinomului f - rla q. T 1

Impartind f-r=X*-X3+2X2-X+1la - X -1

q=X?+1,0btinemg=X2-X+1. / /

. Fie feRIX], f=X*-2X3+ X2 + aX + b. Determina numerele reale a si b pentru care
restul impartirii polinomului fla X + 1 este 2, iar restul impartirii polinomului f la
X -2este 4.

Rezolvare:

Din teorema restului avem:

- restul impartirii polinomului fla X + 1 este f(- 1), de unde rezulta f(-1) = 2;

- restul impartirii polinomului f la X - 2 este f(2), de unde rezulta f(2) = 4.

=2

f(‘1)=2®{4—a+b=2 @{—a+b=—2© a=3
fO=4 " \4+2a+b=4t"2a+b=0 " |, __4
3

. Fie f, g € RIX], f= (X2 - 5X + 5)'98 + 4X - 2 cu forma algebrica
f=ag+a X+a,X2+ ..+ Ay X% 5i g = X2 - 3X + 2.

a) Arata ca g(1) = g(2).

b) Arata ca a, nu poate fi patratul unui numar natural.

c) Determina restul impartirii polinomului f la polinomul g.

UNITATEA 3

CONTEXTUALIZEZ

» Polinoamele sunt
folosite la realizarea
animatiilor si jocurilor
video pentru a obtine
miscari si forme mai
naturale, pentru
modelarea
suprafetelor 3D,
pentru calcularea
traseelor, a vitezei si
a schimbarii directiei
unui obiect. De
exemplu, saltul unui
personaj, traiectoria
unei masini sau
miscarea camerei
intr-un joc pot fi
descrise prin functii
polinomiale.

« Polinoamele sunt
esentiale in
inteligenta artificiala
si analiza datelor.
Sistemele si algoritmii
de inteligenta
artificiala trebuie sa
recunoasca modele si
sa invete din
informatii. Pentru
aceasta, folosesc
modele matematice
bazate si pe functii
polinomiale, care
ajuta la aproximarea
si analizarea datelor.
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CONTEXTUALIZEZ

» Polinoamele sunt
utilizate pentru
realizarea predictiilor
si identificarea
relatiilor dintre
informatii. De
exemplu, acestea
creeaza posibilitatea
unui program sa
estimeze evolutia
temperaturilor, a
preturilor sau sa
recunoasca fete si
imagini.

« in analiza datelor,
functiile polinomiale
sunt folosite pentru
trasarea liniilor de
tendinta si pentru
interpretarea unor
volume mari de
informatii. Astfel,
concepte studiate la
matematica stau la
baza multor tehnologii
moderne, precum
asistentii virtuali,
recomandarile online
si aplicatiile de
recunoastere vocala.

« Protejarea datelor, a
parolelor si a
tranzactiilor bancare
se bazeaza pe calcule
matematice complexe.
Polinoamele sunt
utilizate in algoritmi
avansati pentru
criptarea informatiilor,
astfel incat acestea sa
fie extrem de greu de
accesat fara o cheie
secreta.
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Rezolvare:

a)gh=12-3-1+2=0
g2)=22-3-2+2=0

b) ay=fl0)=> a,=(02-5-0+5)"8+4-0-2&a,=5"-2

Stim ca ultima cifra a patratului unui numar natural nu poate fi 2, 3, 7 sau 8.

} = g(1) = g2

Ultima cifra @ numarului 5'°% este 5, deci ultima cifra @ numarului a, = 5% - 2
este 3, de unde rezulta ca a, nu poate fi patratul unui numar natural.

¢) Conform teoremei impartirii cu rest pentru polinoame cu coeficienti reali,
exista si sunt unice polinoamele ¢,r € RIX] astfel incat f = g-q+r si
grad(r) < grad(g).

Din grad(r) < grad(g) = 2, obtinem r=aX + b, a,b € R. Decif=g- q + aX + b. (10)
Calculam valoarea polinomului f in 1:

f)=(12-5-1+5)08+4.1-2=3;(11)

Conform (10) avem i) =g(1) - g(1) +a- 1+ b =a + b; (12)

Din (11) si (12) obtinem a + b = 3. (13)

Procedam analog pentru a calcula valoarea polinomului f in 2 si obtinem 2a + b =5.(14)
Din (13) si (14) obtinem a =2si b =1, deci r=2X +1.

6. Determina numerele reale m si n pentru care polinomul f = X* + X + mX + n

se divide cu polinomul g = (X + 1),
Rezolvare:

Aplicam schema lui Horner de doua ori, impunand conditia ca resturile celor
doua impartiri sa fie 0.

Xt X3 X2 X X0

1 0 1 m n
-1 1 -1 2 m-2 -m+n+2=r,
-1 1 -2 4 m-6=r,

Dinr,=r,=0,0btinemm=6sin=4.

Aplic ()

1. Fie f, g € RIX]. Determina catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.

e)f=X-2X2-1sig=X>+2X-1,
f)f=X0-1sig=X"+71;
g f=X"+1sig=X+1.

a)f=-5X2-X-1sig=3%3
b)f=X-1sig=V2X2+X-2;
Of=Xo+Xt+X3+X2-X-1sig=X3
d)f=X+X-X-1sig=X-X;

2. Determina restul impartirii polinomului f la polinomul g.

1.
21
f)f=8X4+2C+X2-X-1sig=2X+1;
g f=93+6X2+X+3sig=3X+1

Af=X-X+X-X2-X-1sig=X+1, e)f=8X‘+2C+X2-X-1sig=X+
b)f=Xt-X-X-1sig=X+2;
Of=2X-X2-1sig=X+2;
d)f=X+ X3+ X-2\3sig=X+13;
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3. Folosind schema lui Horner, determina catul si restul impartirii polinomului f
la polinomul g.

a)f=Xo+Xt+ X3+ X2-X-1sig=X-1,
b)f=Xs+2X2+X+9sig=X+2;
Af=X-1sig=X-1,
d)f=2C+4X2-X-1sig=X+1;
e)f=X+X-X-V3sig=X-13.

4. Stabileste daca polinomul f este divizibil cu polinomul g.
a)f=XB-X+XB-X2-X-1sig=X+7;
b)f=X*-X2-X-3sig=X+2
AOf=2X+X2+1sig=X*-2;
d)f=X-1sig=Xx*-1,
e)f=-2X4+ X2+ 4X+10§ig=X—2;

Pf=3X4+2X2-6X+105i g=X2-2X +2.

5. Fie f € RIX], f = X3+2X>+ X+ a. Determina restul impartirii polinomului f
la polinomul X + 2, stiind ca restul impartirii polinomului f la X - 2 este 3.

6. Fie fe RIX], f=2X* + 4X3 - 2X2 + nX + m. Determina restul impartirii polinomului f
la X, stiind ca resturile impartirii polinomului f la polinoamele X + 2 si X - 1 sunt
egale cu 3.

7. Fie f € RIX], f = 2X* + 4X3 - mX? + nX + p. Determina numerele reale m, n si p
pentru care polinomul f este divizibil cu polinomul (X + 2)°.

8. Determina valorile numarului natural p pentru care polinomul f=XP-pX+p -5
se divide cu polinomulg =X +1.

9. Determina numerele reale n si p pentru care polinomul f = 2X* + X> - 5X2 + nX + p
este divizibil cu polinomul (X + 1)2.

10. Determina numerele reale a si b pentru care polinomul f= X* - 5X2 + aX + b este

divizibil cu polinomul X2 + X - 1.
11. Determina catul si restul impartirii polinomului f= X* + 3X2 + aX + b la polinomul
g =X3- X +1, stiind ca polinomul f este divizibil cu polinomul X? - 2X + 2.
12. Fief,g € RIX], f=(X? - X - 1)'9% + X2 + 3X + 1 cu forma algebrica
f=ag+a,X+a,X+ ..+ Gy X2 sig=X2-X-2.
a) Arata ca g(-1) = gQ2).
b) Arata ca @, + @y + A5 + ... + Gypps + Ay = 3.
c) Determina restul impartirii polinomului f la polinomul g.

13.Fie f, g € RIX, f = (X-127+2X-3 cu forma algebrica

f=ag+a,X+a,X2+... + @y X% si g = X2-1. Determina restul impartirii

polinomului f la polinomul g.

STIAI CA..?

Schema lui Horner
este 0 metoda
algoritmica rapida
pentru a imparti
polinoame si pentru a
calcula valoarea lor.
Interesant este ca
metoda era cunoscuta
de chinezi cu secole
inainte, dar
matematicianul
englez William George
Horner a fost cel care
a popularizat-oin
Occident.
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3. Radacini reale ale polinoamelor; teorema lui Bézout

Descopar

Fie polinomul f = X3 - 2X2 - X + 2.
/| a)Calculeaza f(1).
// ’ b) Determina catul si restul impartirii polinomului f la polinomul X - 1.

1' . = / c) Determina solutiile ecuatiei g(a) =0, unde g : R — R reprezinta functia polinomiala
= asociata polinomului g, iar g este catul impartirii polinomului f la polinomul X - 1.

ﬁﬁ. ' d) Calculeaza fix,) si f{X,), unde X, si X, sunt solutiile ecuatiei g(a) = 0.

Invat

Definitie. Fie f € RIX]. Numarul real a pentru care f(a) = 0 se numeste radacina a polinomului f.

OBSERVATIE.
Radacinile unui polinom f in nedeterminata X se noteaza X,, X, ... .

EXEMPLE:

1. Numarul real -1 este radacina a polinomului f= X* + X3 - 2X? + 4X + 6, deoarece

fED =D+ C1D3-2-(-12+4-(-1)+6=0.

2. Polinomul f=aX+b, a,b € R, a # 0 are radacina -g deoarece f(—g) = a(-%) +b=-b+b=0.Stim ca
—% este solutie a ecuatiei de gradul | ax + b =0 (a # 0).

3. Polinomul nul f= 0 are ca radacina orice numar real (f(a) = 0, pentru orice numar real ).

Teorema 1 (Teorema lui Bézout). Fie f € RIX] si a € R. a este radacina a polinomului f daca si numai
daca X - a divide f.

Demonstratie:
Din teorema impartirii cu rest avem f= (X - a)q + r, unde q, r € RIXI si grad(r) < 1 (decir € R).
a este radacina a polinomului f < fla) =0 © r=0 < (X - a) divide f.
EXEMPLE:

1.FiefeRIXL, f=X3-X2-X-2.

f2)=23-22-2-2=0, deci 2 este radacind a polinomului f. Atunci (X - 2) | f.
2. Fie f € RIX] astfel incat (X + 1) | f. Atunci -1 este raddcina a polinomului f.
Consecinte ale teoremei lui Bézout

1. Daca a,,a,,..., a, sunt k radacini reale distincte ale polinomului f € RIX],
atunci (X - a,)(X - @,)...(X - a,) divide f.

2. Daca f este un polinom nenul de gradul n, cu coeficienti reali, atunci
polinomul f are cel mult n radacini reale.
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OBSERVATIE.

Singurul polinom cu coeficienti reali care are mai multe radacini decat gradul sau este polinomul nul.
Teorema2.Fief=a, + a,X + a,X* + ...+ a, X" + a, X" un polinom cu coeficienti intregi(a, # 0,a,# 0,n 2 1)
sia =g(p, qeZ,q#0,(lpl, Igl) = 1) o radacina a polinomului f. Atunci:

i) Ipl divide la,|;

i) lql divide la,|.

Demonstratie:

0 o= P este radicing a poli i _ P a(PY ", (P) -
|)0(—q este radacina a polinomului f = fl@)=0 = a, + a5 + a, (q) LI (q) +an<q) =0.(1)

Inmultim relatia (1) cu g" obtinem: a,q" + a,pq"" + a,p>q"? + ...+ a,,p"'q + a,p" = 0. (2)
Din relatia (2) obtinem p(-a,q"™" - a,pq"2 - ... - a,,p"?q - a,p™") = a,q", de unde rezulta Ip| | la,q"|.

Pl | lagq }:> Ipl | lal
(Ipl, Igh) =1=> (Ipl, Ig") =1 °

ii) Din relatia (2) obtinem q(- a,q™" - a,pq"? - a,p?q"3 - ... - a,,p"") = a, p" de unde rezulta |q| | | a,p"l.

lal | la,prl }:;, lql | la,l
(Igl, IpD) =1= (Iql, Ip"l) =1 "

Consecinte:

Fief=a,+a,X+a,X*+..+a,,X"" +a, X" un polinom cu coeficienti intregi (a, # 0, a, # 0).

« Radacinile intregi ale polinomului f, daca exista, sunt de forma *a, unde o apartine multimii
divizorilor naturali ai numarului |a,|.

* Daca a, = 1, atunci radacinile rationale ale polinomului f sunt numere intregi si sunt de forma *a,
unde o apartine multimii divizorilor naturali ai numarului la,|.

* Radacinile rationale ale polinomului f, daca exista, sunt de forma t%, unde a apartine multimii
divizorilor naturali ai numarului |a,|, iar B apartine multimii divizorilor naturali ai numarului la,|.
OBSERVATII.

1. Pentru a determina radacinile intregi ale unui polinom cu coeficienti intregi
f=a,+a,X+a,X*+..+a,,X""+a,X"(a, %0, a, #0) procedam astfel:

- determinam divizorii naturali ai numarului |a,l;
- verificam care dintre acestia sau dintre opusii acestora sunt radacini ale polinomului.

2. Pentru a determina radacinile rationale ale unui polinom cu coeficienti intregi
f=a,+a,X+a,X*+..+a,,X""+a,X"(a, #0,a,#0) procedam astfel:

- determinam divizorii naturali ai numerelor |a,| si la,l;

-determinam toate numerele rationale de forma 2 unde p, g € N, pllayl, q|la,l si g este

+g
fractie ireductibila;
- verificam care dintre numerele rationale determinate la punctul anterior sunt radacini ale polinomului f.
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EXEMPLE: @)

1. Pentru determinarea radacinilor intregi ale polinomului f = X*+ X3 - X2+ X - 2, determinam divizorii
numarului |-2]. Acestia sunt 1 si 2. Radacinile intregi ale polinomului f se afla printre numerele -2,-1, 1si 2.

f-2)=(-2)"+(-2)3-(-2)?+(-2)-2=16-8-4-2-2=0
fED =D+ ED3 - 12+ (-1)-2=1-1-1-1-2=-4
f=14+13-12+1-2=1+1-1+1-2=0
fl2)=24+23-22+2-2=16+8-4+2-2=20.
Radacinile intregi ale polinomului f sunt -2 si 1.
2. Pentru determinarea radacinilor rationale ale polinomului f=2X* + X3 + X2 + X - 1, procedam astfel:
- Determinam divizorii numarului 1.

- Determinam divizorii numarului 2.

- Determinam toate numerele rationale de forma 1%, unde p € {1} si g € {1, 2}. Acestea sunt -1, —%, 1, %
- Verificam care dintre numerele rationale determinate la pasul anterior sunt radacini ale polinomului f.

f-1) = 214+ (<12 + (D2 + (1) = 1=2-141-1-1=0;
Yo B B Do

0o @)+ @) 3r-dededdere
1=4

Radacinile rationale ale polinomului f sunt -1 si %

Exercitii rezolvate

1. Fie f € RIX], f = X3 - 2X? + aX + b. Determina numerele reale a si b pentru care

X, = -158i X, = 2 sunt radacini ale polinomului f.

Rezolvare:

X, = -1este radacina a polinomului f& fi-1=0< (-1°-2--1*+a-(-D+b=0<

-a+b=3(3).

 X,=2eradacina a polinomului fe fi2)=023-2-22+a-2+b=0s2a+b=0 ().
Din (3) si (4) obtinema=-1sib=2.

. Fie polinomul f € RIX], f=X*-X3-mX?+2X+m - 1. Determina numarul real m
pentru care (X +2) | f.
Rezolvare:

(X+N2) | fs f-\V2)= 0

(teorema lui Bézout)

& (-V2)4 - (V2P -m(-N2)?+2- (-\V2)+m-1=0&

SL+12-2m-22+m-1=0m=3.
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3. Determina valorile numarului intreg a pentru care polinomul f= X3 - aX?+2X -2
are radacini numere intregi.

Rezolvare:
Daca a € Z, atunci polinomul f are coeficientii numere intregi si radacinile intregi
ale polinomului f sunt de forma *a, unde o| [-2|. Asadar, radacinile intregi ale
polinomului f pot fi -2, -1, 1, 2.
- -2 este radacina a polinomului f& fi-2)=0 < (-2-a-(-2)?+2-(-2)-2=0 <
©-8-4a-4-2:00a=-2¢7
- -1esteradacina a polinomuluif& f-1=0<(-13-a-(-12+2-(-)-2=0<
o-1-a-2-2=0a=-5€7
+1este radacina a polinomuluife& fi=0<1-a-1?+2:-1-2=0%
s1-a+2-2=0sa=1€%;
- 2 este radacina a polinomuluif & f(2) =0 23-a-2?+2-2-2=0<
©8-4a+4-2=00a=2¢7Z
Asadar, a € {-5, 1}.

4, Determina radacinile reale ale polinomului f= X3 + X2 - 3X - 2.
Rezolvare:
Determinam radacinile rationale ale polinomului f:
f=2) = (-23+(-2)2-3-(-2)-2=-8+4+6 -2 =0, deci X, = -2 este radacina a
polinomului f;
fEN =103+ (12-3-(-1)-2=-1+1+3-2=1#0, deci -1 nu este radacina a
polinomului f.
f)=1+12-3-1-2=1+1-3-2=-3#0,deci 1nu este radacina a polinomului f.
fl2)=23+22-3-2-2=8+4-6-2=4%#0,deci 2 nu este radacina a polinomului f.
Polinomul f are o singura radacina rationala X, = -2. Determinam eventualele
radacini reale, care nu sunt rationale, ale polinomului f.

X, = -2 este radacina a polinomului f < ——— (X +2) .
(teorema lui Bézout)

Aplicam schema lui Horner pentru a afla catul impartirii polinomului f la X + 2.

X X2 X X
1 1 -3 -2

2 1 -1 -1 0
b, by b

Catul impartirii polinomului f la X + 2 este g = X2 - X - 1, deci f= (X + 2)(X2 - X - 1).
Daca a € R \ Q este radacina a polinomului f, atunci f(a) = 0.
flo)=0,aeR\Q & @+2(0?-a-1=0,0eR\Qoa’-a-1=0,0eR\Q.

Rezolvand ecuatia a? - a - 1= 0, obtinem solutiile a, = ! +2\/§ siay = %
in concluzie, polinomul f are radacinile X, = -2, X, = ! +2\/§ SiX,;= ! _2\/3.
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Figura 1
.h:r
A1, 16)
15
10
5
Ly
0|0 5
Figura 2

5. 0 bucata de tabla patratica are lungimea laturii egala cu 6 dm. Din fiecare colt se

decupeaza un patrat cu lungimea laturii egala cu X dm (figura 1). Din bucata
ramasa, prin indoire adecvata, se obtine o cutie in forma de prisma patrulatera
regulata.

a) Exprima in functie de X volumul cutiei obtinute prin indoire.

b) Determina forma algebrica a polinomului in nedeterminata X care reprezinta
formula de calcul a volumului cutiei obtinute prin indoire.

¢) Folosind una dintre aplicatiile Desmos sau GeoGebra, reprezinta grafic functia
care exprima dependenta dintre volumul cutiei si lungimea muchiei acesteia.

d) Determina cel mai mare volum pe care il poate avea cutia. Cati litri de apa
incap n cutie atunci cand aceasta are volumul maxim?

Rezolvare:

a) Observam ca X € (0, 3). Cutia are forma unei prisme patrulatere regulate, cu
muchia bazei de lungime 6 - 2X si inaltimea X. Atunci volumul V al cutiei este
V=(6-2X)?-X

b) V=(6-2X)?- X © V=1(36 - 24X + 4X?) - X & V =36X - 24X? + 4X3

Asadar, forma algebrica a polinomului este f= 36X - 24X? + 4X3.

¢) Functia care exprima dependenta dintre volumul cutiei si lungimea muchiei
acesteia este f: (0, 3) - R, fX) = 4X3 - 24X2 + 36X. Reprezentarea geometrica a
graficului functiei f este redata in figura 2.

d) Conform reprezentarii grafice a functiei f, volumul maxim al cutiei poate fi
16 dm?, deci, atunci cand volumul cutiei este maxim, in cutie incap 16 litri
de apa.

Aplic ()

1.

B 78

Verifica daca:

a) —% este radacina a polinomului f=2X3 + X2 - X +1;

b) 2 este radacina a polinomului f = X* - X2+ \2X - 4;

c) -1 este radacina a polinomului f= (X + 2)202%6 - X1001 4 X2 + X - ).

d) 2 este radacina a polinomului f=(X-3)1+ (X - D"+ X2-X-2,n € N".
Determina numarul real m pentru care:

a) -2 este radacina a polinomului f € RIX], f= X3 + mX?2 - 3X + 6;

b) 3 este radacina a polinomului f € RIX], f= X4+ X3+ mX - 9;

c) -3 este radacina a polinomului f € RIX], f= (X + 2)20%6 - (X + 4)1901 + X2 + mX - 2;
d) 1- 2 este radacina a polinomului f € RIX], f= X3 + X2 - 3X + m.

Determina numerele reale m si n, stiind ca:

a) X, = 2 si X, = -1 sunt radacini ale polinomului f € RIX], f= mX? + nX - 2;

b) X, = V2 si X, = 0 sunt radacini ale polinomului f € RIX], f= X3+ mX2 - 2X + n - 1;
€) X, =1+2 si X, = 1+ 2 sunt raddcini ale polinomului f € RIX], f= X* - X + mX + n.

. Arata ca X, = -1 este radacina a polinomului

feRIX], f=aX>+ bX* + cX®+ cX? + bX + a, pentru orice a,b,c € R, a # 0.
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5. Arata ca, daca a € R, o # 0, este radacina a polinomului f € RIX],
f=aX*+bX3+cX?+bX+al(az0),atuncisi % este radacina a polinomului f.
6. Determina numarul real m pentru care polinomul X-2 divide polinomul
X3+mX?-2X-3m+1.
7. Determina numarul real a pentru care polinomul X3 +2X?-2X - a + 1 se divide
polinomul X - 2.
8. Determina restul impartirii polinomului f € RIX], f = X3+2X?-2X+2n-3 la
polinomul g = X - 3, stiind ca polinomul f are radacina X, = -1.
9. Determina numarul real n pentru care polinomul fe RIX], f= X3+ 2X2 - 2X+2n - 3
este divizibil cu polinomul X + %
10. Determina restul impartirii polinomului f € RIX], f= X>+aX?-(a+1)X+4 la
polinomul X + 3, stiind ca polinomul f se divide cu polinomul X - 2.
11. Determina restul impartirii polinomului f € RIX], f = X*+X3-(a+1)X+4 la
polinomul X + 4, stiind ca polinomul f se divide cu polinomul X + 2.
12. Determina restul impartirii polinomului f € RIX], f= (X® - 4X + 1)202%6 + X2+ aX - 3
la polinomul g = X2 - 2X, stiind ca polinomul f se divide cu polinomul X + 2.
13. Fief,g,h € RIX], f=(X-X-1)2%+aX2+bX-3,g=X>-Xsih=X2-1.
a) Scrie polinoamele g si h ca un produs de doua polinoame de gradul .

b) Determina restul impartirii polinomului f la polinomul g, stiind ca polinomul f
se divide cu polinomul h = X? - 1.

14. Determina restul impartirii polinomului f € RIX], f = (X3 - X - 1)20% - aX? - 2X - b,
la polinomul g = X? - X, stiind ca polinomul f se divide cu polinoamele X + 15si X.

15. Determina radacinile intregi ale polinoamelor:
a)f=X4-5X2+4 d) f=2X3+5X2+5X+3;
b) f=2X* + 5X3 + 4X2 + 5X + 2; e)f=X3+4X2-3X+10;
Q) f=X3-4X2+4X-3; f)f=Xt+4X3 - X -4
16. Determina radacinile rationale ale polinoamelor:
a)f=2X3-X2+2X-1; d)f=2X4-3X2+1;
b) f=4X3 + 4X2 - X - 1; e)f=2X+X2-13X +6;
C)f=2X3+3X2-2X-3; f) f=6X3 - 11X2 + 6X - 1.
17. Determina radacinile reale ale polinoamelor:
a)f=X>-5X-2; e)f=2X3-3X2-12X - 5;
b) f=X*-4X2-3; f)f=Xx3-8;
Af=X-X2-7X-5 g)f=X+2X2+X+2.
d)f=X3-6X2+7X+2;
18. Determina valorile numarului intreg a pentru care polinomul f= X3 + X2+ aX - 2
are radacini numere intregi.

19. Determina valorile numarului intreg a pentru care polinomul f= X3+ X2+ aX -3
are radacini numere intregi.

20. Determina valorile numarului intreg n pentru care polinomul
f=3X3+nX?+(n+1)X - 2 are radacini numere rationale.

LUCRAT! IN PERECH!!

1. Determinati
numarul real m pentru
care 3 este radacina a
polinomului

f= (X = 2)2026 — (X — 4,)1001
+X2+mX-2.

2. Determinati
numarul real m,
pentru care

X - 3 divide polinomul
f=X+mX2-2X-3m+1.
3. Determinati
numerele intregi a
pentru care polinomul
f=X3+(a-1)X?+2ax-2
are radacini numere
intregi.

4. Determinati
numerele intregi

m € [-10, 10] pentru
care polinomul
f=X3+X2+2X-m
are radacini numere
intregi.
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21. Polinomul f € RIX], f = a, + a,X + .. + @, X"" + a, impartit prin X-1, X, X +1,
da resturile 10, 2, respectiv 0.
a) Determina valoarea termenului liber a,.
b) Calculeaza suma coeficientilor de rang par ai polinomului f.
c) Determind restul impartirii polinomului fla polinomul g = X(X - 1)(X + 1).

. : L XL XX+ ) XX+ D..X+n-2) XX+D..X+n-1)
22. Fie polinomul f, = 1+3+ =5 ==+ .. + 12 m-D Y T2-.n

n € N’, cu forma algebrica f,=a, + a, X + ...+ a,, X"+ a,X".

a) Calculeaza suma coeficientilor polinomului f,.
b) Demonstreaza ca suma coeficientilor de rang par ai polinomului f, este nT”
¢) Scrie forma algebrica a polinomului f,.

d) Demonstreaza, folosind metoda inductiei matematice, ca
_ X+ DX+ 2)..(X+n)

fo= 1-2-..-n

e) Determina suma radacinilor polinomului f,y,.

, pentru oricen e N",

INDICATIE

Pentru a reprezenta
graficul in GeoGebra,
deschide aplicatia si
intra in sectiunea
Calculator de grafice.

In bara de introducere
din partea stanga a
ecranului, scrie
functia astfel (pentru

23. Unaisbergformat prin desprinderea unei portiuni din calota glaciara a Antarcticii
pluteste in deriva prin ocean. Dupa n zile, acesta are volumul

V(n) = c(25 + 24n + 24n? - n3), unde c este o constanta reala.
a) Dupa cate zile se va topi complet ghetarul?
b) Folosind una dintre aplicatiile Desmos sau GeoGebra, realizeaza reprezentarea

geometrica a graficului functiei care exprima volumul ghetarului in functie de n.
Documenteaza-te si apoi explica fenomenul.

24. Sectiunea axiala a unui cilindru circular drept este un dreptunghi cu perimetrul
egal cu 24 dm.

simplificare,
consideram ¢ = 1):
y=c(25 + 24n+24n?-n3).

I 30

a) Exprima volumul cilindrului in functia de raza bazei acestuia.

b) Determina forma algebrica a polinomului in nedeterminata R, care reprezinta
formula de calcul pentru volumul cilindrului.

¢) Folosind una dintre aplicatiile Desmos sau GeoGebra, realizeaza reprezentarea
geometrica a graficului functiei care exprima volumul cilindrului in functie de
raza bazei acestuia.

d) Folosind reprezentarea geometrica de la punctul b), determina valoarea razei
pentru care volumul cilindrului este maxim.

25. 0 grinda de beton are sectiunea transversald un dreptunghi cu latimea [ = (X + 2) dm

(0 <X < 10) si indltimea h = (X + 1) dm. Lungimea grinzii este L = (10 - X) dm.
a) Exprima volumul grinzii in functie de X.

b) Scrie forma algebrica a polinomului in nedeterminata X, care reprezinta
formula de calcul pentru volumul grinzii.
¢) Folosind una dintre aplicatiile Desmos sau GeoGebra, realizeaza reprezentarea
geometrica a graficului functiei care exprima volumul grinzii.
d) Folosind reprezentarea geometrica de la punctul c), precizeaza daca volumul
grinzii este mai mic decat 225 dm?, pentru orice X € (0, 10).



Recapitulare

Exercitii recapitulative ¢

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai jos. Este corecta o
singura varianta de raspuns.

A. Fie polinomul f € RIXI,f = (X-2)3+(X-2)2+(X-2) +1 cu forma algebrica f= a;X®+a,X*+a,X+a,.
Atunci a, + a, este egal cu:

a)0; b) 2; C) & d) -8.
B. O radacina a polinomului f= X3 + 2X2 + X + 2 este:
a)0; b) 2 c)-2; d)-1.
C. Polinomul f = X% - 3X% + 10X - 24 este divizibil cu polinomul:
a)X+3; b) X-3; C)X +6; d)X+2.
D. Restul impartirii polinomului f = 2X* + 3X3 + 8X + 24 la polinomul X + 2 este:
a) 16; b) 8; c)o0; d) 96.
E. Daca polinomul f = X* - 3X2 + mX - 6 este divizibil cu X + 1, atunci restul impartirii polinomului f la X - 2
este:
a) 16; b) -18; ) 0; d) 14.
F. Suma radacinilor rationale ale polinomului f= X% + 3X3 + 3X? + 3X + 2 este:
a)-3; b) 3; c)-1; d)-2.
2. Scrie sub forma algebrica polinomul £.
a)f=Qx+13-1; b) f=(X-1)(X+ 1)(X2+1)(X*+1)-1.

3. Determina in functie numarul real m gradul polinomului f € RIXI:
f=(m?2-4)X>+(m2-m-2)X*-(m-2)X3-9X-2.

4. Determina suma coeficientilor polinomului f € RIXI:
a)f= (2 -3X2-3X +3)27 + 1; b) f= (X3 - mX? + mX - 2)277 + 1,

5. Determina numarul real m pentru care suma coeficientilor de rang impar ai polinomului
f=0QX3-3X2-3X+3)27 + mX3 - 1 este egala cu 10.

6. Fie f un polinom cu coeficienti intregi care ia valoarea 1 1n 4 numere intregi distincte. Demonstreaza
ca f(p) # 6, pentru orice numar intreg p.

7. Fie f,g € RIX]. Determina catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
a)f=-5X*-X-1sig=X2-2 b) f=X*-X+1s5ig=X-1.
8. Fie fe RIX], f= X3+ 2X2 + X + a. Determina restul impartirii polinomului f la polinomul X + 2, stiind ca restul
impartirii polinomului f la X + 1 este 3.
9. Fie f € RIX], f = 2X% + 4X3 - 2X2 + nX + m. Determina restul impartirii polinomului f la X*+ X -1, stiind
ca restul impartirii polinomului f la (X + 2)? este X - 3.
10. Fie f € RIX], f = 2X* + 4X3 - mX? + nX + p. Determina numerele reale m, n si p pentru care polinomul f
este divizibil cu polinomul (X - 1)3.
11. Determina radacinile reale ale polinomului f.
a)f=X3-X2-3X+2; C) = X4 5X3+ 5 X2+ 5X - 6; e)f=X3-3X2-2X+2;
b) f=X4-4X2+3; d)f=3X3+2X2-3X-2; f)f=X3-3X2-2X+4.
12. Determina restul impartirii polinomului f = (X2 - X - 1)20% - 2X2-aX - b la polinomul g = X2 - 1, stiind
ca polinomul f se divide cu X - 2 si X.
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul | 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(5p.) A. Suma coeficientilor polinomului f= (X3 - 3X + 1)° - 2X° + 3 este egala cu:
a) 0; b) 1; )3 d)2.

(5p.) B. Restul impartirii polinomului f=X*- X3+ 2X2 -3 la X - X? - 3 este egal cu:
a) X; b)2X2+3X-3; ) 4X2-3; d) o.

(5p.) C. Fie polinomul f € RIX], f = (M?-9)X°+(m?-2m - 3)X*- (2m - 6)X3 - 9X - 2.
Pentru m = 3, gradul polinomului f este:

a)1; b) 4; Q)3 d) 2.

(5p.) D. Daca -2 si -1 sunt radacini ale polinomului f = X3-2X*+ mX - n, atunci suma

coeficientilor polinomului f este egala cu:

a) -4 b) -26; o)1 d) -24.

(5p.) E. Suma radacinilor intregi ale polinomului X*- X3 - 5X? - X - 6 este egala cu:
a) -6; b) -5; o)1 d) 4.

(5p.) F. Daca polinomul f= 2X3 + 3X2 - n se divide cu X + 3, atunci:
a) n = 54; b) n=-27; c)n =81 d) 5.

Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvdrile complete.
60 de puncte 1. Fie polinoamele f,g € RIX], f= (X - 2)XX? +2) si g = X - 3.
(10 p.) a) Scrie sub forma algebrica polinomul f.
(10 p.) b) Determina catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.

2. Resturile impartirii polinomului f € RIX], f = a,+a;X +..+a,, X""+a,, la X-1
Si X +1sunt 10 si, respectiv, -8.

(10 p.) a) Determina suma coeficientilor polinomului f.
(10 p.) b) Calculeaza suma coeficientilor de rang par ai polinomului f.
(10 p.) c) Determina restul impartirii polinomului f la polinomul g = X? - 1.
(10 p.) 3. Determina numarul real a pentru care polinomul X3 +2X?-2X-a+1 se divide cu
polinomul X + V2.
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR$|TUL ACESTEI UNITI\Tl: 5foarte bine 4&bine 3mediu  2slab  1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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Unitatea

Progresi
aritmetice si
progresii
geometrice

» 1. Dobanda simpla. Progresii
aritmetice; determinarea termenului
general al unei progresii aritmetice;
suma primilor n termeni ai unei
progresii aritmetice

» 2. Dobanda compusa. Progresii
geometrice; determinarea termenului
general al unei progresii geometrice;
suma primilor n termeni ai unei
progresii geometrice



UNITATEA 4 Progresii aritmetice si progresii geometrice

1. Dobanda simpla. Progresii aritmetice; determinarea
termenului general al unei progresii aritmetice; suma
primilor n termeni ai unei progresii aritmetice

Descopar

Darius depune la banca, intr-un cont de economii, suma de 15 000 de lei, pe termen
de 5 ani. Banca i plateste lui Darius, pentru fiecare an incheiat, 5% din suma depusa.
a) Cum se numeste suma pe care o primeste Darius de la banca?
b) Ce reprezinta procentul de 5% pe care banca il aplica la suma depusa?
¢) Ce suma va avea Darius in cont dupa fiecare an din cei cinci?
d) Cu cat creste suma din cont in fiecare an?

e) Detemina suma pe care o va avea Darius in cont la finalul celor 5 ani, fara a
calcula suma pe care o va avea dupa fiecare an din cei cinci.

f) Scrie o formula prin care poti determina suma de bani pe care o va avea Darius
n cont la finalul anului n, unde n € {1, 2, 3, 4, 5}.

Invat

Dobanda simpla

Atunci cand imprumutam o suma de bani S de la 0 banca pentru o anumita perioada de timp, trebuie sa
achitam suma S si o alta suma D, care reprezinta un cost suplimentar, fiind necesara pentru a genera profit
bancii si pentru a acoperi riscurile pe care aceasta si le asuma.

Daca depunem o suma de bani S intr-un cont bancar pe o anumita perioada de timp, la sfarsitul perioadei
vom avea in cont suma S plus inca o suma D, care reprezinta un castig suplimentar acordat de banca,
deoarece banca a folosit economiile noastre.

in ambele cazuri mentionate mai sus, suma D reprezintd dobanda.

Dobanda este suma de bani pe care beneficiarul unui capital o plateste proprietarului acestuia pentru
dreptul de a-i folosi banii 0 anumita perioada de timp.

Din perspectiva unui credit, dobanda este platita de debitor (client) catre creditor (banca).
Din perspectiva unui depozit, dobanda este platita de debitor (banca) catre creditor (deponent).

Dobanda simpla (nominala) este dobanda calculata asupra sumei depuse pe toata perioada depunerii
(dobanzile anterioare nu se adauga la capital).

Dobanda depinde de perioada de timp in care suma a fost folosita, cuantumul sumei depuse si procentul
care se aplica.

D= 10L0 - S - nreprezinta dobanda obtinuta pentru suma S, cu rata dobanzii p%, in n ani.

OBSERVATII.
1. Rata dobanzii este raportul procentual intre dobanda si valoarea creditului (capitalul imprumutat).

B 84



Progresii aritmetice si progresii geometrice UNITATEA 4

2. In cazul dobanzii simple, dobanda se calculeaza intotdeauna asupra sumei initiale (numitd capital
principal), nu asupra sumei acumulate.

EXEMPLE:

1. Radu depune la banca suma de 40 000 de lei in regim de dobanda simpla, cu rata dobanzii de 4,8%
pe an. Determina suma pe care o va avea Radu in cont la termenul scadent, daca acesta este unul, doi,
respectiv trei ani. Ce observi?

Rezolvare:

Notam suma depusa cu S, Si cu S; suma pe care o va avea Radu in cont dupa i ani. Atunci S, = 40 000 si:

4 .
51=40000+%-40000-1=40000+1920=41920[e|;
4.8 .
S,=40 000+160-40 000 -2 =40 000 + 3 840 = 43 840 lei;
4 .
S3=40000+%-40000-3=40000+5760=45760lel.

Observam ca S,- S, = 1920 lei, S;- S, = 1 920 lei, deci cresterea soldului de la un an la anul urmator
se face cu aceeasi suma (1920 de lei), pentru orice an.

2. Corina are un depozit bancar cu soldul initial in valoare de 11 000 de lei, pe o perioada de trei luni, in
regim de dobanda simpla, cu o rata anuala a dobanzii de 5,2%. Ce suma va avea in cont Corina la sfarsitul
perioadei?

Rezolvare:

Calculam dobanda aferenta celor trei luni, pentru suma de 11 000 de lei cu rata dobanzii de 5,2% pe an:
_ o2 3

100 12
La sfarsitul perioadei, Corina va avea in cont 11 000 + 143 = 11143 lei.

D

-11000 - =5 = D =143 lei.

3. Melania a depus intr-un cont bancar suma de 52 000 de lei in regim de dobanda simpla, pe o perioada
de 4 ani. La sfarsitul perioadei, ea are in cont suma de 64 896 de lei. Care este rata dobanzii?

Rezolvare:
Calculam dobanda aferenta celor & ani: D = 64 896 - 52 000 = 12 896.

Folosind formula de calcul a dobanzii, obtinem:

P
100

Rata dobanzii a fost de 6,2%.

12 896 = -52000-4 < 12896=2080-p < p=6,2

Siruri
in mod obisnuit, prin sir intelegem o infinitate de numere (distincte sau nu) scrise unul dupa altul.

EXEMPLE:
1.1,2,3, 45, ... (sirul numerelor naturale nenule);

2.1,4,9,16, ... (sirul patratelor numerelor naturale nenule);

OBSERVATI.. (&)
1. Sirul nu este o multime de numere. 2.Tntr-un sir, fiecare element are un loc bine stabilit.
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in general, un Sir se scrie a,, @y, ..., Ay, ..., 1ar @;, @y, A, ... Se numesc termenii sirului. in locul literei a se poate
folosi orice alta litera.

Indicele arata pozitia sau rangul unui termen in sir; astfel, a, este primul termen, a, este al doilea termen,
a, este al n-lea termen sau termenul de rang n.

Deexemplu:\Il, l\I, j 15 \I/IZ 1 4 9 16 25

a, Gy 03 A .. Q..

Prin precizarea rangului unui termen cu ajutorul indicelui acestuia se stabileste o corespondenta intre
multimea numerelor naturale nenule si multimea termenilor sirului. Aceasta corespondenta este data de
functiaf: N" — R, unde fin) = a,,.

Definitia 1. Se numeste sir de elemente ale multimii nevide X o functie f: N* — X.
Astfel, putem spune ca un sir de numere reale este o functief:N" — R.

Cu alte cuvinte, un sir de numere reale reprezinta o succesiune de numere reale a,, a,, ..., a,, ... realizata
dupa o anumita regula, fiecare numar ocupand un loc bine determinat.

Acesta se mai noteaza (a,), sau (a,).
Progresii aritmetice
« Definirea progresiei aritmetice

Definitie. Se numeste progresie aritmetica un sir de numere reale in care fiecare termen, incepand cu
al doilea, se obtine din cel precedent prin adunarea aceluiasi numar, numit ratia progresiei aritmetice.

OBSERVATII.

1. Sirul a,, a,, .., a,, ... este progresie aritmetica daca si numai daca a,,, = a, + r, pentru orice numar
natural nenul k, unde numarul r este ratia progresiei aritmetice.

2. Sirul a,, ay, ..., a,, ... este progresie aritmetica daca si numai daca a,,, - a, = r, pentru orice numar
natural nenul k, unde numarul r este ratia progresiei aritmetice.

3. Pentru a pune in evidenta faptul ca sirul a,, a,, .., @,, ... €ste progresie aritmetica scriem + @, @y, ..., @y ... .
4. Progresia aritmetica (a,), este complet determinata daca se cunosc primul termen a, si ratia r.

EXEMPLE: (@)

1. Fie progresia aritmetica (a,), cu a,=12sir = —%. Atunci:

1 23
02:G1+r$02:12+<'§>:7;

a3=a2+r:a3=22—3+(—%)=22—2=11;

a,=a,+r>a,=1+(-3)=2
2. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, = 5 si a, = 11. Atunci:
a;-a,=r=>r=11-5=>r=6.
3. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, =7 si a, = 15. Atunci:
a,=a;+r=(a,+r+r=a,+r+r=a,+2r

=>15=7+2r=>r=4
a,=150a,=7
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» Proprietatile progresiei aritmetice
Teorema 1. Un sir de numere reale este progresie aritmetica daca si numai daca orice termen al sau,
incepand cu al doilea, este media aritmetica a termenilor vecini lui.

- B —of o 2 6 q = a,,+0,, q =
Altfel spus, sirul (a,), este progresie aritmetica daca si numai daca a, = %, pentru orice numar

naturaln,n22.
Demonstratie: Sirul a,, a,, .., a,, ... este progresie aritmetica daca si numai daca a, - a,, = a,., - a,, pentru
orice numar natural n, n 2 2. (1)

a,,*a,, . .
Ay~ Gy = Qpy = 0, €20, =0, *+ 0, € 0, = =5 pentru orice numar natural n, n > 2. (2)

Ay *0py

Din (1) si (2) rezulta ca sirul a,, a,, ..., a,, ... este progresie aritmetica daca si numai daca a, = 5

pentru orice numar natural n, n > 2.
OBSERVATII.
1. Proprietatea din teorema 1justifica denumirea de progresie aritmetica.

2. Spunem ca numerele a,, a,, ..., a, sunt in progresie aritmetica daca ele sunt termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice.

exempLy: @

Sa determinam numarul real X pentru care numerele 4X - 5, 3X + 3, 2X? - 1 sunt in progresie aritmetica.
- 2 _

Numerele &X - 5, 3X + 3,2X? - 1sunt in progresie aritmetica < 3X + 3 = w &

SOX+6=2X2+4X-62X2-2X-12=0]:2eX?-X-6=0Xe{-2,3}

o Formula termenului general al unei progresii aritmetice

Daca intr-o progresie aritmetica se cunosc primul termen si ratia, se poate gasi o formula care permite
determinarea oricarui termen al progresiei in functie de primul termen si de ratie.

Fie progresia aritmetica (a,), cu ratia r. Atunci, din definitia progresiei aritmetice, avem:
a,=a,+r;
a;=Q,+r=(a,+ry+r=a,+2r,
a,=0a;+r=(a,+2r)+r=a,+3r;

as=a,+r=(a,+3r)+r=a,+4rsamd.

Teorema 2. In orice progresie aritmetica (a,), cu ratia r avem a, = a, + (n - 1)r, pentru orice numar natural
nenul n.

Demonstratie:
Demonstram prin metoda inductiei matematice cd a, = a, + (n - 1)r, pentru orice n € N",
Fie P(n):a,=a,+(n-1)r,neN".
- Verificam faptul ca propozitia P(1) este adevarata:
P(1):a,=a,+(1-Nr = P(1) este adevarata.
- Demonstram P(R) — P(k +1).
P(R): a,=a,+(R-1)r, ke N*
P(R+1): @y =a,+[(R+1)-1r, ke N"

87 I



UNITATEA 4 Progresii aritmetice si progresii geometrice

I 33

Deci P(kR +1): a,,,=a, + kr,k e N".
Ap =0y +r=a,+(R-Nr+r=a,+kRr-r+r=a,+kr,(V)k € N" = P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate. Asadar, propozitia P(n)
este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

EXEMPLE:
1. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, = 5 si ratia r = 3. Atunci:
a,=a,+E-1Nr=>a,=5+&1-1)-3=5+40-3=125.

2. Fie progresia aritmetica (a,,), cu a, = 200 si ratia r = -5. Sa determinam rangul termenului care este egal
cu15.

a,=a,+(n-1Nr=15=200+(n-1)-(-5)<-185=(n-1)-(-5)en-1=37<n=38.
Asadar, rangul termenului care este egal cu 15 este 38.

o Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice

Fie progresia aritmetica (a,),. Notam S, = a,+a, +a, + ..+ a,.
Ne propunem sa determinam suma primilor opt termeni ai progresiei aritmetice (a,), cu a,=3sir=5.
Prin calcul obtinem: a,=3,a,=8,a,=13,a,=18, a5 =23, a, = 28, a, = 33, az = 38.

Scriem suma acestor termeni de doua ori: pe primul rand scriem termenii sumei in ordinea in care apar in
suma, iar pe al doilea rand ii scriem in ordine inversa. Obtinem:

Sg= 3+ 8+13+18+23+28+33+38
S54=38+33+28+23+18+13+8+3

Sg+ Sg =41+ 41+ 41+ 41+ 41 + 41 + 4] +41@258=41-8@58=‘”2—'8@sg=164.
Observamcaa,+az=a,+a,=0a;+0a,=0a, * Q..
Plecand de la aceasta observatie se obtine urmatorul rezultat:

Teorema 3. Daca numerele a,, a,, @, ..., a, (€ N*) sunt in progresie aritmetica, atunci:

a,+a,,.,=a,+a,pentruoriccke N,1sks<n

Demonstratie:

Fie r ratia progresiei aritmetice a,, a,, ... . Atunci:

a,=a,+(kR-"r, pentruorice ke N, 1< k<n; (1)

Q=0+ (n-kR+1-1r =a,+(n- R, pentruoricckeN, 1< k<n.(2)

Din (1) si (2) rezultd a, + . = @, + (R = Dr + @, + (n - RIr = 2a, + (n - Dr,pentru orice RE N, 1< k<n. (3)
a,=a,+(n-"r,pentruorice n€N*=a,+a,=a,+a,+(n-1r=2a,+(n-"Nr,pentruorice n € N*. (4)

Din relatiile (3) si (4) obtinem: a, + a,_,.,= a, + a,, pentru orice k€ N, 1< k<n.
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Folosind aceasta teorema, vom determina formula pentru suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice.

S,=a,+a,* a;+ ..+a,,+a,,+a,

S,=a,+a,,+a,,+..+as;+ a,+ a,

25n = ((11 * an) * (az * an—1) * ((13 + an—z) oot (an—z + 03) + (an—1 + az) + (an + (11)
Folosind faptul ca a,+a,=a, +a, = a, +a,, = ... (conform teoremei 3), obtinem:

. a,+a,)-n .
25,=n-(a,+a,), de unde rezulta Sn=(‘f"),n eN”.

‘.. : . [2a,+(n-1)r]-n X
Dacd tinem cont de relatia (2), obtinem: S, = — ( 2 ) ,neN’.

Teorema 4. Suma primilor n (n € N°) termeni ai progresiei aritmetice (a,), este data de formula:

(a,+a,)-n
n- 2

EXEMPLE:

1. Fie progresia aritmetica (a,), cu a, = 6 si a, = 13. Sa determinam suma primilor 30 termeni ai progresiei
aritmetice (a,),.

Determinam ratia progresiei aritmetice (a,),: r=a,- a,=r=13-6=7.
Calculam valoarea termenului @ G, = @, + (30 - 1)r = a5, = 6 + 29 - 7 = 209.
Aplicand formula pentru calculul sumei primilor n termeni obtinem:

s - (@1*0s) "30_(6+209)-30
30 2 2

2. Robert doreste sa cumpere o pereche de casti care costa 390 de lei. El economiseste in prima zi 5 lei,

iar in fiecare dintre urmatoarele zile economiseste cu 3 lei mai mult decat suma pe care a economisit-o in

ziua anterioara. Sa determinam numarul de zile in care Robert reuseste sa economiseasca suma de bani

necesara pentru achizitionarea castilor.

=3 225.

Sumele de bani economisite de Robert zilnic sunt termenii unei progresii aritmetice (a,), cu a,=5sir=3.
Daca notam cu n numarul de zile necesare pentru a economisi 390 de lei, atunci S, = 390.
Aplicand formula pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice
[2a,+(n-1rl-n
S,= 3
[2a,+(n-Dr]-n [2-5+(n-1)-3]-n
2 2

< @Bn+7)-n=780<3n?+7n-780=0
A=72-4-3-(-780) =49 + 9360 = 9 409

_-7+9409 -7+97_90

- (V)n e N*>, obtinem:

(10+3n—3)-n=390©(3n+7)-n=

7 3 390 &

=390 & =390 &

n=—>3 =" -6 PEN
-7-9409 _-7-97_ 104_ 52
M=——>.3 "6 6 3&N

Robert economiseste suma de bani necesara achizitionarii castilor in 15 zile.
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UNITATEA 4

Progresii aritmetice si progresii geometrice

Exercitii rezolvate

1. O societate comerciala achizitioneaza un echipament tehnologic cu valoarea de

}j’ intrare de 19 200 de lei. Durata de utilizare stabilita este de 8 ani.
<

-
el rJ_-' L

CONTEXTUALIZEZ

Dobanda simpla este

utilizata frecvent in:

* imprumuturi pe
termen scurt (mai
putin de un an);

* credite de consum
sau credite bancare
cu dobanda fixa
anuala;

* calcule de
rentabilitate pentru
depozite bancare
simple;

* tranzactii
comerciale si
calcule de
actualizare a valorii
banilor.

LUCRAT! IN PERECH!!

Analizati modul in
care schimbarea unui
element (primul
termen, ratia sau
numarul de termeni)
modifica valorile unei
progresii aritmetice.

B 00

a) Calculeaza cota anuald de amortizare si valoarea amortizarii lunare.
b) Identifica progresia aritmeticad asociata activitatii descrise in enunt.

c) Care este valoarea contabila netd (valoarea ramasa) a utilajului in al saselea an
de utilizare?

d) Construieste o diagrama in care sa se observe valoarea contabild netd pentru
fiecare an.
Rezolvare:

a) Amortizarea liniara presupune repartizarea uniforma a valorii de intrare a unui
produs (activ) pe parcursul duratei sale de utilizare.
100

%, unde T

este durata de utilizare stabilitd. in cazul de fata, cota de amortlzare este
Ca = 100

Cota anuala de amortizare (Ca) se calculeaza dupa formula Ca =

%, adica Ca = 12,5%. Valoarea amortizarii anuale este 12,5% din valoarea

12,
de intrare, adica ﬁ 19 200 = 2 400 lei. Valoarea amortizarii lunare este d|n

valoarea amortizarii anuale, adica ﬁ -2 400 =200 lei.

b) Modelam acest proces prin progresia aritmetica (a,),, unde a, reprezinta
valoarea contabild (netd) a produsului in anul n de utilizare, iar r = -2 400. In
acest caz, a, reprezinta valoarea contabila (neta) a produsului in primul an de
utilizare, deci a, = 19 200.

Atuncia,=19200 +(n - 1)(-2400),n €{1, 2, ..., 8}.
c)a, =19200 - 2400 - 5 = a, = 7 200.
d) Pentru construirea diagramei, avem nevoie de urmatorul tabel de date:

anul 1 2 3 4 5 6 7 8
valoarea 19200 16800 14400 12000 9600 7200 4800 2400

25000
20000 12200
1680104400 in figura 1 este reprezentata
1o} ) o .
s 1000 12000 diagrama asociata datelor din
E -..9600 tabel. Observam ca descresterea
> 10000 VDS S
7200 este liniara.
5000 ~..4:800
I Izaoo
4 7 8
anul
Figura 1
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2. Determina primul termen si ratia progresiei aritmetice (c,), Cu ¢; =23 si C3 = 7.

Rezolvare:

C5=Cy+br 23=Cy+br €, =23-4r C,=23-4r
{c13=c1+12r:> {7=c1+12r < {c1=7—12r < {23—4r=7—12r <
@{c1=23—4r @{c1:23—4r @{c1=23—4|-(-2) @{c1=31

8r=-16 r=-2 r=-2 r=-2
. Demonstreaza ca sirul cu termenul general a, = 4n - 3, n € N', este progresie
aritmetica.
Rezolvare:
a,=4n-3=>a,,=4(n+1)-3=>a,,=4n+1
—a,=4n+1-(4n-3)=4n+1-4n+3=4

Cum a,,, - a, = constant, (v)n € N', sirul (a,), este progresie aritmetica.

. Suma primilor n (n € N*) termeni ai unui sir (a,), este S, = %_1)

a

n+l

a) Arata ca sirul (a,), este progresie aritmetica.
b) Calculeaza a, - a,.

Rezolvare:

3n(n -1 3(n+Din+1-1 3n(n +1
a)s, = (2 ):>sn+1=( )[2 ]@snﬂ: (2 a0
Deoarece S,,,=a,+a,+0a;+..+0,+0,,<0,,=5,,-S5, &

S

_3n(n+1) 3nn-1
Ay = 2 - 2

,1=301=0,=0;,4,=30-1)=>a,=3(n-1),(V)neN

©0a,,= 37"[(n +10)-(n-1Nlea,,=3n(V)neN"

Sirul (a,), este progresie aritmetica daca si numai daca diferenta a doi termeni
consecutivi este constanta. Calculam diferenta a doi termeni consecutivi:

a,,-0a,=3n-3(n-1=3,(V)neN".

Rezulta ca sirul (a,),,, este progresie aritmetica.
b)a,=3-(7-1)=18;a,=3-(2-1)=3=>4a,-a,=15

. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia 1+5+9 + 13 + ... + X = 435.
Rezolvare:

Observam ca termenii sumei din membrul stang sunt termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice (a,),, unde a,=1,r=4,a,=XsiS,=1+5+9+13+ ..+ X.(1)
Exprimand termenul general a,, in functie de primul termen si ratie, obtinem:
a,=1+(-1-4=4n-3,(V)neN".

a,+apn 1+4n-3)n 2
Sn=(12n) :5n=( d )=4n22n=

Inlocuind in ecuatia initiala relatiile (1) si (2), obtinem ecuatia 2n? - n = 435, care

2n2-n(2)

are solutiile n,=15sin, = —%. Cum n e numar natural nenul, obtinem n =15, de
unde rezulta ca a,; = X.
a,=4n-3,(VIneN"=>a,;=4-15-3=a,;=57

Asadar, X = 57.

UNITATEA 4

PORTOFOLIU

Andrei doreste sa isi
cumpere un laptop in
valoare de 5 000 RON.
in acest moment, el
are o suma initiala de
1200 RON si Tsi
propune sa
economiseasca o
suma fixa de bani la
sfarsitul fiecarei luni.

Determina dupa cate
luni va reusi Andrei sa
isi cumpere laptopul
si analizeaza impactul
pe care il are
modificarea sumei
economisite lunar
asupra timpului de
asteptare, comparand
urmatoarele doua
scenarii:

* Scenariul A: Andrei
economiseste cate
300 RON pe luna.

» Scenariul B: Andrei
isi reduce din
cheltuieli si reuseste
sa economiseasca
cate 500 RON pe luna.

91 I



UNITATEA 4

Progresii aritmetice si progresii geometrice

Aplic @

1. Fie progresia aritmeticd (a,), cu ratia r si S, suma primilor n termeni ai acesteia.

STIAI CA...?

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) a fost unul
dintre cei mai mari
oameni de stiinta
germani.

Legenda spune ca
intr-o zi, la scoala,
Gauss a facut o sotie.
Pentru acest lucru, a
fost pedepsit sa stea
la colt, cu genunchii
pe graunte, pana
aduna in minte
numerele de la1la
100. Gauss a spus
imediat rezultatul:
5 050. Intrebat cum a
facut calculele atat de
repede, Gauss a
raspuns:
»Am grupat termenii
astfel:

1+100 =101

2+99 =101

3+98=101

50 +51= 101
In total avem 101 de

50 de ori, adica 5 050",

De fapt, elevul Gauss
observase ca
numerele din suma au
proprietatea ca suma
termenilor aflati la
distante egale de
capetele sirului este
aceeasi.

I o2

Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate. @
a) Dacd a,, = 45 si a, = 41, atunci a, =

b) Dacd a,=45sir=-6,atunciag=__
c)Dacda,=4sir=9atuncia, =

d) Daca a, =12 si ag=36,atuncir=___
e)Dacda,=1,r=-05sia,=1atuncin=___
f)Dacaa,=2,r=3siS,=155atuncin=___

g)Daca S, =2n(n +1),atuncir=___

. Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

A.Tn progresia aritmeticd (a,), avem a, = -25 si r = 6. Atunci:

a) ag = 6; b) ag = -55; c)ag=5; d)ag=9.
B. Tn progresia aritmetica (a,), avem a, = 30 si r = -3. Atunci:
a) ag = 6; b) a;, = 6; c)a, = 6; d) a, = 6.

C.1n progresia aritmetica (c,), avem ¢, + ¢,, = 11. Atunci:
a)C,+¢;=22; b)c,+cy;=18; )¢ +cy;=16;  d)c,+cpy =10
D. in progresia aritmetica (d,), avem d, + d, + d, = 33. Atunci:
a)d, =11 b)d, =22 d, =1 d)d, =14
E. Suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice (a,), este S, = n(3n - 1). Atunci:
a)a,=n+1,(¥)ne N ca,=3n-1,(V)n e N5
b)a,=6n - 4, (V)n € N d)a,=2n,(V)neN".

. Determind primii cinci termeni ai progresiei aritmetice (a,),, stiind ca:

a)a,=22sir=-4 e)a,=-7sia;-a,=4
b)a1-10$|r-—§, f)a,=-5siag=5
c)a,=4sia,-a,=-0,5; gl a,+a,=hsia,-a,=2
d)a,=1sias=-1; h)a,=-3sia,,=a,-3.

. Determind primii doi termeni ai progresiei aritmetice (a,),, daca:
a)a,a,10,8,6,..; b)a,a,5, % g c) a, a, 12,727, V48, ....

. Determind primul termen al progresiei aritmetice (a,), :

a) 0, =15sir=-6; b)a,,=15sia,y-a,=4 c)as=15sia,-a,=8.

. Fie progresia aritmetica (a,), si S, suma primilor n termeni ai acesteia. Determina

formula termenului general al progresiei aritmetice (a,),, stiind ca:

a)a,=7sir=-2 f) a,,;=8n-15,(¥)n e N
b)a,+a,=7sia,=5 g)Ss=7sia,=7,
da,-a %?i a,=2 h)S,=n% (V)n e N’;

d)a,+a,=70sia;-a,=3; i) Sypg = 4% -1, (V)neN".
n+

e)a,;=5n+9,(V)ne N
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7. Determinad primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),, stiind ca:
a)a,=4n-5,(¥)ne N
b) a,s = 15 si ag = -5;
c)
d)

e)a,+a,* as=33sia, +a,+ a, =45

a,+a,+ a;=9sia,+ag=146

a,+a,=0siay-as=4

f)S,=365siS,, =30, unde S, este suma primilor n termeni ai progresiei (a,),;

g) Sg =33 si a,+ a,=23,unde S, este suma primilor n termeni ai progresiei (a,), .
8. Demonstreaza ca sirul (a,), este progresie aritmeticd. Determind primul termen

si ratia.

a) a,=7n-5neN’ b)a,=10-5n,ne N’

9. Determina valorile numarului real X pentru care:

cJa,=4n-7,neN".

a) 3, 1, 2X + 7 sunt in progresie aritmetica;

€)X +1, &, 2X suntin progresie aritmeticg;
d
e)
f)X2-7, 2-X% 1+X - X2suntin progresie aritmetica.

b) 2X - 3, X + 1, X + 7 sunt in progresie aritmetica;
)

X% -3, X+1, X +3suntin progresie aritmetica;
X2-X-1, X2-X+1, X2+ X+ 1suntin progresie aritmetica;

10. Calculeaza:

a)1+3+5+7+ ... +51; d)7+10+13+16 + ... + 100;
b)2+7+ 12417+ ..+ 102 e)1+§+§+...+30;
C) 42 +37+32+27+ ...+ (-23); f)100 + 97 + 94 + ... + 1.

11. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
a)3+9+15+21+ ...+ x =432
b) (=15) + (=12) + (=9) + (-6) + ... + X = 18;
Q1+3+5+7+ .. +X=121;
d)7+10+13+16+..+ X =205.
12. Cat a fost capitalul initial al unei operatiuni bancare dacd, dupa plasarea

acestuia in regim de dobanda simpla pe o perioada de 9 luni, cu rata dobanzii
de 6%, s-a obtinut un capital de 1254 de lei?

13. O persoana depune la banca 3 200 000 de lei in regim de dobanda simpla. Dupa
trei ani, in contul persoanei sunt 3 699 200 de lei. Care este rata dobanzii?

14. Un client depune la banca suma de 80 000 de lei pe o durata de 9 luni, cu rata
dobanzii de 3,6%, in regim de dobanda simpla.
a) Ce suma va avea clientul in cont la termenul scadent?

b) Cat ar trebui sa dureze plasamentul, astfel incat clientul sa aiba in cont
83 600 de lei la termenul scadent?

CONTEXTUALIZEZ

Progresiile aritmetice
sunt modele
matematice esentiale
pentru descrierea
fenomenelor cu variatii
constante. Acestea
sunt utilizate in diverse
domenii pentru
predictii si analize.

* Economie si finante:

- dobanda simpla;

- amortizarea liniara,
deprecierea
activelor (de
exemplu, utilaje,
vehicule) cu o suma
fixa in fiecare an;

- anuitati*, plata
constanta a ratelor
sau a contributiilor
la fonduri de pensii,
putand fi calculate
folosind suma
termenilor unei
progresii.

* Constructii:

- aranjarea locurilor
in stadioane sau
amfiteatre, unde
fiecare rand are cu
un numar fix de
scaune mai mult
decat precedentul;

- treptele unei scari,
construite astfel
incat fiecare treapta
sa aiba aceeasi
inaltime.

*anuitate = suma de bani

(incluzand o parte din

capital si dobanda

corespunzdtoare) care se
plateste periodic (de obicei
anual) spre a rambursa un
capital sau o datorie.
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CONTEXTUALIZEZ

Progresiile aritmetice
pot fi utilizate si in:

* Antrenament
sportiv si fitness:
Sportivii folosesc
adesea secvente
aritmetice pentru a-si
structura programele
de antrenament. De
exemplu, cresterea
numarului de repetari
sau a greutatii ridicate
cu o cantitate fixa in
fiecare saptamana
urmeaza o progresie
aritmetica, ajutand la
imbunatatirea
treptata a conditiei
fizice si la prevenirea
accidentarilor.

-+ Medicini: &Y
administrarea unui
tratament progresiv
pentru adaptarea
organismului la un
medicament nou:
introducerea
tratamentului se face
gradual - in prima zi
se administreaza o
doza care contine 0
cantitate minima de
substanta activa, apoi
se adauga in fiecare zi
aceeasi cantitate de
substanta activa pana
se ajunge la doza
standard.

I o4

15.

16.

17.

18.

19.

0 sala de spectacole are 18 randuri de scaune. Pe fiecare rand, incepand cu al
doilea, sunt cu doua locuri mai multe decat pe randul anterior. Pe randul 10 sunt
33 de locuri.

a) Cate locuri are sala?

b) Biletele de pe randurile 1- 10 sunt de categoria |, biletele de pe urmatoarele
cinci randuri sunt de categoria a ll-a, iar restul sunt de categoria a Ill-a. Un bilet
de categoria | are pretul 200 de lei, un bilet de categoria a Il-a costa 160 de lei, iar
pretul unui bilet de categoria a Ill-a reprezinta 60% din pretul unui bilet de
categoria I. Ce suma se incaseaza la un spectacol unde s-au vandut toate biletele?

c) inainte de inceperea spectacolului, persoanele care au bilete se prezinta la
intrare astfel: in primul minut vine un spectator, in al doilea minut vin trei
spectatori, in al treilea minut vin cinci spectatori si asa mai departe. In cate
minute se va umple sala?

Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni pozitivi, cu ratia r = 3 si a,a,a,a, = 880.

Determina primul termen al progresiei (a,),,

Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni pozitivi, cu ratia r =3 si

1 1 1 1
+ + .+
a,a, a,a; asa, ay0yg

Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni pozitivi, cu a, + a, = 14 si a,a; = 33.
Determina primul termen si ratia progresiei (a,),.

= % Determina primul termen al progresiei (a,,),.

Demonstreaza ca urmatoarele numere nu pot fi termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice:

a)2, V6, 2V2; b)V2,V3,Vn+1,neN;

cNn-2,vnm,Nn+2,neN,n>1.

20. Demonstreaza ca, daca numerele g, b, ¢ sunt in progresie aritmetica, atunci si

21.

22.

numerele a? - bc, b% - ac, ¢? - ab sunt in progresie aritmetica.

Demonstreaza ca numerele a?, b? ¢? sunt in progresie aritmetica daca si numai
daca numerele (b + ¢)7, (a + ¢)™, (a + b)" sunt in progresie aritmetica.

Fie progresia aritmetica (a,), cu termeni strict pozitivi si ratia r (r € R, r > 0).

Demonstreaza ca:
_n-1

1 1 1 1 N
a b = neN
) a,a; a,a; asa, a,,a, a,a,’ '
1 1 1 n x
b + ot = ,neN;
) a.a; a0 Op10yps - Q10274
1 1 1 1 ( 1 1 ) *
c * ot = - neN’
) a,a,a; a,asa, ApApalpy 2r\0:0; 0pq0py )’ '
d) a,+a, a,*da, an+a,,+1_1l_ 1 neN-
aza;  aia? ataz, Ma} a2,) '
10; 203 nGna 1 Goa

n \
) Ay + Qrp* Qrgp + e * A = 7120, + (n-1kr],n,k e N

f) 1 + 1 + 4 1 =\lan+1_\/a_1

*

,neN
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2. Dobanda compusa. Progresii geometrice;
determinarea termenului general al unei progresii
geometrice; suma primilor n termeni ai unei progresii
geometrice

Descopar

Maria depune la banca, intr-un cont de economii, suma de 15000 de lei, pe o perioada
de 4 ani, cu o rata a dobanzii de 8% pe an. Pentru calculul dobanzii din al doilea an
se ia in considerare nu numai suma initiala, ci si dobanda generata de aceasta in
primul an. Pentru calculul dobanzii din al treilea an se ia in considerare suma initiala
si dobanda generata in anii anteriori. Procedam analog pentru a calcula dobanda in
fiecare an. Notam cu S; soldul (suma pe care Maria o are in cont) la sfarsitul anului
anuli,ie{1,2,3, 4}

a) Care va fi valoarea dobanzii in fiecare an?

b) Ce suma va avea Maria in cont dupa fiecare din cei patru ani?

Si.

¢) Compara rapoartele
I
d) Exprima S;,, in functiede S;, i € {1, 2, 3}.

invit @

Dobanda compusa

! pentru i € {1,2,3}. Ce observi?

o T

il

N
b ol 7

Stim din lectia anterioara cd, atunci cand se depune/imprumuta o suma de bani (numita capital initial),

cel care se foloseste de acest capital trebuie sa achite o suma numita dobanda.

Dobanda calculata atat asupra capitalului initial, cat si asupra dobanzii acumulate anterior se numeste
dobanda compusa. Aceasta rezulta din reinvestirea sau capitalizarea dobanzii care altfel ar fi fost

incasata sau platita.

In continuare ne propunem sa determindm dobanda compusa, generata de o suma S in n ani, cu o rata
anuald a dobanzii de r%. In acest sens, analizim in ce suma se transforma in timp de n ani un capital S,

daca se stie ca acesta genereaza dobanda compusa cu o rata a dobanzii de r% pe an.

Notam cu S suma (capitalul) initiala, cu S; suma (capitalul) existenta la sfarsitul anului si cu D; dobanda

incasata la sfarsitul anului i (aferenta anului i).

Avem:
e D,=r%dinSe D, = %s;
) r
$1=5+D,=S+ 3055 ©5,=5(1+ 155 );
* D,=r%dinS, & D, =155 514 Dy= 555 S(1+ 705 );
r I\
S,=5,+D, & 5,=5(1+355) *500°S(1*705) © S2=5(1+755)
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e D,=r%dinS, & D,==-S, & D =L.5<1+L>z.
’ 100 "2 37700 100)

S3=5,+D; & 53=5(1 100)2 ﬁ's(“ﬁ)z‘i’SfS(“L)i

Din calculele anterioare deducem:

S,,=S(1+160> neN" | (1)

Demonstram prin inductie matematica formula (1).
e P(n): S. = ry .

FieP(n): S, = 5(1 +100), neN’.

- Verificam daca propozitia P(1) este adevarata:

P(1): S, =5 (1+ W)1

$5,=5+D,=5+—==-5 & §,= S( —) = P(1) este adevarata.

00 00

- Demonstram P(R) — P(k + 1).

r \k *
P(R): sk=5(1 +700) +REN
Pll+ 1 Sp=5(1+755) " ke N’

. k
Dk+1=r%d|n5k < Dk+1 = 100 Sk < Dk” = ﬁ5<1+ﬁ) (2)

154 Dy = S0 =5 (1+305) * 105" (1+355) = Sw=S(1+7355) - (1+535) =

= S =S (14 m)"”

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate, prin urmare
propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

OBSERVATIE.
S, =S _1<1 +100) pentru oricen € N', n 2 2.

Daca notam cu D; dobanda totala dupa n ani, atunci:

L5, 4.+

r
151 700

r
S+ 700

Dr=D,+D,+Dy+..+D, & Dy = 755

ﬁ'sm d
Dy = 2l5(5+5,45,+..+5, ) € Dr - 100[5+s(1+m)+...+s(1+m)'1] o

_ L n-1
Dr = 35 S|1* (1+70g) * -+ (1*705) |- ©®
Aratam ca 1+ X + X2+ .+ X" = %, pentru orice numar real X # 1. (4)

Notam o =1+ X + X2+ ...+ X" (i). Atunci aX = X + X2+ X3 + ... + X" (ii).

Scazand (i) din (ii) obtinem:

n _
OX-0=X"- 1= aX-D=X"- 15 a=5—.

. n - . -
DeCi1+ X+ X2+ . + XM = );—_11, pentru orice numar real X # 1.
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Aplicam identitatea (4) pentru a calcula D; si obtinem:

roy <1+ﬁ>n_1
1+ (1+7g9) =+ (1*70) = Tl e
100
o (1+:5) -9
o (1) e (1) AL
100

inlocuind relatia (5) in relatia (3), obtinem D; = S[(1 + ﬁ)n - 1].

Pentru a calcula dobanda compusa pentru un capital initial S, pe o perioada de n ani, cu o rata a dobanzii

de r% pe an, folosim formula D; = S[<1 +m> - 1]. (6)

EXEMPLE:

1. llie depune la banca suma de 20 000 de lei, in regim de dobanda compusa, pe o perioada de 4 ani, cu o
rata a dobanzii de 5% pe an. Ce suma va avea llie in cont la sfarsitul celor 4 ani?

Rezolvare:

Pentru calculul sumei totale folosim formula (1), unde $=20 000, n = 4 si r = 5.

_ 5\ _ 1Y\ 21
5,=20000(1+735) & 5,=20000(1+55) & S, = 20000- (20) N
_ 194 481 _ 194 481 _
< S5,=20000 160 000 < S, = g @ S, =24 310,125.

Ilie va avea in cont, la sfarsitul celor 4 ani, suma de 24 310,125 lei.

2. Se constituie un depozit bancar de 100 000 de lei, in regim de dobanda compusa, pe o perioada de 3 ani,
cu o rata a dobanzii de 6% pe an. Ce dobanda se obtine la termenul scadent?

Rezolvare:

Pentru calculul dobanzii totale folosim formula (6), unde S = 100 000, n = 3sir=6.

3
DT=100000-[(1+%) —1]4: D, =100 000 - [ (1+3) —1]©
53 _ 23877 i
& D, =100 000 - [(50) 1] <Dy = 100000 287 o p. = 191016,

La termenul scadent se obtine dobanda totala de 19 101,60 lei.

3. Sorin depune la banca suma de 300 000 lei, pe o perioada de 5 ani, cu o rata a dobanzii de 10% pe an.

a) Ce dobanda primeste Sorin in fiecare an, daca plasamentul bancar este in regim dobanda simpla? Care
este dobanda totala?

b) Ce dobanda primeste in fiecare an, daca plasamentul bancar este in regim dobanda compusa? Realizeaza
o diagrama cu coloane prin care evidentiezi dobanda primita in fiecare an. Care este dobanda totala?
Rezolvare:

10

100 -300 000 =30 000 lei,

a) Daca plasamentul bancar este in regim dobanda simpla, dobanda anuala este —~
iar dobanda totala este 5 - 30 000 = 150 000 lei.
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B o3

b) Daca plasamentul bancar este in regim dobanda compusa, atunci:

k-1 R o
D, = ﬁ -S (1 + ﬁ) ,unde D, este dobanda pentru anul k, S =300 000, r = 10. Pentru a realiza diagrama

care reprezinta dobanda, elaboram mai intai urmatorul tabel:

Anul 1 2 3 4 5
Dobanda anuala (lei) 30000 33000 36300 39930 43923

Diagrama din figura 1 reprezinta dobanda compusa pentru fiecare an.

Dobanda (lei)
50000
45000
40000
35000
30000
25000
20000
15000
10000

5000
0

— |
N |
>y
4~ | O S
e ___

anul
Figura 1

Dobanda totala este:

5
D; =300 ooo[(1 + %) - 1] & D; =300 000(1,1° - 1) & D, = 300 000 - 0,61051 < D, = 183 153.

Progresii geometrice
« Definirea progresiei geometrice

Definitie. Se numeste progresie geometrica un sir de numere in care fiecare termen, incepand cu al doilea,
se obtine din precedentul prin inmultirea cu acelasi numar, numit ratia progresiei geometrice.

0BSERVATII. @

1. Sirul by, b,, ..., b, ... este progresie geometrica daca si numai daca b,,, = b, - g, pentru orice numar
natural nenul k, unde numarul q este ratia progresiei geometrice.
. . . . . - el . . - b 4
2. Sirul b,, b,, .., b, ..., cu termeni nenuli, este progresie geometrica daca si numai daca % = q,
k
pentru orice numar natural nenul k, unde numarul g este ratia progresiei geometrice.

3. Pentru a pune in evidenta faptul ca sirul b,, b,, .., b, ... este progresie geometrica scriem < by, b,, ..., b, ...
4. Progresia geometrica (b,), este complet determinata daca se cunosc primul termen b, si ratia g.

EXEMPLE:
1. Fie progresia geometrica (b,), cu b, = 24 si q = —%. Atunci:

b,=byq=b,=2- (-3) =12 b,=by-q = b,=6-(-3)=-3.

by=b, q=by=(-12)-(-3)=6;
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2. Fie progresia geometrica (b,), cu b, = 45 si b, = 135. Sa determinam primul termen si ratia progresiei.

i ica b 135
(b,), este progresie geometrica. = g = b—;‘ = Q=

=>q=3.

Cum by, = b, - g, pentru orice numar natural nenul k, obtinem:
by=b,-q= 45=b,-3=> b,=15;

b,=b,-q=> 15=b,-3=> b,=5.

Asadar, primul termen al progresiei geometrice (b,), este 5, iar ratia este 3.
» Proprietatile progresiei geometrice

Teorema 1. Un sir de numere reale pozitive este progresie geometrica daca si numai daca orice termen
al sau, incepand cu al doilea, este media geometrica a termenilor vecini lui.

Altfel spus, sirul de numere pozitive (b,), este progresie geometrica daci si numai daci b, = b, b,., ,
pentru orice numar naturaln,n 22.

Demonstratie:

Sirul cu termeni pozitivi b, b,, ..., b,, ... este progresie geometrica daca si numai daca b“ =5 L, pentru
n n-1
orice numar natural n, n > 2. (1)
. b, b . .
Cum b, >0, (V)n e N, n 22, b’” 5 ”1 & b2=b,, b,, o b,=1b,,b,., , pentru orice numar natural n,
n n-

nz2.(2)
Din (1) si (2) rezulta ca sirul cu termeni pozitivi b, b,, .., b, .. este progresie geometrica daca si
numai daca b, = /b, - b,.,, pentru orice numar natural n, n > 2.

OBSERVATIE.
Proprietatea din teorema 1 justifica denumirea de progresie geometrica.

Teorema 2. Sirul cu termeni nenuli b, b,, .., b, .. este progresie geometrica daca si numai daca
b?=b,,-b,., pentru orice numar natural n,n 2 2.

Intr-adevar, sirul cu termenii nenuli b, b,, .., b, .. este progresie geometrica daca si numai daca

b, . )
™ =~ pentru orice numar naturaln, n > 2.

b, b,

bn+1_bn bz_b b t o o t l >2
b, bn—1© 2=b,,-b,., pentru orice numar natural n, n 2 2.

OBSERVATIE.

Spunem ca numerele b,, b,, ..., b, sunt in progresie geometrica daca acestea sunt termeni consecutivi ai
unei progresii geometrice.

Atunci, conform teoremei 2, numerele X, Y, Z sunt in progresie geometrica daca si numai daca y?=X - z.

EXEMPLE: @

1. Sa determinam numarul real X pentru care numerele X - 2, 6, X + 7 sunt in progresie geometrica.

Numerele X - 2, 6, X + 7 sunt in progresie geometrica. < 62=(X-2)(X +7) & 36=X?>+5X - 14 &
& X2+5X-50=0< X e€{-10, 5}
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2. Numerele X - 1, X, X + 2 sunt in progresie geometrica. Sa determinam ratia acestei progresii.
Numerele X - 1, X, X + 2 sunt in progresie geometrica. < X2 = (X-D(X+2) © X?=X2+X-2&X-2=0&X=2

Daca X = 2, atunci numerele in progresie geometrica sunt 1, 2, 4. Ratia unei progresii geometrice reprezinta
raportul a doi termeni consecutivi, deci ratia este 2.

» Exprimarea termenului general al unei progresii geometrice in functie de primul termen si de ratie

Daca intr-o progresie geometrica (b,), stim primul termen b, si ratia g, putem deduce o formula prin care
sa exprimam orice termen in functie de primul termen si de ratie.

Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g. Atunci, din definitia progresiei geometrice, avem:
b,=b,-gq;
by=b,-q=(b;-q)-q=b;-q>
b,=bs-q=(b,-q%)-q=b,-q%
bs=b,-q=(b,-q%-q=b,-q*s.am.d.

Teorema 3. in orice progresie geometrica (b,), cu ratia q (g # 0), avem b, = b, - 9™, pentru orice numar

natural nenul n. 7
| 777540, 7
Demonstratie: 14 13’12 o 89 9
be
Demonstram prin metoda inductiei matematice ca b, = b, - "™, pentru orice n € N". &;)5
Fie P(n):b,=b,-q"",n e N". 6

- Verificam daca propozitia P(1) este adevarata:
P(1):b,=b,- @™ = P(1) este adevarata.
- Demonstram P(R) — P(k +1).
P(R):b,=b,-q*", ke N’
P(k +1): by, =b,- q*" ke N’
Deci P(k +1): b,.,=b,- g~ ke N".
bpa=b,-q=(b,-q*")-q=b,-q*" =b,- gk = P(k + 1) este adevarata.

Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sunt verificate. Prin urmare,
propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural nenul n.

EXEMPLU:

Fie progresia geometrica (b,), cu b, =15 - 3" si ratia g = —%. Sa determinam termenul b,,.
(b,), este progresie geometrica.=b,=b,-q"",(V)neN"= b, =b,-¢"" >

9
big =153 (-3) = 1530 <—%) = 15 3109 = ~45, Asadar, b, = ~45.

Teorema 4. Fie numerele b,, b,, b,, ..., b, (n € N°) in progresie geometrica. Atunci b,-b,_,.,=b,-b,,
pentru orice numar natural k, k € {1, 2, ..., n}.

Demonstratie:

i)g#0
b,, b,, b, ..., b, suntin progresie geometrica = b, = b, - g*', ke {1,2, .., n}. (1)
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Atunci: b, =b,-q"* " &b ,.=b,-q"*(2)sib,=b,-q"".(3)

Din (1) si (2) obtinem:

by by = (by-q¥") - (by-q"*) = b} - q™. (4)

Calculdnd b, - b, obtinem: b, - b, = b, - (b, - q"") = bZ- q"". (5)

Din (4) si (5) rezulta ca b, - b= b, b, k€ (1,2, ..., n}.
ii)g=0=>b,=0,(V)neN",n22 =b,-b,,,=b,-b,(Mke{1,2,..,n},n>2
o Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice

Teorema 5. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g. Daca notamcu S, = b,+ b, + b, + ... + b, atunci:

n_

qQ"-1 . .
i M 21
5 - b, q_,l,dacaq

n-b,,dacag=1

Demonstratie:

1.Dacag#1,atunciS,=b,+ b, +b;+..+b,=b,+b,q+b,q?+..+b,q"". (1)
Inmultind relatia (1) cu g, obtinem: S, - q = b,q + b,q* + b,q*+ ...+ b,q". (2)
Scazand membru cu membru egalitatea (1) din egalitatea (2), obtinem:
S$,q-S,=b,-q"-b,=5S,(qg-1)=b(g"-1).

q"-1

qg-1-
2.Dacag=1,atuncib,=b,-1¥"=b,, ke (1,2, .., n}, de unde rezulta:
S,=b,+b,+by+..+b,=b,+b,+b,+..+b,=n-b,.

EXEMPLE: @

1. Fie progresia geometrica (b,), cu b, = 3 si b, = -6. Sa determinam suma primilor 10 termeni ai progresiei.

Deoarece g # 1, obtinemS, =b, -

bz _-b

Determinam ratia progresiei geometrice: q = b_ =3 =2 (g #1).
.- q"-1 .
Cum g # 1, aplicam formula S, = b, - q- 7 pentrun =10 si obtinem:
_ q" (-2)1°-1__ 1024 - 1_
=by- g 1-3- Sy =35 =-10%.
2.54 se calculeze suma 1+ 4+ 1+ + 1
: 2 4 1287

Numerele 1, %, %, . 128 sunt termeni consecutivi ai progresiei geometrice (b,), cub,=1siq= 2

. 1 (1Y

Observam ca suma se poate scrie 1+ 7% <§> +, < ) deci by = ﬁ
n _

Aplicand formula S, = b, - qq —7 bentrun =8, obtinem:
1\ 1 1-28
— _'I __1 - &

. g8-1 ) (2) _, 25 28 1-256 2 _255 J1,1, 1255

Ss=bi T >S5 [P P T I - I 71 S Deci, 1+5+ 7+ * 8= 128"

2 2 2
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CONTEXTUALIZEZ

Progresiile geometrice
sunt modele
matematice
fundamentale pentru
descrierea
fenomenelor in care
variatia (cresterea sau
descresterea) se
realizeaza prin
multiplicarea cu un
factor constant.
Acestea sunt esentiale
pentru intelegerea
proceselor cu evolutie
rapida.

* Economie si finante:

- Dobanda compusa:
Reprezinta cel mai
comun exemplu, in
care suma
acumulata creste
exponential,
deoarece dobanda
se aplica si asupra
dobanzilor
acumulate anterior.

- Inflatia:

Cresterea preturilor
bunurilor si
serviciilor cu un
anumit procent
anual este modelata
printr-o progresie
geometrica.

- Investitii bursiere:
Calculul valorii
viitoare a
portofoliilor care au
o rata de crestere
medie constanta se
modeleaza printr-o
progresie
geometrica.
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Exercitii rezolvate

1. Demonstreaza ca sirul (b,)
progresie geometrica.

cu termenul general b, = 4-3"", n € N, este

n

Rezolvare:

bn =4.3M > bn+1 =4 . 3001 o bn+1 =4 .30

%-4-3” _i—3(v) N* S. l t l lb _4.3,«,_1 N*
b, 4-3m 3™ n € N" = Sirul cu termenul general b, = ,neN’,

este progresie geometrica.

2. Demonstreaza ca sirul (y,),, care are suma primilor n termeni S, = 32" - 1),
n € N', n 2 2, este progresie geometrica, apoi determina primul termen si ratia
acestei progresii geometrice.

Rezolvare:

Sn=Yit Yot Vst Yo =2 S0 =Yt Yot Vst e+ Yo = Vo = Sp = S, (1)
Deoarece S, =3Q"- 1) = S,,, = 3(2™" - 1), atunci, conform (1),

Yo =3Q2™-1) - 3(2" - 1), de unde rezulta y,,, = 3 - 2".

. n * . . . v
% = 33 22,1_1 =2,(¥)n € N" = Sirul (y,), este progresie geometrica.
T3
Din formula termenului generaly, =3 - 27, (v)n € N*, pentru n = 1 obtinem y, = 3.

Yo _
n

Ratia progresiei geometrice (Y,), este g = y
3. 0 minge de baschet cade de la o inaltime de 5,12 m. La fiecare contact cu podeaua

din sala, mingea pierde energie, ridicandu-se la 75% din inaltimea anterioara.

a) Identifica progresia geometrica asociata fenomenului descris in enunt.

b) De la ce inaltime (exprimata in cm) coboara mingea inainte de a atinge podeaua

a cincea oara?

¢) Realizeaza o diagrama cu coloane in care sa ilustrezi inaltimea la care urca

mingea dupa fiecare contact cu podeaua.

d) Determina distanta totala parcursa de minge din momentul in care este lasata
sa cada pana la al patrulea contact cu podeaua.

Rezolvare:

a) Exprimam indltimea de la care cade mingea in centimetri: 512 m = 512 cm.

. inx=l2 .y=3.
stim ca75% din X = 755 - X =7 X.
Fie progresia geometrica (b,), cu primul termen b, = 512 si ratia q = %, unde

b, reprezinta inaltimea de la care coboara mingea inainte de atinge solul de n ori.

. 3 5-1 34
)b, =b,- ™, (Mn e N’ = by=512- (3) = by=2" - =232 162
Tnainte de a atinge solul a cincea oard, mingea coboara de la inaltimea de 162 cm.
¢) Realizam tabelul cu valorile primilor termeni:

Bl : 2 3 4 5 6 7 8
b, 512 38 288 216 162 1215 91125 6834375

Diagrama care ilustreaza inaltimea la care urca mingea dupa fiecare contact cu
podeaua este reprezentata in figura 2.
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600
512

500 i

400 I >384

300 >~288
I 216

200 I 1215

100 I ""‘I~~-91125 68,34375

LB [ |
b, b, bg

Flgura 2

d) Notam cu L distanta totala parcursa de minge din momentul in care este lasata
sa cada pana la al patrulea contact cu podeaua.

L=b,+2b,+2b,+2b,=25,-b,(1)

(34 1 AR

L IR () R N L U P

54‘b1'q_1=>54‘512' §_1 =>5,=2°" §_1 =5,=2" 28 '3-4:
4 4

5,28 82205 281755 5, 21400 2)

inlocuind (2) in (1), obtinem L =2 - 1400 - 512 =2 800 - 512 = 2 288.

Deci L =2 288 cm = 22,88 m.

. Intr-o comunitate izolatd, apare un virus gripal nou. in prima zi (generatia 1),
exista doua persoane infectate. Medicii observa ca fiecare persoana bolnava

transmite virusul altor trei persoane sanatoase, in fiecare etapa de transmitere
(o etapa dureaza 3 zile). Persoanele care au fost infectate nu pot fi reinfectate.

a) Determina progresia geometrica prin care se modeleaza raspandirea virusului.
b) Cate persoane noi vor fi infectate in a cincea etapa de transmitere?

c) Care este numarul total de persoane care au fost infectate dupa cinci etape?
Rezolvare:

a) Fie (b,), progresia geometrica prin care se modeleaza raspandirea virusului
in comunitate. Atunci b, = Deoarece fiecare bolnav infecteaza alte trei
persoane, numarul de cazuri noi se tripleaza la fiecare etapa. Prin urmare, ratia
progresiei geometrice este g = 3.

b) Numarul cazurilor noi in a cincea etapa reprezinta termenul b, al progresiei
geometrice (b,),.

Folosind formula termenului general b, = b, - ¢", (¥)n € N*, pentru n =5, obtinem
b.=b,-q*" de unde rezulta b;=2-35"=2-3%=2-81=162.

Asadar, in a cincea etapa de transmitere au fost infectate 162 de persoane.

c) Pentru a afla cati oameni s-au imbolnavit in total, calculdm suma primilor

. . . . "1 .
5 termeni ai progresiei geometrice, folosind formula S, = a, -%, (V)n € N*,
pentrun=5:
5. 3%-1 _,.243-1 _
S5=2-3 -7 =522 55— = 5, =042,

Asadar, numarul total de persoane care au fost infectate dupa 5 etape este 242.

UNITATEA 4

CONTEXTUALIZEZ

Progresiile geometrice

pot fi utilizate si in:

* Biologie si medicina:

- Diviziunea celulara:
Multiplicarea
celulelor (de la una
la doua, apoi la
patru, opt etc.)
urmeaza o progresie
geometrica avand
ratia 2.

Raspandirea
epidemiilor: in fazele
initiale, numarul
persoanelor infectate
poate creste
geometric, fiecare
bolnav transmitand
virusul, in medie,
unui numar constant
de persoane.

- Timpul de
injumatatire a
medicamentelor:
Procesul prin care
concentratia unei
substante in sange
scade la jumatate, la
intervale regulate de
timp.

* Tehnologie si fizica:

Legea lui Moore:

in industria
microprocesoarelor,
capacitatea de calcul
a computerelor s-a
dublat la aproximativ
fiecare doi ani,
formand o progresie
geometrica.

Radioactivitatea:
Dezintegrarea
atomilor unui
element radioactiv
in timp urmeaza o
progresie geometrica.
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PORTOFOLIU

Identifica si
analizeaza situatii din
viata reala in care
progresiile geometrice
apar in domenii
diferite de cele
exemplificate.

Pentru fiecare
domeniu:

* descrie o situatie
reala in care o0 marime
variaza in timp;

» explica de ce
aceasta variatie poate
fi modelata printr-o
progresie geometrica.

LUCRAT! IN PERECH!!

Analizati modul in
care schimbarea unui
element (primul
termen, ratia sau
numarul de termeni)
modifica valorile unei
progresii geometrice.
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< 1.1 1 1
5. Calculeaza suma1 “3*% T8 T0m
Rezolvare:
11 1 1 . C. . ..
Numerele 1, 2 478" 1 1004 sunt termeni consecutivi ai unei progresii

geometrice, cu primul termen egal cu 1 si ratia egala cu —%. Fie (b,), aceasta

progresie. Atunci, b,=1,q = —%, b,= 10% deoarece:

ddegte (D (e (3

. -1 . . .
Folosind formula S, = b, -%,(V)n eN’, pentrun=1,b,=1siq= —%, obtinem:
@1,
2 _ M _2"+1 2 _21+1 _ 2049
L B B 1:5”' 21 37207320 T2 T30
2
1 1 _2049

J1,.11 - 2049
Asadan1-5+ 3 -5 %~ * 102~ 3072

. Fiea,beR,a#0sia#b.Se considera progresia geometrica (y,), cu Y, =asi

ratia g = g.

a) Calculeaza suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (Y ,),.

b) Demonstreaza ca a” - b" = (a - b)a"" + a"2b + ... + b""), pentru orice numere
realeasib,a#0siazb,neN,n22.

Rezolvare:
. . - . q"-1
a) Pentru orice progresie geometrica (b,), cu ratia q # 1, avem S, = b, - R
Aplicand formula pentru progresia geometrica (y,), cu Y, = a si ratia q = g,
obtinem:
- e
Sza- a :a- an :a.an_bn. a = an_bn
n Q_1 b-a a" a-b a"¥a-b)
a a
_ an - bn
Asadar, S, = @~ by’ (1)
: - b\ pm :

b) Cum (y,), este progresie geometricd, avemy, = a-<a> = g2 pentru orice

ne N, n 2 2. Atunci:

bZ bn-1
Sn:y1+y2+y3+'"+yn:a+b+F+"'+an-2‘(2)
Din (1) si (2) obtinem:

a"-b" _ b2 b
m—a+b+7+m+a?l-a 2 >
a;%gn=a”'1+a”'2b+...+b"'1l-(a—b) =
a"-b"=(a-bla™ +a"2b+..+b""),neN,nz22.(3)

OBSERVATIE.

Egalitatea (3) este valabild si in cazul in care @ = b sau a = 0 sau
b =0, demonstratia fiind evidenta.
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Aplic @

1. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g si S, suma primilor n termeni ai acesteia.

Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate. 0
a)Daca b,=12sib, = 32, atuncib,=

b) Dacd b, =162siq = -3 atunC| b= .

c)Dacab,=4siq=-1, atuna b= .

d) Daca b, =5si b, =40, atuncig=____

e)Daca b, =243,q9=0,3)sib,
f)Daca b,=4,q=-3siS,=244 atuncin=____

=1 atuncin=__

g)Daca b, = % -3 atuncig=____
. Tncercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.
A.In progresia geometrica (b,), avem b, = -3 si q = -2. Atunci:

a) by =-192; b) b = -13; ) bg=- d) b = 96.
B. Tn progresia geometrica (b,), avem b, = 9 g Sib=g Atunu
a) by =3; b) b, =3; c)b4=§; d) by =3.
C. Tn progresia geometrica (c,), avem c, c;, = 11. Atunci:
a)C,+ ¢y =11, b) c,c,, = 11; c)csc, =11 d)cz=".
D. In progresia geometrica (d,), avem d, = 7. Atunci:
a)d,d, =7, b)d,d, =7, c)d,d, =49 d)d,+d,=14.

n
E. Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (b,), este S, = (%) - 1. Atunci:

a)b,=2; b) b,=3; Ab,=3; d)b,=2
. Determina primii cinci termeni ai unei progresii geometrice (b,),
a)b,=2siq=-3; e)b,=5%sib=1,

f)b,+b,= 1255|b -b,=

g b=-3sib,,=

b) b= 648 5i = 3;
c)b,=4sib,-b,=8

125’

-3b,, pentru orice n € N".
d) b, =777 si 2—2= 0;

. Arata ca sirul (a,), este progresie geometrica. Determina primul termen si ratia
acesteia.

a)a,=4-3"% (V)n e N’ b)a, =52

a) Determina numarul real X pentru care numerele 1, 3, 2X + 7 sunt in progresie
geometrica.

(V)neN".

b) Determina numarul real X pentru care numerele 1, 4, 2X sunt in progresie
geometrica.

c) Determina numarul real X pentru care numerele X-2, X-1, X+1 sunt in
progresie geometrica.

d) Determina numarul real X pentru care numerele 2X -3, 3, 4X+1 sunt in
progresie geometrica.

UNITATEA 4

PROVOCARE!

Stabileste daca
sirurile de mai jos
sunt progresii. in caz
afirmativ, precizeaza
tipul progresiei si
ratia:
a)3,-3,3,-3,3,-3..;
b) -5,3,11,19, ..;

c) 111, 100, 90, 81, 72, u;
d) 256, -128, 64, -32,
B e

e)101 105, 99, 93, .

f) 1,22, 333, 44bss, .

g) 3, -6, 12, -24, 48, .
h)a—4,20—3,30—2,
4a-1,..(aeR);

)12 - 8v2,11-7V2,
10 - 6v2,9-5V2,..;
1-+2,3-2V2,
7-5v2,17-12V2, ....

—_—
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UNITATEA 4

Progresii aritmetice si progresii geometrice

STIAI CA..?

Pentru a oferi servicii
atractive, bancile
propun propun
clientilor constituirea
unor depozite
depozite prin care
dobanda se adauga la
cont lunar, trimestrial,
semestrial sau anual.
Capitalizarea se poate
face mai devreme.
Acest fapt este
stipulat in contract.

EXERSEAZA!

Maria doreste sa
plaseze suma initiala
de 20 000 RON intr-un
depozit bancar, cu
dobanda compusa,
pentru o perioada de
5 ani. Calculeaza
valoarea finala a
economiilor Mariei
dupa cei 5 ani si
analizeaza impactul
pe care il are alegerea
unei rate a dobanzii
mai avantajoase
asupra castigului final,
comparand
urmatoarele doua
scenarii reale din
piata:

« Scenariul A: O banca
comerciala ofera o
dobanda compusa de
5,5% pe an.

» Scenariul B: Maria
alege o oferta
promotionala care
prin care primeste o
dobanda compusa de
7% pe an.
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6. Determina valorile numarului real X pentru care urmatoarele numere sunt in
progresie geometrica:

a)1,3,2X+7; C)2X-3,3,4X + 1 e) X2 -3, V2%, X2+ 3;
2 2X + 1
- - . — Y2 2.
b)X-2,X-1,X+1  d)5-X%X X% f)2x+1'1' TR

7. Determina suma primilor trei termeni ai unei progresii geometrice, stiind ca
suma primilor doi termeni este egala cu 9, iar diferenta dintre al doilea termen si
primul termen este egala cu 3.

8. Calculeaza:
a)1+3+32+3%+ . +30,

b)1-2+4-8+..+1024
1,11, 1.

C)1—§+? 33+... 397

1V 1V 1V 1V
0[5 (gl (gl (s
V23 27
€)9+99+999+ ..+ 9999999.9 .
—_
de 2026 de ori 9
9. Rezolva ecuatiile in multimea numerelor reale:
a)T+X+X2+X3+ . +X"=0; C)1+2X+4X2+8X3=0;
X, X2, X3 Xt X3
D1+ o+ L+ g 6 570
10. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia q(q#+1).

b)1-X+X2-X3+..-X%=0;

a) Demonstreaza ca (b;' + b;l,)" = b,m, pentru orice k € N".

q+1
b) Demonstreaza ca:

100 _
|) A +2D)7+ Q27 +22)7+ (224 23) 1+ + (279 +27100)-1 = w;
- T 11 e = 2(2% - )
T 272 2772 N7

11. Determina primul termen si ratia progresiei geometrice (b,), stiind ca:

a)b,+b,=8sib,-b,=4

b)b,+b,+by=3sib,+bs+b,=-6

¢)b,-b,=48sib,-b,=36

b

d) b—;
geometrice (b,),;
e)b,-b,+b,=22sib,-b,+b,=-1

= 0,25 Si Sg =225, unde S, reprezinta suma primilor n termeni ai progresiei

2a,+1 ‘b - a,-1 N*
a,+2 ' 7nTg, s NEN:

12. Fiesirurile (a,), si(b,),, unde a,=3,a,, =

a) Determind a,, a, Si a;.
b) Aratd ca b} = b, b,
¢) Demonstreaza ca sirul (b,), este progresie geometrica.
d) Demonstreaza ca b, +b,+by+.. + b, <
nenul n.

0,75, pentru orice numar natural



Progresii aritmetice si progresii geometrice

UNITATEA 4

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Fiea,beR,a#0,a+b#0,siprogresia geometrica (y,), cuy, = asiratiaq = —g.

a) Calculeaza suma primilor 2n + 1 termeni (n € N*) ai progresiei geometrice
(yn)n'
b) Demonstreaza ca a?™' + b2 = (a + b)(a?" - a*™'b + a*"2b? - ... - ab?" + b?),
pentru orice numererealeasib,a#0,a+b#0,neN,n22.
Fie progresia geometrica (b,),. Arata ca sirul (c,), definit prin ¢, = b,- b
n € N', este progresie geometrica.

n+

Se considera progresia geometrica (b,), cu b, =2 si b, = 54. Determina numarul
natural nenul n pentru care b, + b, + ... + b,, = 6 560.

Rata anuala de crestere a populatiei unui stat este de 1%. Populatia actuala este
de 100 000 000 de locuitori. Cu cat va creste numarul de locuitori in patru ani?

0 instalatie de filtrare a apei reziduale retine la fiecare ciclu de filtrare 20% din
impuritatile ramase in apa. Initial, apa contine o concentratie de impuritati de
500 mg/l. Determina concentratia de impuritati dupa 10 cicluri de filtrare. Este
apa sigura pentru deversare, daca limita legala este de 60 mg/(?

llie a depus la banca suma de 100 000 £, in regim de dobanda compusa pe o
perioada de 5 ani, cu rata anuala de 8% pe an. Ce suma va incasa la sfarsitul
perioadei?*

0 solutie salina este ldsata intr-un dispozitiv de evaporare controlata. in fiecare
ora, din cauza caldurii, se evapora o cantitate de apa, astfel incat concentratia
sarii in solutie creste cu 10% fata de ora precedentd. Concentratia initiala este
de 2%. Care va fi concentratia solutiei dupa 8 ore?

Un precipitat chimic retine impuritati care trebuie eliminate prin spalari
succesive. La fiecare spalare cu un volum fix de solvent, se elimina 60% din
cantitatea de impuritati prezente in precipitat. Masa initiala de impuritati este
de 100 g. Calculeaza masa de impuritati ramasa dupa a patra spalare.

0 masina noua costa 30 000 €. Se estimeaza ca masina se devalorizeaza cu 20%
in fiecare an, ceea ce inseamna ca, la sfarsitul fiecarui an, masina valoreaza
80% din pretul pe care l-a avut in anul anterior. Care va fi valoarea masinii dupa
patru ani?

0 persoana a depus la banca suma de 60000 de lei, in regim de dobanda
compusa, pe o perioada de 2 ani. La sfarsitul perioadei avea in cont suma de
68 694 de lei. Care este rata anuala a dobanzii?

0 suma plasata in regim de dobanda compusa creste cu 12,36% in 2 ani. Care
este rata dobanzii?

Se depune la o banca o suma de 120000 de lei, pe o perioada de 3 ani, cu o
rata anuala a dobanzii de 6%. Determina suma existenta in cont la sfarsitul

termenului, daca:
a) dobanda este simpla; b) dobanda este compusa.

Intensitatea unei surse de lumina este initial de 64 de unitati. Pe masura ce ne
indepartam, intensitatea acesteia scade la jumatate pentru fiecare metru parcurs.

a) Care este intensitatea luminii la o distanta de 3 metri fata de sursa?
b) La ce distantd de sursa are intensitatea luminii valoarea de 2 unitati?

POT MAI MULT

Radu isi propune

ca peste 3 ani sa
dispuna de un depozit
bancar in valoare

de 415 328 de lei.

Ce suma trebuie sa
depuna in prezent,
pentru ca, in regim de
dobanda compusa, cu
o rata a dobanzii de
10% pe an, sa obtina
suma dorita?

Se va tine cont ca
dobanda acumulata
se impoziteaza cu
10% anual.

INDICATIE*:

Pentru calcul poti
folosi aplicatia
Calculator de pe
telefonul mobil,
tableta sau computer.
Aproximeaza suma la
numere intregi.
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UNITATEA 4

Studiu de caz @

Jocul de sah a aparut in Gupta (pe teritoriul
actual al Indiei), Tn jurul secolului VI d.H., unde se
numea ,chaturanga” (cuvant sanscrit care desemna
o formatiune de lupta), referindu-se la cele patru
ramuri ale armatei indiene: elefanti, cavalerie, care
de lupta si infanterie. Din India, jocul a ajuns in
Imperiul Sasanid (Persia), unde a fost numit
»chatrang”, apoi ,shatranj".

Legenda spune ca inventatorul i-a prezentat
regelui Imperiului Sasanid jocul de sah. Regele a
fost deosebit de incantat de acest joc si a vrut sa-l
rasplateasca pe inventator din plin. Modest, el a
refuzat initial rasplata, dar apoi, la insistentele
regelui, a cerut o rasplata aparent neinsemnata:
boabe de grau dupa urmatoarea regula - un bob
pentru primul patrat al tablei de sah, doua boabe
pentru al doilea, patru pentru al treilea, opt pentru
al patrulea si asa mai departe. Regele a considerat
ca solicitarea era neinsemnata, insa in scurt timp a
realizat ca inventatorul cerea, de fapt, o rasplata
surprinzator de mare.

Pentru a afla daca ar fi fost posibil ca regele sa
onoreze plata si alte curiozitati, vei parcurge
urmatoarele etape:

Etapa 1- Progresia geometrica

1. Identifica progresia geometrica prin care poate
fi modelata situatia descrisa in enunt.

2. Determina suma primilor 64 de termeni ai progresiei
(numarul de boabe de grau cerute de inventator).

Progresii aritmetice si progresii geometrice

Etapa 2 - Inteligenta artificiala in actiune

3. Folosind 1A (inteligenta artificiala), determina
numarul mediu de boabe de grau dintr-un kilogram de
grau la culturile din prezent, la culturile de acum 100
de ani, respectiv la culturile din secolul al VII-lea d.H.

4. Transforma numarul boabelor de grau aflate la
punctul 2 in tone (tinand cont de numarul mediu de
boabe dintr-un kilogram in secolul al VlI-lea d.H.).

Etapa 3 - Istorie sau legenda?

5. Documenteaza-te privind granitele Imperiului
Sasanid din acea perioada, apoi identifica statele
actuale aflate pe teritoriul fostului imperiu.

6. Folosind resurse digitale (enciclopedii online,
harti sau IA), cauta care este productia anuala
de grau ce se recolteaza astazi in fiecare stat
identificat la punctul 5.

Etapa &4 - Analiza rezultatelor

7. Folosind 1A, afla de cate ori a crescut productia
mondiald de grau fata de cea din anii 1900,
respectiv fata de cea din anii 600 d.H.

8. Tinand cont de punctul 7, estimeaza care era
productia anuala de grau a Imperiului Sasanid.

9. Afla in cati ani l-ar fi putut rasplati regele pe
inventator.
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Recapitulare

Exercitii recapitulative

1. Un pacient aflat in recuperare medicala trebuie sa mearga in prima zi 500 de pasi. Medicul ii recomanda
sa creasca distanta cu 150 de pasi in fiecare zi. Pacientul este considerat recuperat atunci cand ajunge sa
parcurga 5 000 de pasi zilnic. Dupa cate zile se recupereaza pacientul?

2. Pavel a depus la banca suma de 20 000 €, in regim de dobanda compusa pe o perioada de 5 ani, cu o rata
a dobanzii de 8% pe an. Ce suma va incasa la sfarsitul perioadei?

3. Fie progresia aritmetica (a,), cua,=5si a;=17.
a) Determina termenii a,, a, Si 0.
b) Verifica daca numarul 533 este termen al progresiei aritmetice (a,),.
c) Calculeaza suma primilor 25 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),.
4. Fie progresia geometrica (b,), cu b, =5si b, = -40.
a) Determina termenii b,, b, si b..
b) Calculeaza suma primilor 10 termeni ai progresiei geometrice (b,,),.

5. Demonstreaza ca sirul cu termenul general X, = 4-3n, n € N*, este progresie aritmetica. Determina
primul termen si ratia acestei progresii.

6. Demonstreaza ca sirul cu termenul general y, = 3-2" n € N* este progresie geometrica. Determina
primul termen si ratia acestei progresii.

7. Determina formula termenului general al progresiei aritmetice (a,), cu a, - a; = 6 Si a; = 8.
8. Determina formula termenului general al progresiei geometrice (b,), cu b—" =8sib,=6.
1

9. Determina numarul real X pentru care numerele 2X - 7, 4, 2X + 3 sunt in progresie aritmetica.
10. Determina numarul real X pentru care numerele X - 8, X - 4, X + 8 sunt in progresie geometrica.
11. Calculeaza sumele:
a)29+26+23+.. +5; b)1-2+4-8+ .. +256.
12. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

Q) 1+5+9+13+... +X = 496; b)1+%+2+%+...+x=612.

13. Numerele reale g, b si c sunt in progresie aritmetica, iar numerele a, b - 1si ¢ suntin progresie geometrica.
Determina numerele g, b si ¢, stiind ca suma lor este 15.

14. Numerele reale X, Y si Z sunt in progresie geometrica, iar numerele X -1,y +1 si Z sunt in progresie
aritmetica. Determina suma patratelor numerelor X, Y si Z, stiind ca produsul lor este 216.

15. Arata ca, pentru orice numar real X, numerele X + 1, X + 2 si X + 3 nu pot fi in progresie geometrica.
16. Determina primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),,.

2) a,+a,+a; = -2 b) a=>5 0 a;-a, = 2
a, =18 S; =5 a; =3

17. Determina primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),,.

b
N b,+b, = 8 ) S;=-3 3 f%
3b, = b, b, = -1 b1
,-by =2

18. Calculeaza suma primilor 25 de termeni ai progresiei aritmetice (a,), stiind ca a, + a,, + a,; = 99.
19. Cate submultimi cu 500 de elemente in progresie aritmetica are multimea A ={1, 2, 3, ..., 1000}?
20. Cate submultimi cu 8 elemente in progresie geometrica are multimea A ={1, 2, 3, ..., 1000}?
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(10p.) A. Fie (X,)), un sir cu termenul general X, = 772:21, n € N". Numarul natural 2 este termenul
de rang k al sirului (X,),. Atunci:
a)k=-1; b) k=2 Qk=3; d) k= 4.
(10 p.) B. Fie progresia geometrica (b,), cu ratia g, b; = 48 si b, = 6. Atunci b, + g este egal cu:
a) 6; b) 9; ) 8; d) 5.
(10 p.) C. Fie progresia aritmetica (a,), cu Ss = 15 (S, reprezinta suma primilor n termeni). Atunci
a, este egal cu:
a)5s; b) 2; c)-1; d)3
Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvdrile complete.

60 de puncte 1. Laurentiu depune la banca suma de 12 000 de lei in regim de dobanda simpla, pe o
(10p.) perioada de 9 luni, cu rata anuala a dobanzii de 6%. Care este valoarea capitalului la
sfarsitul celor 9 luni?

(10 p.) 2. Determina numadrul real nenul X pentru care numerele 1, X +1 si 2X?+1 sunt in
progresie geometrica.

(15 p.) 3. Fie progresia aritmetica (a,,), cu termeni rationali, care are ratia r = 2 si a,a,a,a, = -15.
Determina primul termen al progresiei (a,),,.

4. Fie progresia geometrica (b,), cu b+ b, + by=9sib;- b, =9.

(15p.) a) Determina primul termen si ratia progresiei (b,,),,.
(10p.) b) Determind numarul natural nenul n pentru care S, =1- 2",
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR.?ITUL ACESTEI UNITATl: 5foarte bine 4bine 3mediu  2slab 1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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Unitatea

Geometrie
analitica

» 1. Reper cartezian in plan; coordonatele
carteziene ale unui punct din plan, distanta
dintre doua puncte in plan, coordonatele
mijlocului unui segment

» 2. Panta unei drepte (ca raport)

» 3. Ecuatia dreptei care trece printr-un
punct dat si are panta data, ecuatia dreptei
care trece prin doua puncte; intersectiile
dreptei cu axele de coordonate

» 4. Pozitiile relative ale unei drepte fata
de axele de coordonate; pozitiile relative
a doua drepte

» 5. Ecuatia cercului



UNITATEA 5

Geometrie analitica

1. Reper cartezian in plan; coordonatele carteziene ale
unui punct din plan, distanta dintre doua puncte in plan,
coordonatele mijlocului unui segment

imi amintesc @

Elevii vor lucra in perechi.

Pe harta unui parc a fost trasat un reper cartezian XOY, in care au fost marcate
punctele A, B,C, D, E, F, G, H, 1,) si K corespunzatoare unor obiective din teren (figura 1).
Unei unitati de masura din reperul cartezian XOY ii corespunde in teren o distanta
de 24 de metri.

3
¥
T
8
F RG
[ 3 4
3 'A 'D
2
1 DE .G
J o K X
B SRR T T YO e SRR | R TR, SRS TOREY. {0 TR SRR T H
L =1
| G
- 1
-a iH
1u
- —
=5
Figura 1

a) Scrie in caiet coordonatele punctelor care apartin axei OX.
b) Identifica punctele care apartin axei OY si scrie in caiet coordonatele acestora.

c) Cate dintre punctele reprezentate se afla in cadranul 1? Scrie coordonatele
acestora.

d) Scrie coordonatele punctelor F, H si I.

e) Scrie coordonatele a doud puncte care au aceeasi abscisa.

f) Scrie coordonatele a doua puncte care au aceeasi ordonata.

g) Precizeaza natura patrulaterului ABCD.

h) Determina suprafata terenului delimitat de patrulaterul ABCD.

i) Determina lungimea gardului ce imprejmuieste terenul delimitat de patrulaterul
ABCD.

j) Florin se afla Tn punctul J, iar Jean se afla in punctul F. Ei decid sa se intalneasca
exact la jumatatea drumului. Care sunt coordonatele punctului de intalnire? Cati
metri a parcurs fiecare?

k) Reprezinta in reperul cartezian X0y punctele M(-3, 5), N(6,4 0), P(2,-5),
Q(-1,-3) si R(8, -4 ).



Geometrie analitica UNITATEA 5

invit @

Definitie. Se numeste reper cartezian in plan (sistem de axe
ortogonale in plan sau sistem de coordonate in plan) o pereche Y| originea reperului
ordonata de doua axe perpendiculare care au aceeasi origine cartezian X0y

o axa ordonatelor —=
(figura 2). Acesta se noteaza X0y.

Originea comuna a celor doua axe se numeste originea reperului 5
cartezian sau originea sistemului de axe si se noteaza, de reguld, T X

cu 0. axa absciselor

Axa orizontala se noteaza cu OX si se numeste axa absciselor.
Sensul de parcurgere este de la stanga la dreapta.

Figura 2
Axa verticala se noteaza cu 0y si se numeste axa ordonatelor.
Sensul de parcurgere este de jos in sus.
Pe cele doua axe OX si Oy ale reperului cartezian X0y se foloseste aceeasi
unitate de masura. y
Folosind un reper cartezian in plan, oricarei perechi de numere (q, b) care apartine b 4---------- oM(a, b)

produsului cartezian R x R ii asociem un unic punct din plan, si reciproc, oricarui
punct din plan ii corespunde o unica pereche de numere (a, b), care apartine
produsului cartezian R x R si care reprezinta coordonatele punctului M. Scriem
M(a, b) si citim ,punctul M de coordonate a si b” (figura 3). Coordonatele

o
Q B L A
x

) ) . ) i ) Figura 3
punctului M se mai noteaza X,,, respectiv y,,, caz in care scriem M(Xy, Yy)-
0BSERVATI.. @)
1. Reperul cartezian X0y imparte planul in patru parti numite y
cadrane (figura &). Cadranul Il Cadranul |
5 X<0 X>0
2. Punctele care se afla pe axa OX au ordonata 0. y>0 y>0
3. Punctele care se afla pe axa Oy au abscisa 0.
R ) e 0 X
Teorema 1. In reperul cartezian X0Y se considera punctele
. . . . Cadranul 1l Cadranul IV
A(X,, Ya) si B(Xg, Ys). Distanta dintre punctele A si B este x40 30
AB:V(XB_XA)Z‘.(yB-yA)Z' y<0 y<0

Demonstratie:

Figura 4

Daca C este punctul de intersectie a paralelei prin punctul A la axa OX
cu paralela prin punctul B la axa 0y, atunci C(Xg, Y,) (figura 5).
0x L oy

y B(X,y V)
AC || OX } = AC L BC => <ACB = 90° o w Yo
BC || Oy |
Aplicam teorema lui Pitagora in AACB (<C = 90°) si obtinem: i i
AB? = AC? + BC (1) | 0o i x
AC= |XB_XA| iAC2= |XB_XA|2=(XB_XA)2 (2) AT i
BC=1yg - Yal = BC2=1yg - Yal?= (Y5 - ¥,)? (3) A(Xp, Ya) C(Xg, Ya)

Din (1), (2) si (3) rezultd AB? = (X5 - X,)2 + (Y, - Y,)% deci
AB = \/(XB =X+ (Vg - V)

Figura 5
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EXEMPLU:

in reperul cartezian X0y se considera punctele M(-2, 3) si N(2, 0). Distanta dintre punctele M si N este:

B 114

MN = [2 - (22)+(0-3)2 =\ +(-3)2 =16 + 9 =25 = 5.

Teorema 2. in reperul cartezian X0y se considera punctele A(X,, Y,), B(Xg, Yg) $i M(Xy, Yy). Punctul M

. . . . - Xp* Xp +
este mijlocul segmentului AB daca si numai daca X, = AT si Y= Ya*Ys yB

Demonstratie:

Presupunem cd punctul M(X,,, Y ) este mijlocul
segmentului AB. Fie A,(X,0), B(Xg0) si
M;(Xy, 0) proiectiile punctelor A, B si M pe axa
OX (figura 6). Atunci, AA, L OX, BB, L OX si
MM, L OX, de unde rezulta AA, || BB, || MM.. M,(0,¥,) ¢

Bzwyn] Blxg, Vi)

Dreptele paralele AA,, BB, si MM, determina pe Ax,, ¥,)

secanta AB segmentele congruente AM si MB. ¥
Conform teoremei paralelelor echidistante,
acestea determina si pe secanta A;B,
segmentele congruente A;M, si M;B,, deci M,
este mijlocul segmentului A,B,. Figura 6

m

M,(x,,0) 00 0)

Stim din clasele anterioare ca, daca doua puncte E(X;) si F(X) apartin axei numerelor reale, atunci punctul
. . Xp+ X .. . X, + X
N, mijlocul segmentului EF, are coordonata X, = % De aici rezulta ca X,, = — 5 E (1)

Analog, daca A,(0, Y,), B5(0, Y;), M,(0, Y,,) sunt proiectiile punctelor A, B si M pe axa 0y, atunci punctul M,

+
este mijlocul segmentului A,B,, deci y,, = ATyB (2)
Asadar, daca punctul M este mijlocul segmentului AB, atunci conform (1) si (2), avem:
Xa+Xg . _YatVs
XM - A 5 B $| e A 2 B

. . . XatXp . +
Reciproc, consideram punctele A(X,, Y,), B(Xg, Yg) $i M(Xy, Vi), unde Xy = =55—si Yy = Y . Yo,

Calculam lungimile segmentelor AB, AM si MB:
AB = \/(XB = X2+ (Y- Ya)2 5 (3)

AM = \j(XM SX) 2t (Y- Vo) \j(% _ XA>2 . <yA ;’ Ys yA>2 i \/<XB ; XA)2 . (yB ; )’A)2 -

= %\}(XB X2+ (Y~ Ya)’ ‘% ; (4)
Analog,

B e TR \j (%- %)2 + (ve- yA;yB)z _ \/<XB; XA>2 . (yB;yAf _

1 1
=305 ~ X7+ (V5 - Ya)’ =5A8.5)
Din (3), (4) si (5) obtinem AM = MB si AM + MB = AB, de unde rezulta ca punctul M este mijlocul segmentului AB.
EXEMPLU:

in reperul cartezian X0y se considerd punctele P(-1, 5) si Q(-3, -7). Coordonatele mijlocului segmentului

PQ sunt <_1 +2(_3), > +2(_7)>, adica (-2, -1).
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Exercitiu rezolvat

in reperul cartezian X0y din figura 7 sunt reprezentate punctele A, B, C, F si G.

a) Determina coordonatele punctelor A, B, C, F si G.

b) Determina coordonatele punctului D, astfel incat patrulaterul ABCD sa fie
paralelogram.

c) Demonstreaza ca triunghiul ABF este dreptunghic isoscel.

d) Determina coordonatele punctului P care apartine axei OX, astfel incat
distantele de la punctul P la capetele segmentului BG sa fie egale.

e)Determind coordonatele punctului R care apartine axei Oy, astfel incat
triunghiul RBG sa fie isoscel cu baza BG.

B
¥
7
6 EE!
F
& L]
4 -C
A 3
2
1
O B g
5 -4 -3 =2 - 1 2 3 4 5 a8 T a ]
=l
-2
-3 e
=
Figura 7

Rezolvare:

a) Pentru a determina abscisa punctului A, trasam perpendiculara din punctul A
pe axa OX si obtinem X, = -3. Pentru a determina ordonata punctului A, trasam
perpendiculara din punctul A pe axa Oy si obtinem Yy, = 3. Asadar, am obtinut
A(-3, 3). Procedand analog, obtinem B(4, 0), C(7, 4), F(2, 5) si G(1,-3).

b) Fie {M} = AC n BD. Cum patrulaterul ABCD e paralelogram, punctul M este
mijlocul segmentelor AC si BD.

gt Xe (0 _-3+7
.. . ) m-o2
Punctul M este mijlocul segmentului AC. = => =>
_YatYe _3+4
yM' 2 yM' 2
= m(2.2).(6)
Xg + Xp 4+ X,
l cocul u Xu=""73 "2
Punctul M este mijlocul segmentului BD = Vet Yo ? J 0y,
Yn=""> S=—5

Xy=0
:>{yD 7 Asadar, coordonatele punctului D sunt (0, 7).
=
c) Calculam lungimile laturilor triunghiului ABF.
AB = \(Xg - X2+ (Y5~ V)2 = AB=\[4-(-3)]2+(0-3)? = AB =58 (7)
AF = (X = X2+ (V- Y2 = AF=7[2-(-3)]2+(5-3)2 = AF=~29 (8)

UNITATEA 5

0BSERVATIE @

Reprezentarea
punctelor in reperul
cartezian X0Y se
poate face cu ajutorul
anumitor instrumente
digitale, disponibile
online, cum ar fi
GeoGebra sau
Desmos.

LUCRATI IN PERECHI

Unul dintre cei doi
elevi va reprezenta
doua puncte in
reperul cartezian X0y,
iar celalalt va
determina
coordonatele acelor
puncte cu
instrumentul digital
GeoGebra. Apoi se
schimba rolurile.

Pentru aceasta,
procedati astfel:

- deschideti aplicatia
GeoGebra (Classic 5
sau 6);

- gasiti bara de
introducere a datelor;
- scrieti coordonatele
punctelor, fara ca
elevul celalalt sa le
vada; pentru a
introduce
coordonatele
punctului A(2, 3),
tastati ,A=(2,3)"si
apasati tasta ,Enter”).

15 .
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Geometrie analitica

PROVOCARE

Rezolva exercitiul 1
folosind una dintre
aplicatiile GeoGebra
sau Desmos.

N 116

BF = /(X¢ = Xg)2 *+ (Y - Yg)? = BF =2 - 4)?+(5- 0)2 = BF =29 (9)
Din (8) si (9) obtinem AF = BF, deci triunghiul ABF este isoscel (10).

Din (7), (8) si (9) obtinem AB2 = (\'58)% =58, AF2= (v29)>=29 si BF?= (v29)?=29,
de unde rezulta AB%= AF?+BF? si, de aici, conform reciprocei teoremei lui
Pitagora, obtinem ca triunghiul ABF este dreptunghic (11).

Din (10) si (11) rezulta ca triunghiul ABF este dreptunghic isoscel.
d)Pe0X=P(X,0),XeR

Cum distantele de la punctul P la capetele segmentului BG sunt egale, obtinem:
PB=PG = PB?= PG> = (X5 = Xp)* + (Y5 = ¥5)* = (X = Xp)* * (Y6 = Ye)* =
(4-X)?+(0-02=(1-X2+(-3-0)?=>X2-8X+16=X>-2X+10 = -6X=-6 = X=1.
Am obtinut P(1, 0).

e)Re0y=R(0,y),yeR

Triunghiul RBG isoscel cu baza BG. < RB = RG < RB? = RG?

RB? = RG® < (X5 = Xp)* + (Y5 = Yr)* = (X6 = Xp)* * (Yo - Yr)* & (4-0)+(0-y)* =
(1-0)2+(-3-y)?ey2+16=y2+6y +10 < 16=6y + 10 & Yy =1

Am obtinut R(0, 1).

Aplic @

1.

In reperul cartezian XOY se considera punctele A si B. Determina coordonatele
mijlocului segmentului AB.

a) A(1, -2), B(-3, 6); b) A(2, -5), B(-8, 3); c) A(-3, -4), B(-1, -6).

2. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A si B. Determina distanta de la

punctul A la punctul B.

a) A(1,2), B(-3, 4); b) A(-2, &), B(-8, 10); c) AG3, 1), B(-1, -4).

in reperul cartezian X0y se considera punctele M si N. Determind lungimea
segmentului MN.

a) M(-2, 5), N(&, -3); b) M(0, 4), N(-3, 0); ) M(-3, -1), N(-4, -2).

. In reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Demonstreaza ca

triunghiul ABC este isoscel.
a) A(-1, 4), B(-5, -2), C(5, 0); b) A2, 3), B(-6, 1), C(4, -5).

. In reperul cartezian X0y se considerd punctele A, B si C. Determina perimetrul

triunghiului ABC. @
a) A(7, 1), B(5, 1), C(5, 5); b) A(2, 1), B(3, 3), C(3, 2).

. In reperul cartezian X0y se considerd punctele A, B si C. Demonstreaza ca

triunghiul ABC este dreptunghic isoscel.

a) A(-2, -1), B(-5, -2), C(-1, -4); b) A1, -2), B(-4, -4), C(3, -7).

in reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Determina coordonatele
simetricului punctului A fata de punctul B.

a) A1, 3), B(-2,7); b) A(0, -5), B(-1, 3); c) A(-3, 0), B(-1, -7).
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8. In reperul cartezian X0y se considera punctele A(-2, 2), B(-1, 5), C(5, 6), D(4,3),
E(2, -2), F(=2, -5), G(-5,-1) si H(-3, 4).
a) Reprezintd punctele A, B, C, D, E, F, G si H in reperul cartezian XOy.
b) Determina coordonatele simetricului punctului A fata de punctul O.
c) Determina natura patrulaterului ABCD.
d) Determina coordonatele proiectiei punctului D pe axa OX.
e) Determind coordonatele proiectiei punctului B pe axa OY.
f) Determina natura triunghiului GEF.
g) Determina coordonatele punctului egal departat de punctele G, E si F.
h) Determina coordonatele proiectiei punctului E pe dreapta AG.

reperul cartezian XOY se considera punctele A(-4, 2), B(1, 3), C(3, 6), D(4, -2) si
~4).

in
E(-2,

a) Determina distanta de la punctul A la punctul B.

b) Determina coordonatele mijlocului segmentului CD.

c) Determina coordonatele simetricului punctului A fata de punctul B.

d) Determina coordonatele punctului F pentru care patrulaterul ABCF este
paralelogram.

e) Demonstreaza ca triunghiul AED este dreptunghic.

f) Determina coordonatele centrului cercului circumscris triunghiului ABC.

g) Determina numarul real m pentru care triunghiul BCM este isoscel cu baza BC,
unde M(5, m).

h) Determina lungimea proiectiei segmentului ED pe axa OX.

i) Determina lungimea proiectiei segmentului AC pe axa OY.

10. in reperul cartezian X0y din figura 8 sunt reprezentate punctele A, B, C, D, E, F, G,
H, 1 si ).
Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile
de mai jos. Este corecta o singura varianta de raspuns.

A. Coordonatele punctului A sunt:

EXERSEAZA!

in reperul cartezian
XO0Y se considera
punctele A, B si C.

a) A2, 1), B(2,3), C(1,-2);
b) A(-4, 0), B(2, 1), C(0, -1);
¢) A(=3, 1), B(1, 4), C(3, 1)
i) Reprezintd punctele
A, B'si Ciin reperul
cartezian X0Y cu
ajutorul aplicatiei
GeoGebra.

i) Construieste
triunghiului ABC,
observa unghiurile
acestuia si precizeaza
daca triunghiul este
ascutitunghic,
dreptunghic sau
obtuzunghic.

Indicatie. in GeoGebra,
pentru a trasa dreapta
AB, mai intai reprezinti
punctele, apoi scrii
comanda Line (A,B).

a(-12,3;  b)(124; (12,4,  d)(4-12). :
B. Punctele situate in cadranul Il sunt:

a)A, BsiG ) A B,siH;

b) A, B, C, Hsi O; d) Asi B. i

C. Coordonatele punctului H sunt: 1

a)(0,-8;  b)(-80; O(-8-8; d(-88. M
D. Lungimea segmentului AB este egala cu:

a) 10V2; b) 1414,  ¢) 5V2; d) 2+10. &

E. Triunghiul ABC este:

a) echilateral; ¢) dreptunghic;

b) isoscel; d) oarecare.

Figura 8
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F. Coordonatele mijlocului segmentului DF sunt:
f a) (0, 0); b) (9; 6,5); A (9,7); d) (8,7).
G. Coordonatele simetricului punctului D fata de punctul E sunt:
a) (2, 4); b) (14, 16); c) (0, 10); d) (8, 10).
H. Daca patrulaterul DEFM este paralelogram, atunci coordonatele punctului M
sunt:
a) (4, 14); b) (16, 10); c) (9,7); d) (8,2).
. Coordonatele centrului cercului circumscris triunghiului ABC sunt:
a) (-7,10); b) (-6; 9,5); c) (-4, 10); d)(-7,9).

J. Daca N este simetricul punctului B fata de punctul C, atunci coordonatele
simetricului punctului B fata de punctul N sunt:

a) 6, -10); b) (0, 3); C) (4,-4); d) (-6, 20).
11. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(3, 6) si B(7, 2).

a) Calculeaza lungimea segmentului AB.

b) Determina coordonatele mijlocului segmentului AB.

c) Determina coordonatele proiectiei punctului A pe axa OX.

d) Determina coordonatele proiectiei punctului B pe axa OY.

e) Fie C(X, 2X), X € R. Determina numarul real X, pentru care triunghiul CAB este
dreptunghicin C.

f) Determina coordonatele punctului M de pe axa OX, pentru care triunghiul MAB
este dreptunghic.

g) Determina coordonatele simetricului mijlocului segmentului AB fatd de
punctul A.

h) Determina coordonatele simetricului punctului B fata de axa OX.

12. In figura 9 este reprezentata schita unui teren agricol realizatd in reperul
cartezian X0Y. Unei unitati de masura din reperul cartezian XOY ii corespunde in
teren o distanta de 100 de metri. Terenul este delimitat de triunghiul ABC si este
impartit de drumul DE in doua loturi. Primul lot este delimitat de triunghiul AED
si este cultivat cu grau, iar al doilea lot este delimitat de patrulaterul BCED si
este cultivat cu porumb.

a) Determina coordonatele punctelor A, B, C, D si E.
: b) Determina lungimea drumului DE.

Qs
=
®
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c) Determina natura triunghiurilor ABC si ADE.

d) Proprietarul amplaseaza un foisor pentru supravegherea terenului, egal
departat de varfurile triunghiului ce delimiteaza intregul teren. Determina
coordonatele punctului unde trebuie amplasat foisorul.

e) Media productiei de grau a fost 5 200 kg la hectar. Cate tone de grau au fost
recoltate?

f) Media productiei de porumb a fost 6 400 kg la hectar. Cate tone de porumb au fost
recoltate?

13. Pe harta unui camping a fost trasat un reper cartezian X0y (figura 10). Unei

unitati de masura din reperul cartezian XOY ii corespunde in teren o distanta de
5 metri. In camping exista patru casute, reprezentate pe hartd prin punctele C,,
C, G, si C,, unite intre ele prin aleile C,C, C,C,, C,C, si C,C,. Proprietarul
campingului modernizeaza locatia, construind un foisor F care este egal
departat de cele patru casute. Pentru a asigura iluminarea in timpul noptii,
acesta monteaza cate un felinar pe mijlocul fiecareia dintre alei astfel: F, este
mijlocul segmentului C,C,, F, este mijlocul segmentului C,C,, F, este mijlocul
segmentului C,C, si F, este mijlocul segmentului C,C,. n punctul O este
amplasata sursa de alimentare cu electricitate a campingului.

a) Determina coordonatele punctelor C,, C,, C, Si C,.

b) Determina coordonatele punctelor F,, F,, F, si F,. Reprezinta aceste puncte in

reperul cartezian XOY.

¢) Determina lungimile aleilor.

d) Aratd ca aleile C,C, si C,C, sunt perpendiculare. Determina unghiul format de

aleile C,C, si G, C,.

e) Determind coordonatele punctului care reprezinta foisorul.

f) Care dintre punctele C,, C,, C,, C,, F, F,, F,, F; si F, este cel mai apropiat de sursa

de electricitate?

G

Figura 10

UNITATEA 5

EXERSEAZA!

1. 0 strada principala
este dreapta si
traverseaza un oras pe
directia nord-sud.
Doua cladiri sunt
situate simetric fata
de aceasta strada. Un
inginer proiectant
realizeaza o schita a
zonei si alege un reper
cartezian astfel incat
strada sa fie axa Oy.
Pe aceasta schita, una
dintre cele doua
cladiri se afla in
punctul A(4, 2). Care
sunt coordonatele
punctului in care se
afla cealalta cladire?

2.Tntr-o rezervatie
naturala, pozitiile a
trei cuiburi apartinand
aceleiasi specii de
pasari sunt
cartografiate intr-un
sistem de coordonate
cartezian X0Y. Acestea
sunt localizate in
punctele A(-2, -1),

B(4, -3) si C(5, 0).
Echipa de cercetare
doreste sa amplaseze
un post de observare
intr-un punct situat la
distanta egala fata de
cele trei cuiburi.

a) Calculeaza
distantele dintre cele
trei cuiburi.

b) Determina
coordonatele
punctului in care
trebuie instalat postul
de observare.
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@ - 2. Panta unei drepte (ca raport)
by
& Descopar
° 1. Un arhitect doreste sa construiasca doua rampe pentru skateboarding, de
S dificultati diferite. El deseneaza schitele acestora pe computer, folosind reperul
= cartezian XOYy. Rampa A porneste din punctul 0(0, 0) si contine punctul M(z0, 8),
iar rampa B porneste din punctul 0(0, 0) si contine punctul N(20, 20) (figura 1).
=7y .v
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Figura 1

a a) Determina coordonatele punctului M, stiind ca acesta este proiectia punctului

D Vo M pe axa OX.
~\ < b) Fie S(Xs, Ys) un punct care apartine segmentului OM si S’ proiectia sa pe axa

%/‘ E OX. Da exemplu de un astfel de punct S, apoi calculeaza si compara valorile

MM’ _. SS'

. .
rapoartelor om S og- Ce observi?

:@‘: ¢) Demonstreaza ca punctul M’ coincide cu proiectia punctului N pe axa OX.
d) Compara valorile rapoartelor ,\(,)‘_l\n;ll Si (N)_m Interpreteaza acest rezultat din

punct de vedere al inclindrii rampelor fata de axa OX.

e) Care dintre cele doua rampe este destinata incepatorilor? Argumenteaza
raspunsul.

f) Fie P(Xp, Yp) Si Q(Xq Yq) doua puncte distincte, care apartin segmentului OM.
Da exemple de astfel de puncte, apoi, folosind coordonatele acestora, calculeaza

: Yo~ ¥r . Yu—Yo

. . . -
si compara valorile rapoartelor Xq Xy § Xy =Xy Ce observi?
2. In figurile 2 si 3 (a se vedea pagina urmatoare) sunt redate reprezentarile grafice

ale unor functii afine.
Q a) Scrie coordonatele punctelor A, B, C si D.
Ye=Ya . Yo ¥c

b) Calculeaza si compara rapoartele X, - %, 3 X, =% Ce observi?

4) @% c) Ce poti spune despre dreptele AB si CD?
£ %

d) Scrie coordonatele punctelor E, F, G si H.
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e) Calculeaza rapoartele ))(/: - ))(/E si 3(/; - 3(/2 si scrie o relatie intre acestea.

f) Masoara unghiul format de dreptele EF si GF. Cate grade are acesta?

P/
v -
'iazarats
/.
s
2
1
A Xy
-4 /3 -2 -1 01 58T &
..‘Jr =1
! -
Figura 2 Figura 3
Invat

Panta unei drepte

yM_yO_yQ_yP

Rezolvand problema 1 propusa la sectiunea Descopar, observam ca, in cazul dreptei OM, Xy =Xy = Xq = Xp'

unde Q si P sunt doua puncte distincte care apartin dreptei OM. Un astfel de raport reprezinta panta dreptei
OM si caracterizeaza inclinarea dreptei OM fata de axa OX. Panta unei drepte d se noteaza, de obicei, cu m.
Pentru a evita confuzia, atunci cand avem mai multe drepte, putem nota panta dreptei d cu m,,.

in reperul cartezian X0y se considera punctele A(X,, Y,) si B(Xg, Y3), cu X, # X;. Panta dreptei AB este data

de formula mg = ))(l:%)}(l:.

EXEMPLE: @)

1. Panta dreptei determinate de punctele A(1, -2) si B(2, 3) este m,, = 32__(_12) = % =5,
. . . _5-(4)_ 1
2. Panta dreptei determinate de punctele C(-3, -4) si D(2,-5) este m,, = 2-(3) "5

3. Panta dreptei determinate de punctele E(3, 5) si F(2,5) este m; = % = %= 0.

Observam ca panta unei drepte poate fi pozitiva (figura 4), negativa (figura 5) sau poate fi egala cu 0
(figura 6).

m>0 / m<0
m=0
A X X X X

Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7
OBSERVATIE.
Daca A(X,, Y,a) Si B(Xg, Yg) sunt doua puncte distincte cu X, = X, atunci panta dreptei AB este nedefinita
(figura 7).
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OBSERVATII.
in reperul cartezian X0y se considera dreptele distincte d si g, care nu sunt paralele cu 0y.

» Dreptele d si g sunt paralele daca si numai daca m,=m,.
« Dreptele d si g sunt perpendiculare daca si numai dacam, - m, = -1.

in reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C, distincte doud cate doud. Punctele A, B
si C sunt coliniare daca si numai daca dreptele AB si AC (sau AB si BC, sau AC si BC) au aceeasi panta.

EXEMPLU:
in reperul cartezian X0y se considerd punctele A(1, 1), B(3, 7), (-2, -5), D(1, 4), E(3, 1) si F(-6, 4).
Pentru a demonstra ca dreptele AB si CD sunt paralele, procedam astfel:

_7-1_6_
Mg=3-773=3

4-(-5)_9 .

-5-1_-6_
M= 77372

Mep

Am calculat si panta dreptei AC pentru a arata ca punctele A, B si C nu sunt coliniare.

Pentru a demonstra ca dreptele AB si EF sunt perpendiculare, procedam astfel:

My =3

_4-1_éﬂ_l}=¢mm-mﬁ=3-(%)=4=¢ABLEF
Mer=6-3"-9 3

Exercitii rezolvate

1. Tn reperul cartezian X0y se considerd punctele A2, 2), B(-1, -7) si C(-3, -13).
Demonstreaza ca punctele A, B si C sunt coliniare.

Rezolvare:
-7-2_-9

M =7-2=373 , -
13-2 -15 = Mg = My = Punctele A, B si C sunt coliniare.

My=—3-7 =253

. In reperul cartezian X0y se considera punctele A(-1, 1- 4m) si B(-5, 3 - m), unde
m este numar real. Determina numarul real m, pentru care panta dreptei AB este

T
egala cu 3
Rezolvare:
mo=B-m-0-4m) _3-m-1+4m_3m+2__3m+2
AB -5-(-1) -4 4 4

3m+2_ 2 3m+2_2

4 3974 3

©9m=2©m=%

<38m+2)=2-4oIM+6=8c9IM=8-6&
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3. n reperul cartezian X0y se considera punctele A(-3, 6), B(4, 6), C(7, -3) si
D(-6, -3). Demonstreaza ca patrulaterul ABCD este trapez isoscel.

Rezolvare:
- 6-6 _0
M™% -(3)"7
-3-(3)_0 .
Moy =—g=7 =30 = Mas = Mcp $i Myg # My = AB || CD (1)
__3-6 _-9_
M= -(3)" 3~
My =3
-3-6_-9

=0

3

} = My, # Mg = AD 4 BC(2)

Myc=7-7 =3 -3

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca patrulaterul ABCD este trapez.
Calculam lungimile segmentelor AD si BC:

AD = (-6 +3)2 + (-3 - 6)2 = V(-3)2 + (-9)2 = V9 + 81 = V90 = 3@}

BC=\(7-4)?+(-3-6)> =V32+(-9)? =9 + 81 = V90 = 3310
= AD =BC =310
Patrulaterul ABCD este trapez.

} = Patrulaterul ABCD este trapez isoscel.

AD = BC =310

Aplic

1. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A si B. Determina panta dreptei AB.
a) A(5, -3), B(~4,7); c) A0, 2), B(-3, &); e) A(, -6), B(3, -6);
b) A1, 2), B(2, 3); d) A(=3, -4), B(2, 0); f) A(-7,-2), B(2, -3).

2. a)In reperul cartezian X0y se considera punctele M(2, m) si N(-1, 5), unde m este
numar real. Determina numarul real m, pentru care panta dreptei MN este egala
cu 2.

b) Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-1, 2) si B(1, m - 1), unde m
este numar real. Determina numarul real m, pentru care panta dreptei AB este
egala cu -3.

3. n reperul cartezian X0y se considera punctele A(5, 3), B(-4, 1) si C(2, -4). Punctele
M, N si P sunt mijloacele segmentelor AB, BC si AC. Determina pantele dreptelor
MN, NP si MP in doua moduri.

4. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-1, 4), B(0, 5) si C(2, -3).
Determina pantele dreptelor suport ale inaltimilor triunghiului ABC.

5. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Demonstreaza cd punctele
A, B si Csunt coliniare.

a) A1, 2), B(-2, 1), C(-5, 0); b) A1, -1), B(-3, -9), C(4, 5).

6. In reperul cartezian X0y se considera punctele A, B, C si D. Demonstreaza ca
dreptele AB si CD sunt paralele.
a) A(1,2), B(-1, -4), C(0, -3), D(-2, -9); b) A(-1, 6), B(1, -2), C(0, 9), D(4, -7).

7. 1n reperul cartezian X0y se considera punctele A, B, C si D. Demonstreaza ca
dreptele AB si CD sunt perpendiculare.

a) A0, -3), B(3, 3), C(2, 3), D(6, 1); b) A(-1,-9), B(-2, -13), C(-4, -1), D(8, -4).
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« Indicatoarele rutiere
care avertizeaza o
»panta periculoasa”
Cu un anumit procent
reprezinta exact panta
matematica a
drumului.

Un procent de 10%
inseamna o panta de
0,1, adica soseaua
urca cu exact 10 metri
pentru fiecare 100 de
metri parcursi pe
orizontala.

«» Cea mai abrupta
strada rezidentiala
din lume se afla in
Noua Zeelanda
(Baldwin Street) si are
o inclinatie de 34,8%.
« Panta rampelor
pentru scaunele cu
rotile este strict
reglementata prin
lege.
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8. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Demonstreaza triunghiul
ABC este dreptunghic.

a) A(-2, 3), B(5, 1), C(1, -8); b) A(-1, 3), B(3, 5), C(1, -1).

9. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A, B, C si D. Demonstreaza ca
patrulaterul ABCD este trapez isoscel.

a) A(-5, 4), B(6, 4), C(9, -2), D(-8, -2); b) A(-1, 3), B(3, 1), C(5, 2), D(2, 5).

10. n reperul cartezian X0y se considera punctele A, B, C si D. Demonstreaza ca
patrulaterul ABCD este trapez dreptunghic.

a) A(-4, -2), B(2, -2), €(1, 3), D(-4, 3); b) A(-9, &), B(-1, 8), C(-6, 3), D(-8, 2).

11. n reperul cartezian X0y se considera punctele A, B, C si D. Demonstreaza ca
patrulaterul ABCD este paralelogram.

a) A(-5, -3), B(1, 3), C(5, 1), D(-1, =5); b) A(-4, -2), B(-1, 3), C(5, 6), D(2, 1).

12. 1n reperul cartezian X0y se considerd punctele A, B, C si D. Demonstreaza ca
patrulaterul ABCD este dreptunghi.

a) A1, 5), B(3, 7), C(6, &), D(4, 2); b) A1, 2), B(3, 8), C(12, 5), D(10, -1).

13. In reperul cartezian X0y se considerd punctele A, B, C si D. Demonstreaza ca
patrulaterul ABCD este patrat.

a) A(-1, 6), B(3, 9), C(6, 5), D(2, 2); b) A(-5, 2), B(-2, 6), C(2, 3), D(-1, -1).
14. Intr-un experiment de laborator, miscarea unei bacterii intr-un vas Petri este
monitorizata folosind un reper cartezian X0y. Initial, bacteria se afla in punctul

B(1, 2), iar sursa de hrana este plasata in punctul H(7, 5). Bacteria se deplaseaza
pe cel mai scurt drum catre sursa de hrana.

a) Determina panta dreptei care modeleaza deplasarea bacteriei catre sursa de
hrana si explica semnificatie acesteia in contextul deplasarii raportate la axele
de coordonate.

b) Calculeaza coordonatele punctuluiin care se va afla bacteria dupa ce a parcurs
exact jumatate din distanta pana la sursa de hrana.

15. Intr-un reper cartezian X0y, traiectoria rectilinie a unui vapor de pasageri este
reprezentata sub forma unei drepte care contine punctele P(1, 1) si Q(5, 3).
0 barca de salvare porneste din punctul S(2, 4) si se deplaseaza paralel cu
vaporul pentru a-i supraveghea traseul.

a) Determina panta dreptei PQ.

b) Barca de salvare ar putea trece la un moment dat prin punctul R(6,6)?
Argumenteaza.

c)Barca de salvare ar putea trece la un moment dat prin punctul T(s, 8)?
Argumenteaza.

16. Un inginer proiectant realizeaza schita unei rampe pentru scaune cu rotile
intr-un reper cartezian XOy. Rampa este reprezentata printr-un segment cu
capetele Tn punctele O si A(12, 1). Stiind cd standardul de siguranta impune o

pantd maxima de % verifica daca aceasta rampa este sigura. @
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3. Ecuatia dreptei care trece printr-un punct dat si are
panta data, ecuatia dreptei care trece prin doua puncte;
intersectiile dreptei cu axele de coordonate

Descopar

Fie functiaf: R — R, f(X) = 2X - 3. In reperul cartezian X0y se considerd

punctele A(1,-1), B(0, -3) si C(-1, -5).

a) Demonstreaza ca punctele A, B si C sunt coliniare si reprezinta dreapta
AB in reperul cartezian X0Y.

b) 1n reperul cartezian de la punctul a), reprezinta geometric graficul functiei f.
Ce observi?

¢) Demonstreaza ca punctele A, B si C apartin reprezentarii geometrice a graficului
functiei f.
d) Ce figura geometrica este reprezentarea geometrica a graficului functiei f?

e) Scrie relatia dintre X si y, unde M(X, y) este un punct care apartine reprezentarii
geometrice a graficului functiei f.

Invat

in aceasta lectie vom considera, in plan, reperul cartezian X0y.

Fie functiaf: R — R, fiX) = aX + b, unde a si b sunt numere reale si punctele distincte A(X,, Y,) si B(Xg, Y3),
care apartin reprezentarii geometrice a graficului functiei f in reperul cartezian X0y. Atunci, f(X,) = Y, si
f(Xg) =Yg, de unde rezulta ca y, = aX, + b si Y = aX; + b. Panta dreptei AB este:

_ yB_yA_(aXB+b)_(aXA+b)_aXB_aXA _a(XB'XA)_
B = X=X, Xg = Xa XX, - Xz-X, @

Asadar, reprezentarea geometrica a graficului functiei f in reperul cartezian X0y este o dreapta care are
panta egala cu a. (1)

Stim ca reprezentarea geometrica a graficului functiei f in reperul cartezian X0y este o multime de puncte
M(X, y) cu proprietatea f(X) = Y. (2)

Din (1) si (2) rezulta cd, in reperul cartezian X0y, o dreaptd este o multime de puncte M(X, y) cu proprietatea
y =ax + b, unde a reprezinta panta dreptei.

Putem spune ca, in reperul cartezian X0y, orice punct M(X, Y) care apartine unei drepte, care nu este
verticala, poate fi descris de o relatie de forma 'y = mX + n, unde m si n sunt numere reale.

Ecuatia carteziana explicita a unei drepte (care nu este verticala) in plan este y = mXx + n, unde m si n sunt
numere reale. Numarul real m este panta dreptei, iar numarul real n se numeste ordonata la origine a
dreptei (este ordonata punctului de pe dreapta care are abscisa egala cu 0).
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OBSERVATII.
1. Pentru a nota o dreapta, folosim litere mici din alfabetul latin, insotite sau nu de indici: de exemplu, d, d..

2. Pentru a scrie ca ecuatia carteziana explicita a unei drepte d in plan este y = mX + n, unde m si n sunt
numere reale, folosim notatia d: y = mX + n.

EXEMPLE: @)

1. Dreapta de ecuatie y = 2X - 5 are panta m = 2.
2. Dreapta de ecuatie y = 5 are pantam = 0.

in reperul cartezian X0y se considerd punctul P(X,, Y,) si dreapta d de ecuatie y = mx +n (m, n € R).
Punctul P(X,, y,) apartine dreptei d daca si numai daca y, = mX, + n.

EXEMPLU:
in reperul cartezian X0y se considera punctul A1, -3) si dreapta d: y = -2X + 5.

Pentru a verifica daca punctul A apartine dreptei d, inlocuim X cu 1si y cu -3 in ecuatia dreptei d.
Obtinem -3=-2-1+5, ceea ce nu este adevarat. De aici rezulta ca punctul A nu apartine dreptei d.

Ecuatia dreptei care trece printr-un punct dat si are panta data

in reperul cartezian X0y se considera dreapta d cu ecuatia carteziana explicita y = mx + n (m, n € R) si
punctul A(X,, Y,) care apartine dreptei d. Atunci y, = mX, + n, de unde rezulta ca n =y, - mX,. inlocuind n
cuY, - mX, in ecuatia carteziana explicita a dreptei d, obtinem:

Yy=mX+Y,-mX,&Y-Y,=mX-mX,<Y-Y,=m(X-X,)

Teorema 1. in reperul cartezian X0y se considera punctul A(X,, Y,). Ecuatia dreptei care trece prin punctul
A(X,, Y,) si are panta datd m este y - y, = m(X - X,).

EXEMPLE:
1. Ecuatia dreptei care trece prin punctul A(3, 1) si are pantam = -2 este: y - 1= -2(X - 3) sau y = -2X + 7.

2. Ecuatia dreptei care trece prin punctul C(1,-1) si are panta m = 0 este: y + 1= 0(X - 1) sau y = -1.
Ecuatia dreptei care trece prin doua puncte date

Fie A(X,, ) Si B(Xg, Yg) doud puncte distincte in reperul cartezian XOY. Ne propunem sa scriem ecuatia
dreptei care trece prin punctele A si B (exista o singura dreapta care trece prin punctele A si B, dreapta AB).

Exista doua cazuri: X, = Xp sau X, # X.

|. Daca X, = X, atunci ecuatia dreptei AB este X = X, (figura 1). y
o Q _JB - yA o0 g y ______ oA
Il. Daca X, # X, atunci dreapta AB are panta m,y = X5 = X,* Scriind ecuatia A il
dreptei care trece prin punctul A(X,, Y,) si are panta m,g = g(/z : %2, obtinem e Xa=Xg
. Y~ Ya
ecuatiay - Y, =x =k, (X - X,).
. : - ey Y 18
Teorema 2. In reperul cartezian X0Y se considera punctele distincte A(X,, y,) i
si B(Xg, Yg)- Ecuatia dreptei care trece prin punctele A(X,, Y,) si B(X;, Y;5) este:
Figura 1

o AB: X = X,, daca X, = Xg;

o AB:Yy-VY,= ii:%l(z(x - X,), daca X, # Xg.
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OBSERVATIE.
Daca X, # X Si Y, # Y, ecuatia dreptei care trece prin punctele A(X,, Y,) si B(Xg, Yg) poate fi scrisa sub
Y=Ya _ X=X,

forma A =

EXEMPLE: @)

1. Ecuatia dreptei care trece prin punctele A(2, 5) si B(2, -3) este X = 2.

Xa*

3-3
2-(-2)

2. Ecuatia dreptei care trece prin punctele A(-2, 3) si B(2,3) estey -3 = (X+2)sauy=3.

3. Ecuatia dreptei care trece prin punctele A(2, 4) si B(1, -5) este:

Y-4=2x-Dey-4=2(-2ey-4=9(X-2) & Y-4=9X-18&Yy=9x-14

OBSERVATIE.

Punctele distincte A(X,, Y,), B(Xg, Y5) Si C(X¢, Vo), €u X, # X5 # X¢ # X,, sunt coliniare daca si numai daca
y y Ys Y

Ye-Ya= yB yA(xC Xp) SAU o3 = X=X,

in reperul cartezian X0Y se considerd punctele distincte A(X,, Y») i B(Xg, Y5). Ecuatia dreptei care trece prin
punctele A(X,, Y,) si B(Xg, Yg) poate fi scrisa sub forma:

o AB:X - X, =0, daca X,= Xg

o AB: (Vg - V)X + (X, - Xp)Y + (XgYa - XaYe) = 0, daca X, # X,.

Observam ca ecuatia unei drepte poate fi scrisa sub forma ax + by + ¢ = 0, unde q, b, c sunt numere reale.
OBSERVATII.

1. Orice dreapta din plan este descrisa printr-o ecuatie de forma aX + by + ¢ = 0, unde a, b, ¢ sunt numere

reale, iar a si b nu sunt simultan nule. Aceasta ecuatie este numita ecuatia carteziana generala a unei drepte.

2. Ecuatia carteziana generala a unei drepte care trece prin origine este ax + by = 0, unde a, b sunt numere
reale, iar a si b nu sunt simultan nule.

Daca b # 0, panta dreptei care are ecuatia carteziana generala ax + by + ¢ = 0, unde q, b, c sunt numere
reale, este m = -g.

EXEMPLE:

1. Panta dreptei d: 2X +3y +7=0 este m = —%. 3. Panta dreptei d: 2y -7 =0 este m = 0.

2. Panta dreptei d: -3X + 4y - 5=0 este m = —? % 4. Panta dreptei d: X + 2y = 0 este m = —%.
OBSERVATIE.

in reperul cartezian X0y se considera punctul P(X,, Y,) si dreapta d de ecuatie ax + by + c=0,unde g, b, ¢
sunt numere reale, iar a si b nu sunt simultan nule. Punctul P(X,, y,,) apartine dreptei d daca si numai daca
aXp+ by, +c=0.

EXEMPLU:

in reperul cartezian X0y se considera punctul A(-1, 2) si dreapta d: 2X - 3y + 8 = 0.

Pentru a verifica daca punctul A apartine dreptei d, inlocuim X cu -1si Y cu 2 in ecuatia dreptei d. Obtinem
2-(-1)-3-2+8=0, ceea ce este adevarat. De aici rezulta ca punctul A apartine dreptei d.
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Determinarea coordonatelor punctelor de intersectie a unei drepte cu axele de coordonate OX si Oy.
Reprezentarea unei drepte in reperul cartezian X0y

in reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie ax + by + ¢ = 0, unde q, b, ¢ sunt numere reale,
iar a si b nu sunt simultan nule.

. Daca a = 0, atunci dreapta d are ecuatia by + ¢ = 0.

« Daca ¢ = 0, atunci dreapta d are ecuatia Y = 0 si coincide cu axa OX, deci d n OX = 0X si d n 0y ={0(0, 0)}.

» Daca c # 0, atunci dreapta d are ecuatia Y = —g si este paralela cu axa OX, deci d n OX = @ si coordonatele
punctului de intersectie dintre dreapta d si axa Oy sunt (0, —%) Pentru a reprezenta dreapta d in reperul

cartezian X0Y, ducem paralela la axa OX prin punctul de coordonate (0,—%) (figura 2).

Il. Daca b = 0, atunci dreapta d are ecuatia ax + ¢ = 0.

« Daca ¢ = 0, atunci dreapta d are ecuatia X = 0 si coincide cu axa 0Y, deci d n Oy = 0y si d n OX = {0(0, 0)}.

» Daca c # 0, atunci dreapta d are ecuatia X = —% si este paralela cu axa 0y, deci d n Oy = @ si coordonatele
punctului de intersectie dintre dreapta d si axa OX sunt (—g, 0). Pentru a reprezenta dreapta d in reperul

cartezian X0Y, ducem paralela la axa OY prin punctul de coordonate (—g, 0) (figura 3).

lll. Daca a # 0 si b # 0, atunci dreapta d are ecuatia ax + by + ¢ = 0.

e Daca c = 0, atunci dreapta d are ecuatia aX + by = 0 si 0(0, 0) € d. in acest caz, d n 0x = {0(0, 0)} Si
dn oy = {0(0, 0)}. Pentru a reprezenta dreapta d in reperul cartezian X0y, trebuie sa determinam
coordonatele unui punct diferit de O care apartine acestei drepte (se da o valoare lui X si se determina y
sau se da o valoare lui Y si se determind X). Dreapta d este dreapta determinata de acest punct si punctul
0(0, 0) (figura 4).

o Daca c # 0, fie {M(X,, Y} = d n 0y si {N(Xy, Y\)} = d n OX. Atunci:

Med=aX,+by,+c=0 . c c
M e 0y = X, = 0 = bYy+ €20 Yy =5 = M(0, )
Ned=aXy+byy+c=0

- =-C £
NeOoX=Y,=0 }=>axN+c—0;»XN——a=>N( a,O)

Pentru a reprezenta dreapta d in reperul cartezian X0y, se reprezinta punctele M si N (figura 5).

y y y y
V5]

[wallaY
>

n

|
j=]la}
/

o
(@]
I
Qe
(@]
o (= al]
I
7

Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5
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EXEMPLU:

in reperul cartezian X0y se considerd dreptele de ecuatii d;: 4X +3 =0, d,: 2y -5 =0, d;: 2X + 4y - 5 = 0.
Determinam coordonatele punctelor de intersectie dintre dreptele d,, d,, d, si axele de coordonate
OX si 0y:

d1:X=—%$d1nOX={A(-%,O>}§id1noy=®;

dz:y=g:'d2nox=®$idznoy={B<0,g)}.

Fie {C(Xc, Yot = d5 n 0X i {D(X,, Yo} = d3 n Oy. Atunci:
Cedy=2Xc+4Yc =520 5_ (5
CEOX:}yczo :ZXC_S_()#XC_E#C(i,O),
Ded;=2X,+4Yyp-5=0 5 5
Deoy:»XDzo $4yD_5_0:yD_Z:D(O'Z>‘

in figurile 6, 7 si 8 sunt reprezentate dreptele d,, d, si d, in reperul cartezian X0y.

y n d2 y l‘]_u| y 1u
d B[5 5
1 2 =
2 B
3 %
A X X C X

A] 0 0 0 5

2

Figura 6 Figura 7 Figura 8

Exercitii rezolvate

1. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreapta d de ecuatie 2X - 3y + 6 = 0.
a) Determina ordonata punctului care apartine dreptei d si are abscisa egala cu 3.
b) Determind abscisa punctului care apartine dreptei d si are ordonata egald cu 4.
Rezolvare:
aAMB,y)ede2-3-3y,+6=06-3Y,+6=0<12-3Y,=0<3Y,=12
S VYy=h
b) N(Xy, -4) €d ©2Xy -3 (-4)+6=02X, +12+6=0<2X, +18=0
& Xy =-18 & X, =-9.

2. n reperul cartezian X0y se considerd dreapta d de ecuatie X-3my+m = 0
(m € R) si punctul A(2, -3). Determina numarul real m pentru care punctul A
apartine dreptei d.

Rezolvare:

A2, 3)ede2-3m-(3)+m=022+IM+m=02+10m=0 <
- .2 -1

S10m=-2m= 10©m 5

3. n reperul cartezian X0y se considerd punctele A(3, 1), B(-6, -2) si
C(0, -6). Scrie ecuatia dreptei suport a medianei din A a triunghiului ABC.
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Rezolvare:
Fie M(X,,, Y,) mijlocul segmentului BC. Atunci, X,, = _62+ 0. _2—6 =-3si
Y = 22 +2(_ 6) _2—8 = -4, de unde rezuld cd punctul M are coordonatele (-3, ).

Ecuatia dreptei AM este:

y—1=%(x—3)©y—1=%(x—3)©y—1=
© 6y -6=5X-15<5X-6y-9=0.

Ecuatia dreptei suport a medianei din A a triunghiului ABC este 5X - 6y - 9 = 0.

2(x-3) & 6(y - 1) =5(x - 3) &

4. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-1,2), B(3, -1) si C(m, -3), unde m
este numar real. Determina numarul real m pentru care punctele A, B si C sunt
coliniare.

Rezolvare:
Punctele distincte A(X,, Y,), B(Xg, Y5) Si C(Xc, Vo), €U X, # X # X¢ # X,, SUnt coliniare

daca si numai daca g(lc - %A = iB - g(/A. Pentru m = -1 sau m = 3, punctele A, B si C
! C A B A !

nu sunt coliniare, decim #-1sim # 3.

832, 7122, 5 .3 5. 4=3m+N)e-20=-3m-3e3m=17o
m+1 3+1 m+1 4

17

©m=§.

Aplic

PROVOCARE 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile

. de mai jos. Este corecta o singura varianta de raspuns.
Rezolva problemele

1(A B),3,45i5 A. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreapta d de ecuatie 2X -3y +7 = 0 si
' punctele A(1, 3), B(2, 8), C(0, 7), D(-2, -1). Dintre punctele A, B, C si D, cel care

folosind si un . ’
apartine dreptei d este:

instrument digital

(GeoGebra sau a)A; b) B; g d) D.

Desmos). B. In reperul cartezian X0y se considerd dreapta d de ecuatie -X -2y + 5 =0 si
punctul A(m, 1), unde m este numar real. Numarul real m pentru care punctul A
apartine dreptei d este:

a)-3; b) -2; )2 d) 3.
C. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie 3X - 6y +2 = 0.
Panta dreptei d este egala cu:

a) 2 b) 5 02 d)3.
2. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

a) In reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie 2X -3y + 6 = 0.
Coordonatele punctului de intersectie a dreptei d cu axa OX sunt .

b) Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie -4X - 5y + 10 = 0.
Coordonatele punctului de intersectie a dreptei d cu axa Oy sunt .

3. n reperul cartezian X0y se considera dreapta d si punctul A. Stabileste, in fiecare
caz, daca punctul A apartine dreptei d.

a)A1,2),d:y =-5X +3; Q) AB, -4),d:y + 4=0;
b) A(-1,-3), d: y = 7X + &; d) A(-4,-6),d:3X + 4y -2=0.
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4. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreapta d de ecuatie -X +3y +2 = 0.
Determina coordonatele punctului care apartine dreptei d si are abscisa egala cu:
a)-1; b) & 07; d)0,2.

5. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreapta d de ecuatie 3X + 5y - 8 = 0.
Determina coordonatele punctului care apartine dreptei d si are ordonata egala cu:
a) 0; b) -5; 0-3 d)-04.

6. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d si punctul A. Determina numarul
real m pentru care punctul A apartine dreptei d.

a) A(-1, &), d: mx -3y +5=0; b) A(m, 1), d:3X -5y +1=0.

7. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreapta d. Determina coordonatele

punctelor de intersectie a dreptei d cu axele de coordonate OX si Oy (daca exista)

si reprezinta dreapta d in reperul cartezian XOY. Precizeaza pozitia acesteia fata
de axele de coordonate OX si OY.

a)d:y =2X; d)d:y=-5 g)d:-4X +8Y-2=0;
b) d:y =3X - 6; e)d:2X -3y +1=0; h) d:2X +3y +5=0.
0)d:X-6=0; f)d:-3x +y =0;

8. In reperul cartezian X0y se considera dreapta d. Determina panta dreptei d.
a)d:y=3X-5; cdy=8; e)d:4X+2y-9=0;
b) d:y =-2x; d)d:x-3y=0; f)d:-3x+3y-5=0.

9. Tn reperul cartezian X0y se considera punctul A. Scrie ecuatia dreptei care
contine punctul A si are panta data m.
a)A(-1,3), m=2; ¢) A(1,2), m = 0;

b) A2, -4), m = -5; d) A(-3,-1), m =-3;

e) A(-1,5), m = 5;
) A=, 2), m = .
10. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A si B. Scrie ecuatia dreptei care
contine punctele A si B.
a) A(5, 3), B(5, 7); ) A(0, -2), B(3, 4); e) A(-5, -6), B(3, -6);
b) A(-1, 2), B(-2, 3); d) A(3, -4), B(-2, 0); f) A(-7,-2), B(2, -3).
11. n reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Scrie ecuatiile dreptelor
suport ale laturilor si ale medianelor triunghiului ABC.
a) A(5, 3), B(-4, 1), C(2, -4); b) A(5, 1), B(3, 6), C(-2, -5).
12. In reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Verifica dacd punctele
A, B si Csunt coliniare.
a) A(2,1), B(1, -1), C(-5, -13); b) A(1, 1), B(-5, 5), C(1, -2).
13. 1n reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Verifica daca punctul A
apartine dreptei BC.
a) A(0, 1), B(2, 3), C(1, 5); b) A1, 1), B(-3, -9), C(4, 5).
14. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A, B si C. Determind numarul real
m pentru care punctele A, B si C sunt coliniare.

a) A(2, 4), B(1, -2), C(m, 5); b) A(0, 3), B(-5, 2m), C(1, 4).

EXERSEAZA!

1. Deschide o pagina
goala in GeoGebra
(Calculator de grafice)
si seteaza limba
romana.

2.1n bara de
introducere:

- Scrie m =1si apasa
Enter. Fa click pe cele
trei puncte din
dreapta si apoi pe
Creare Cursor.

- Scrie n =2 si apasa
Enter. Fa click pe cele
trei puncte din
dreapta si apoi pe
Creeaza cursor.
-Scriey =m*X +n.
3. Misca sliderul
pentru m. Ce se
intampla cu dreapta
cand m > 0? Dar cand
m < 0? Ce valoare are
m cand dreapta este
orizontala?

4. Fixeaza m = 2 si
misca sliderul pentru n.
Urmareste punctul in
care dreapta
intersecteaza axa Oy.
Ce legatura este intre
valoarea lui n si acest
punct?
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EXERSEAZA!

Intr-un experiment de
fizica, se studiaza
lungimea unui arc
elastic in functie de
masa greutatilor
atasate de acesta
(legea lui Hooke).
Cand nu are nicio
greutate atasata,
lungimea arcului este
de 15 cm. Cand se
agata o masa de 2 kg,
lungimea arcului
devine 21 cm.

a) Determina ecuatia
dreptei care descrie
lungimea arcului in
functie de masa
atasata. Care este
panta acestei drepte
si ce semnificatie
practica are aceasta?

b) Sa presupunem ca
arcul se inlocuieste cu
unul mai rigid, care
are o alungire de

1,5 cm pentru fiecare
kilogram, dar aceeasi
lungime initiala de
15 cm. Cum se
modifica panta si
ecuatia dreptei care
descrie lungimea
arcului in functie de
masa atasata? Cum
putem vizualiza
aceasta modificare in
GeoGebra?
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15. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d care contine punctul A si are
panta data m. Determina coordonatele punctelor de intersectie a dreptei d cu
axele de coordonate OX si OY.

a)A(1,-3), m=-2; b) A(-1,-2), m=3; c) A(-1,2), m =5.

16. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreptele d, si d,. Stabileste daca dreptele
d, si d, sunt concurente. In caz afirmativ, determina coordonatele punctului de
intersectie.
a)d:2y+4=0,d,:X=-2 d)d;:2x-3y+7=0,d,:2X-3y +8=0;
b)d:X-2y=0,d,:2X-3y-2=0; e)d:3X-y+5=0,d,:2X+3y-3=0;

d:Xx=-1,d,:X-2=0; f)d:2x-2y-2=0,d,:-3x+3y +3=0.

17. n reperul cartezian X0y se considera dreapta d si punctele A si B. Determina
numerele reale m si n pentru care punctele A si B apartin dreptei d.

a) A(1,2), B0, &), d:mX -2y +n=0;  b)A(-4,0), B(-1,-3), d: -3X + my - 4n = 0.

18. In reperul cartezian XOY se considera punctele M(2, 4), N(6, 0), P(-2, -4).

a) Scrie ecuatiile laturilor triunghiului MNP.

b) Punctele M, N si P sunt mijloacele laturilor AB, BC si, respectiv, CA, ale
triunghiului ABC. Scrie ecuatiile laturilor triunghiului ABC.

19. in reperul cartezian X0y se considera paralelogramul ABCD cu centrul in punctul
M. Scrie ecuatiile dreptelor suport ale laturilor si ale diagonalelor
paralelogramului ABCD.

a) A(-3, -1), B(0, 2), M(1, 0); b) B( 1, 4), C(3, 1), (-3, 3).

20. O companie de taxi percepe o taxa de pornire de 5 lei si 3 lei pentru fiecare

kilometru parcurs.

a) Scrie relatia care descrie dependenta dintre costul total al unei curse si
numarul de kilometri parcursi.
b) Reprezinta grafic dependenta in reperul cartezian XOy.
¢) Determina panta dreptei care descrie dependenta dintre costul total al unei
curse si numarul de kilometri parcursi.
21. Un serviciu de livrare are un tarif fix si un tarif pe kilometru parcurs. O cursa de
2 km costa 14 lei, iar o cursa de 5 km costa 23 de lei.

a) Scrie ecuatia dreptei care descrie dependenta dintre distanta parcursa si
costul total al unei curse.

b) Determina panta dreptei prin care se reprezintd geometric dependenta dintre
costul total al unei curse si distanta parcursa.

22. Peimaginea unui preparat microscopic, miscarea unei celule este monitorizata
intr-un sistem de coordonate cartezian XOYy. La doua momente de timp
succesive, celula este localizata in punctele A(-2, 1) si B(4, 4), deplasandu-se
pe o traiectorie rectilinie.

a) Determina distanta parcursa de celuld intre cele doua momente de observatie.
b) Scrie ecuatia dreptei care modeleaza traiectoria celulei.

c) Identifica coordonatele punctului in care dreapta care modeleaza traiectoria
celulei intersecteaza axa Oy si explica semnificatia acestui punct in contextul
monitorizarii pozitiei celulei fata de centrul de referinta al preparatului.
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4. Pozitiile relative ale unei drepte fata de axele de
coordonate; pozitiile relative a doua drepte

Descopar

in cadrul unui experiment de fizica, miscarea rectilinie a patru particule, P,, P,, P,, P,, este
monitorizata prin reprezentarea traiectoriilor acestora intr-un reper cartezian X0y.

Datele experimentale colectate sunt:

- Particula P;: Traiectoria trece prin punctele A(2, -1) si B(8, 2).

« Particula P,: Traiectoria trece prin punctele C(0, 5) D(6, -2).

+ Particula P: Traiectoria trece prin punctele E(2, 5) si F(5 2).

- Particula P,: Traiectoria trece prin punctele G(-2, 1) si H(-8, -2).

a) Reprezinta punctele A, B, C, D, E, F, G si H in reperul cartezian X0y folosind
aplicatia GeoGebra si traseaza dreptele care modeleaza miscarea particulelor.
Ce observi?

b) Determina pantele celor patru drepte care modeleaza miscarea particulelor.

c) Stabileste daca dreptele care modeleaza miscarea particulelor sunt concurente
sau paralele. Verifica daca reprezentarea grafica din GeoGebra corespunde
calculelor matematice.

d) Scrie ecuatiile dreptelor care modeleaza miscarea particulelor. Ce observi?

Invat

in aceasta lectie vom considera, in plan, reperul cartezian X0y.

Dupa pozitia fata de axele OX si Oy ale reperului cartezian X0y, o dreapta din plan poate fi:
- orizontala - paralela cu axa OX (figura 1);

- verticala - paralela cu axa 0Y (figura 2);

- oblica - nu este paralela nici cu axa OX, nici cu axa 0Y (figurile 3 si 4).

y Y y Y
X X N X // X
0 0 0 \ / 0
dreapta orizontala dreapta verticala dreapta oblica dreapta oblica
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

OBSERVATII.

1. Ecuatia carteziana generala a unei drepte verticale este X - ¢ = 0, unde c este numar real.

2. Ecuatia carteziana generala a unei drepte orizontale este Y - ¢ = 0, unde c este numar real.
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3. Ecuatia carteziana generala a unei drepte oblice este ax + by + ¢ = 0, unde q, b, ¢ sunt numere reale,
a#0,b=z0.

Oricum am considera doua drepte in plan, acestea pot fi paralele, concurente sau confundate.
OBSERVATII.

1. Oricare doua drepte orizontale sunt paralele.

2. Oricare drepte verticale sunt paralele.

3. 0 dreapta verticala nu este paralela cu o dreapta oblica sau cu o dreapta orizontala.

4. Orice dreapta orizontala este concurenta cu orice dreapta verticala si cu orice dreapta oblica.
5. Doua drepte care nu au aceeasi pozitie fata de axele OX si Oy nu pot fi confundate.

Ne vom ocupa in continuare de pozitiile relative a doua drepte oblice.

in reperul cartezian X0y se considera dreptele d,: a,X + b,y + ¢, = 0 si dy: a,X + b,y + ¢, = 0, unde a,, b,,
a,b,eR’sic,c,eR.

_ . . . . . a, .
Dreptele distincte d, si d, sunt paralele daca si numai daca my = m,. Cum m, = —b—1 simg = b 2 rezulta
1
.. R M . . .. .vab1
d, || d, daca si numai daca boh Folosind proportii derivate, obtinem d, || d, daca si numai daca a,° b
1 2 2
Teorema 1. Dreptele distincte d;: a,X + b,y + ¢, = 0 si d,: a,X + b,y +c, = 0, unde a,, b,,a,, b, € R"si
= o ., .a. b
€, €, € R, sunt paralele daci si numai daca a—; = b_1
2

EXEMPLU:

in reperul cartezian X0y se considera dreptele d;: 2X -5y +7 = 0 si d,: -4X + 10y - 2 = 0. Calculdnd

a, b, .c a, b, - . C . .
rapoartele a_ b_' SI = obtlnem a_ % = —%, b—; = % = —% Si c_: = —% , de unde rezulta ca dreptele d, si d,

sunt paralele.

Teorema 2. Drepteled,:a,X + b,y + ¢,=0sid,:a,X + b,y + ¢,=0,unde a,, b,,a,, b, € R*si c,,c, € R, sunt

v e . v a1 1
concurente daca si numai daca a,% b
2
EXEMPLU:
In reperul cartezian X0y se considera dreptele d,: -X +7y - 5= 0si d,: 5X - 2y + 4 = 0.
; G g D optinem B2l 1o 7 17 resultd G
Calculam rapoartele a, S b, si obtinem @, 5 -5 b," 2" - Cum -¢ # -5, rezulta ca dreptele

d, si d, sunt concurente.

Teorema 3. Dreptele d,: a,X + b,y + ¢, = 0 si d,: a,X + b,Y + ¢, = 0, unde a,, b,, a,, b, ¢, ¢, € R’, sunt

a, b, c
confundate daca si numai daca - a, b_ C—1
2
EXEMPLU:
in reperul cartezian X0y se considerd dreptele d;: X -2y +1=0si d,: -3X + 6y - 3 = 0.
< a, b, ¢ a_1_1b1_-2 1.6_1_ 1 a,_b,_ ¢
Calculam rapoartele —, b, c_ si obtinem 0,°3°730,°6 3 Si "33 Cum 4" b, ¢

rezulta ca dreptele d, si d, sunt confundate.

N 134



Geometrie analitica UNITATEA 5

OBSERVATIE.
Dreptele d;:a,X+b,y +¢, = 0 si d,: a,X + b,y +c, = 0, unde a,, b,, a,, b, € R* si ¢,,c, € R, sunt
perpendiculare daca si numai daca a,a, + b,b, = 0.

EXEMPLU:

in reperul cartezian X0y se considera dreptele d,: 2X - 3y - 5= 0 si d,: -6X - 4y + 4= 0.
Calculam produsele a,a, si b, b, si obtinem a,a,=2-(-6) =-12si b,b, = (-3) - (- 4) = 12.
Cum a,a,* b;b, =(-12) + 12 = 0, rezulta ca dreptele d, si d, sunt perpendiculare.
OBSERVATIE.

Orice dreapta verticala este perpendiculara pe orice dreapta orizontala.

Studiul pozitiei a doua drepte in plan poate fi prezentat ca discutie a unui sistem de doua ecuatii cu doua

necunoscute.

in reperul cartezian X0y se considerd dreptele d,: a;X + b,y +¢,=05si d,: a,X + b,y + ¢, = 0, unde a,, b,,
L . [aX+by+c,=0

a, b, ¢, ¢, € R.Atasam sistemul de ecuatii .
' "l a,X+by+c,=0

Acest sistem de ecuatii poate avea o singura solutie, nicio solutie sau o infinitate de solutii, fiecare dintre
aceste situatii fiind echivalenta cu o anumita pozitie a dreptelor d, si d,. Astfel:

» Sistemul de ecuatii are solutie unica daca si numai daca dreptele d, si d, sunt concurente.
» Sistemul de ecuatii nu are solutie daca si numai daca dreptele d, si d, sunt paralele.

» Sistemul de ecuatii are o infinitate de solutii daca si numai daca dreptele d, si d, sunt confundate.

EXEMPLE: @)

1. Tn reperul cartezian X0y se considera dreptele de ecuatii d;: 2X + 3y + 5 = 0 si d,: 3X - 2y - 12 =0. Pentru
a stabili pozitia relativa a dreptelor d, si d, scriem si rezolvam urmatorul sistem de ecuatii:

2X+3y+5=0  (2X+3y=-512 (4X+6y=-10
3X-2y-12=07 \3x-2y=1213 < | 9% - 6y =36
BX  =26X=2

2:2+3Y=-564+3Y=-563y=-5-4o3Y=-9cYy=-3
Sistemul de ecuatii are solutia (2, -3), deci dreptele d, si d, sunt concurente in punctul de coordonate (2, -3).

2.n reperul cartezian X0y se considera dreptele de ecuatii d: -3X + 2y = 0 si d,: 6X - 4y - 5 = 0. Pentru a
stabili pozitia relativa a dreptelor d, si d, scriem si rezolvam urmatorul sistem de ecuatii:

-3X+2y=0 3X+2y=012  (-6X+4y=0
6X-4y-5=0 | 6X-4y=5 6X -4y =5

0 =5 (ceea ce este fals)

Sistemul de ecuatii nu are solutie, deci dreptele d, si d, sunt paralele.
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INDICATIE

Rezolva problemele
1-5 si folosind un
instrument digital
(GeoGebra sau
Desmos).
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3. In reperul cartezian X0y se considerd dreptele de ecuatii d: 4X +2y -6 =0
si d,: 2X + Yy - 3 =0. Pentru a stabili pozitia relativa a dreptelor d, si d, scriem si
rezolvam sistemul de ecuatii atasat:

LX+2Y-6=0 (4X+2y=6 X +2y =6
{2x+y—3=o FA\2x+y=312 T \-4x-2y=-6

0 = 0 (ceea ce este adevarat)

Sistemul de ecuatii are o infinitate de solutii, deci dreptele d, si d, sunt
confundate.

Exercitii rezolvate

1. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie 6X -2y +1 =0 si

punctul A(=3, 5). Scrie ecuatia dreptei care contine punctul A si este paralela cu
dreapta d.
Rezolvare:

Fie g dreapta care contine punctul A si este paralela cu dreapta d. Ecuatia
dreptei g este y -y, = m (X - X,).

d”gimdzmg
6 =>mg=3

md=_3=3

Atunci, g: Y - 5=3(X + 3), de unde obtinem g: y = 3X + 14 sau g: 3X - y + 14 = 0.

2. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie 2X - 8y -5=0si

punctul A(2, -8). Scrie ecuatia dreptei care contine punctul A si este
perpendiculara pe dreapta d.

Rezolvare:

Fie g dreapta care contine punctul A si este perpendiculara pe dreapta d. Ecuatia
dreptei g este y -y, = m (X - X,).

dlg=my;-mg=-1
2 1 =

my=-1=>m =-4
—_e 1 g g
Ma="28%%

FN

Atunci, g: Y + 8 = -4(X - 2), de unde obtinem g:y = -4X sau g : 4X + Y = 0.

Aplic @®

1. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A si B. Scrie ecuatia dreptei care

contine punctele A si B si precizeaza pozitia acesteia fata de axele de coordonate
OX si 0y.
a) A(5, 3), B(5, 7);

b) A(0, -2), B(3, 4); c) A(-5, -6), B(3, -6).

2. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreptele d, si d,. Stabileste daca dreptele

d, si d, sunt paralele.
a)d:2X+4=0,d,:X=5; €)d;:3X-2y=0,d,:-6X + 4y -5=0;
b)d,:2X-3y+5=0,d,:2X+6y-2=0; d)d,:X-3y+1=0,d,:2X+6y-2=0.



Geometrie analitica

. In reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d,. Stabileste daca dreptele
d, si d, sunt concurente.

a)d:3y+4=0,d,:X=-2 €)d,;:4X-3y=0,dy:-6X+4y-1=0;
b)d:2X-3y=0,d,:2x-3y-2=0; d)d;:3X-2y+1=0,d,:X+6y-1=0.
. Tn reperul cartezian X0y se considerd dreptele d, si d,. Stabileste daca dreptele
d, si d, sunt confundate.
a)d;y+4=0,d,:X=-4 O diX+2y+2=0,dy -2X -4y +4=0;
b) d,: X -3y =0,d,:2X - 6y = 0; d)d;:3X-y+1=0,d,:9X-3y+3=0.
. In reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d,. Stabileste pozitia relativa
a dreptelor d, si d,.
a)d:2y+4=0,d,:X=-2 d)d;:2x-3y+7=0,d,:2X -3y +8=0;
b)d:X-2y=0,d:2X-3y-2=0; e)d:3X-Yy+5=0,d,:2X+3y-3=0;
€)d;:X=-1,d,:X-2=0; f)d;:2X-2y-2=0,d,:-3Xx+3y +3=0.
. In reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d,. Determina numarul real
m pentru care dreptele d, si d, sunt paralele.
a)d:2X-Y+4=0,d,:X-my+1=0;
b) d,: mx -3y =0,d,:2X - 12y +5=0;
€)d;:3X-my+1=0,d,:6X -3y +2=0;
d)d;:-4X-my+5=0,d,:2X+3y-1=0.
. Tn reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d,. Stabileste daca dreptele
d, si d, sunt perpendiculare.
a)d;:2X+5=0,d,:3y - 4=0; €)d;:2X-6y+5=0,d,:-3X+y+1=0;
b)d:X-2y=0,d:4X+2y-2=0; d)d;:3Xx-2y+1=0,d,:3X-2y-3=0.
. Tn reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d,. Determina numarul real
m pentru care dreptele d, si d, sunt perpendiculare.
a)d;:X-Yy+4=0,dy:-X-my+2=0;
b) dy: mXx +2y =0,d,:3X - 4my +5 = 0;
€)d;:5X-2my +1=0,d,:X-3y +1=0;
d)d:-2X+3my +5=0,d,:2X + 4y -2=0.
. Tn reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d,. Determind coordonatele
punctului de intersectie a dreptelor d, si d,.
a)d:y+3=0,d,:X=-4 €)d;:5X -2y +12=0,d,:3X + 4y +2=0;
b)d:X+y-1=0,d,;3X+y-3=0; d)d;:3X+7y+15=0,d,:2X-y-7=0.
10. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d si punctul A. Scrie ecuatia
dreptei care contine punctul A si este paralela cu dreapta d.

a)A(-2, 4),d:y =3X +1,

b) A(1,0),d:2X -y +2=0;

c) A(4,-1),d:3X + 4y -5=0.
11. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-1, 3), B(2, 5) si C(3, -2).
a) Scrie ecuatia dreptei care contine punctul A si este paralela cu dreapta BC.
b) Scrie ecuatia dreptei care contine punctul C si este paraleld cu dreapta AB.

UNITATEA 5

EXERSEAZA!

1. Deschide o pagina
goala in GeoGebra
(Calculator de grafice/
Graphing)

2. Creeaza patru itemi
de intrare (slidere):
m_1=2,n_1=1,
m_2=-1,n_2=3.

3. Introdu apoi
ecuatiile celor doua
drepte:
Yy=m_1*X+n_1
y=m_2*X+n_2

4. Foloseste
instrumentul
Intersectie/Intersect
si selecteaza cele
doua drepte. Se va
afisa punctul

comun A.

5. Modifica valorile
itemilor de intrare
pana cand punctul A
dispare. Cum sunt
dreptele? Ce observi
legat de pantele m_1
sim_2?

6. Foloseste
instrumentul Angle si
selecteaza cele doua
drepte pentru a
masura unghiul
format de acestea (se
aleg laturile unghiului
ascutit). Modifica
parametrii pana cand
unghiul devine drept
si calculeaza produsul
pantelor acestora. Ce
rezultat obtii?
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12. 1n reperul cartezian X0y se considerd dreapta d de ecuatie
(m2-3m - 4)X + 3(m + 2)y + 2m - 4 = 0, unde m este numar real.

a) Determina valorile numarului real m pentru care dreapta d este paralela cu axa OX.
b) Determina numarul real m pentru care dreapta d este paralela cu axa 0y.

13. In reperul cartezian X0y se considera punctele A(-4, 1), B(-1, 2), C(-2, 5), D si
M(5, -3), astfel incat ABCD este patrat. Scrie ecuatiile dreptelor care contin
punctul M si sunt paralele cu diagonalele patratului ABCD.

14. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d si punctul A. Scrie ecuatia
dreptei care contine punctul A si este perpendiculara pe dreapta d.
a) A(1,5), d:y = 21X - 4
b) A(1, -3), d: 2X - 2y + 3 = 0;
¢) A(-1,-2),d:2Xx -5y +1=0.
15. In reperul cartezian XOY se considera punctele A(3, 0), B(-2, 4) si C(-3, -5).
a) Scrie ecuatia dreptei care contine punctul A si este perpendiculara pe dreapta BC.
b) Scrie ecuatia dreptei care contine punctul C si este perpendiculara pe dreapta AB.
16. n reperul cartezian X0y se considera punctele A si B. Scrie ecuatia mediatoarei
segmentului AB.
a) A(2, 3), B(-4, 5); b) A(-2, -4), B(-1, 3).
17. n reperul cartezian X0y se considerd punctele A, B, C si H. Demonstreaza ca
punctul H este ortocentrul triunghiului ABC.
a) A(-1,2), B(5, 2), C(3, 6), H(3, 4); b) A(2, 2), B(10, 2), C(3, 3), H(3, 9).
18. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(3, -2), B(-1, 6) si C(7, 2) .
a) Scrie ecuatiile dreptelor suport ale inltimilor triunghiului ABC.
b) Determina coordonatele ortocentrului triunghiului ABC.
¢) Scrie ecuatiile mediatoarelor laturilor triunghiului ABC.
19. Doua nave se deplaseaza pe traiectorii rectilinii. Intr-un reper cartezian in care
sunt reprezentate traiectoriile acestora, una dintre nave se deplaseaza pe
dreapta d de ecuatie d: X -y + 2 = 0, iar cealalta de deplaseaza pe dreapta g de

ecuatie g: 2X +y - 8 = 0. Determina coordonatele punctului in care traiectoriile
celor doua nave se intersecteaza.

20. In cadrul unei unitati de productie chimicd, pozitia unei conducte principale de
transport este modelata matematic in reperul cartezian X0y prin dreapta d de
ecuatie d: 2X - y + 1= 0. Un rezervor de stocare este amplasat in punctul R(3, 5).
Pentru a conecta rezervorul la conducta principala, se proiecteaza o conducta
de legatura care sa urmeze cel mai scurt traseu posibil. Unitatea de masura din
reperul cartezian XOY corespunde unei distante de 50 m in teren.

a) Scrie ecuatia dreptei care modeleaza traseul conductei de legatura.

b) Determina coordonatele punctului in care conducta de legatura se va
intersecta cu conducta principala.

¢) Calculeaza lungimea conductei de legatura.
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5. Ecuatia cercului

Descopar

intr-un reper cartezian X0y, o statie radar este situata in punctul A(2, 3). Radarul are o
o raza de actiune constanta de 5 unitati. Trei obiecte se afla in punctele de coordonate f
B(3, 4), C(5, 7) si D(-3, -2).

a) Care dintre cele trei obiecte se afla in zona de monitorizare a radarului?

b) Determina coordonatele punctelor aflate la intersectia dintre axele OX si
Oy si limita zonei de monitorizare a radarului.

¢) Un punct P(a, a), unde a este numar real, se afla exact pe limita zonei de
monitorizare a radarului. Determina valorile numarului real a.

d) Ce relatie trebuie sa existe intre coordonatele punctului M(X,,, ¥,,) pentru ca AL
un obiect aflat in acest punct sa fie localizat exact la limita zonei de monitorizare a p—
a radarului?

invit @

Stiti din clasele anterioare ca figura geometrica formata din toate punctele din plan care se afla la aceeasi
distanta de un punct fix (numit centru) se numeste cerc.

Daca C este centrul cercului, iar M este un punct oarecare al cercului, atunci distanta CM = r se numeste raza.

Ecuatia cercului

Consideram in plan un reper cartezian X0Y. Fie C(a, b) un punct fix, un numar real r > 0 si cercul & de centru
C si raza r. Un punct oarecare din plan, M(X,Y), apartine cercului € daca si numai daca CM = r, adica
VX - a2 +(y-b)=r.

Altfel spus, punctul M(X, ) apartine cercului cu centrul in punctul C(a, b) si raza r daca si numai daca:

(X-a)*+(y-b)>=r%(1)

Ecuatia (1) este ecuatia cercului de raza r, cu centrul in punctul de coordonate (a, b). Aceasta se numeste
ecuatia restransa a cercului.

EXEMPLU:
Ecuatia restransa a cercului cu centrul in punctul A(-1, 2) si raza r = 4 este (X + 1) + (Y - 2)% = 16.

Daca centrul cercului este originea reperului cartezian, punctul O, atunci ecuatia (1) devine X2 +Yy? = r?
(ecuatia canonica a cercului).

Dacd dezvoltam parantezele din primul membru al ecuatiei (1), obtinem:
X2+Yy2-2axX - 2by +a?+b2-r?=0.
inlocuind-a=m,-b=n sia?+b?-r2=p,obtinem X2 + y2 + 2mX + 2ny + p = 0 (ecuatia generala a cercului).

in continuare vom descoperi care sunt conditiile care trebuie indeplinite pentru ca o ecuatie de forma
X2 +Yy2+2mX +2nYy + p = 0 sa reprezinte ecuatia unui cerc.
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X2+Yy2+2mX +2ny +p=0& (X2+2mX +m?)+(y2+2ny +n?)+p-m?-n2=0<
SX+mP+y+n?+p-m?>-n=0 X+mP?+y+n?=m?+n*-p

O ecuatie de forma X2+Yy2+2mX +2ny+p = 0 reprezinta ecuatia unui cerc daca si numai daca
m2+n?-p>0.

EXEMPLE:

1. Ecuatia X? + Y2 + 4X - 6Y - 3 = 0 reprezinta ecuatia unui cerc (m=2,n=-3,p=-3sim?+n?-p=4+9+3=16>0).
in continuare determinam coordonatele centrului si raza acestui cerc.

X2+Y2+4X-6yY-3=0 X2 +4X+4+Y2-6Y+9-4-9-3=0(X+2)+(Y-3)?=16(X+2)?+(y-3)?=4?
Asadar, centrul cercului are coordonatele (-2, 3), iar raza acestuia este 4.

2. Ecuatia X? + y2 + 4X + 2y + 5= 0 nu reprezintd ecuatia unui cerc(m=2,n=1,p=5sim?>+n?-p=4+1-5=0).
Intr-adevar:

X2+Y2+4X+2Y +5=0 X2+ 4X+4+Y2+2y+1=0 (X +2)2+(Y+1)2 =0 X=-2siy=-1.(2)

Din relatia (2), deducem ca ecuatia X2 + y2 + 4X + 2y + 5 = 0 reprezinta un punct.

Pozitia unei drepte fata de un cerc

in reperul cartezian X0y consideram dreapta d, de ecuatie a,X + b,y + ¢, = 0 (unde a,, b,,c, € R, iar a,, b,
nu sunt simultan nule) si cercul de ecuatie (X - a)? + (Y - b)?=r?(unde a,b,r € R, r > 0). Notam cu C centrul
cercului, deci punctul C are coordonatele (a, b).

Daca centrul cercului apartine dreptei d,, atunci dreapta d, intersecteaza cercul in doua puncte distincte
(dreapta este secanta cercului).

Daca centrul cercului nu apartine dreptei d,, perpendiculara din C pe dreapta d, intersecteaza aceasta
dreapta in punctul M. Pentru a determina pozitia dreptei d, fata de cercul cu centrul in punctul C si raza r,
vom compara distanta dintre punctele C si M cu r. Se disting urmatoarele cazuri:

- Daca CM <, atunci dreapta intersecteaza cercul in doua puncte distincte (dreapta este secanta cercului).
- Daca CM = r, atunci dreapta si cercul au un singur punct comun (dreapta este tangenta cercului).
- Daca CM > r, atunci dreapta nu intersecteaza cercul (dreapta este exterioara cercului).

» Daca b, #0sia, #0, pentru a calcula lungimea segmentului CM procedam astfel:
- Scriem ecuatia dreptei d care contine centrul cercului, punctul C(a, b), si este perpendiculara pe dreapta d..

. . . a . . b . ,
Cum dreptele d, si d sunt perpendiculare (m, - my = —1) simg = —b—1, rezulta ca m, = 0_1' Ecuatia dreptei d
1
tey-b=ol(x-a)sauy =g} (X-a)+ b
estey-b=g (X-a)sauy=g :
- Determinam coordonatele punctului M (punctul de intersectie dintre dreptele d si d,) prin rezolvarea
a,X+b,y+c¢,=0
sistemului de ecuatii b, .
y=a, (X-a)+b
- Calculam distanta dintre punctele C si M folosind formula distantei dintre doua puncte.

» Daca b, # 0 si a, = 0, atunci dreapta d, are ecuatia b,y + ¢, = 0. Observam ca dreapta d, este o dreapta

b+l

orizontala, deci distanta de la punctul C(q, b) la dreapta d, este b1 |
1
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» Daca b, = 0sia, # 0, atunci dreapta d, are ecuatia a,X + ¢, = 0. Observam ca dreapta d, este o dreapta

I - c
verticala, deci distanta de la punctul C(a, b) la dreapta d, este |a + a_11|

EXEMPLU:
in reperul cartezian X0y considerdm dreapta d de ecuatie X + Yy - 1= 0 si cercul de ecuatie
(X =12+ (y-2)2=4
Observam ca r = 2 si centrul cercului, punctul C(1, 2), nu apartine dreptei d. Fie g dreapta care contine
punctul C(1, 2) si este perpendiculara pe dreapta d, iar d n g = {M}.
md * mg = _1
>m,=1
md =-1 g
Ecuatia drepteig estey -2=X - 1.
P = 1 =

X
Pentru a determina coordonatele punctului M, rezolvam sistemul de ecuatii { y-2:X-1"

X+y-1=0 X+y-1=0 X+X+1-1=0 X=0
{y—2=x—1©{y=x+1 41’{}'=X+1 ©{y=1
Coordonatele punctului M sunt (0, 1).

Calculdm distanta dintre punctele Csi M: CM =V(0 - )2+ (1-2)2 =2
Cum V2 <2, rezultd ca CM < r, deci dreapta d este secanta cercului.

Exercitii rezolvate

1. Tn reperul cartezian X0y se considera punctul M(\'5, -1+v5) si cercul & de
ecuatie (X - 3)2 + (Y + 2)2 = 12. Stabileste pozitia punctului M fata de cercul @.

Rezolvare:

Centrul cercului € este punctul C(3, -2), iar raza acestuia este egala cu 2+3.

CM = V(N5 -3)2+ (-1+5 +2)2 = (N5 - 3)2+ (1 + \5)2 =
=\5-6V5+9+1+2V5 +5=120 - 435

8<4\V5<9 e -9<-45<-8c11<20 - 45 <12 & V11 <20 - 45 <12

Am obtinut CM < V12, adica CM < 23, de unde rezulta ca punctul M apartine
interiorului cercului .

2. Tn reperul cartezian X0y se considera punctul A(1, 2) si cercul & de ecuatie
X2 +Yy2+4X - 5y +1=0.Scrie ecuatia tangentei la cercul € in punctul A.

Rezolvare:
x2+y2+4x—5y+1=0@(x2+4x+4)+(y2—2~%y+275)—2—45+1—4=o
5\ _37
2 I =27
x4 (y-3) =3
Centrul cercului & este punctul C<—2, g)

Tangenta la cerc in punctul A este o dreapta d care contine punctul A si este
perpendiculara pe dreapta AC.
md * mAC = _1

S_ 1
272 2 1

Myc= =1~ 376
Ecuatia dreptei d este y - 2= 6(X - 1), adica y = 6X - 4.
Ecuatia tangentei la cercul € in punctul A este y = 6X - 4.

>my=6
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PROVOCARE!

Rezolva problemele
1-4 cu ajutorul unuia
dintre instrumentele
digitale Geogebra sau
Desmos.
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1.

Verifica daca ecuatiile urmatoare sunt ecuatiile unor cercuri:
a) X2 +y2+4X -6y +20=0; b) X2 +y2+3X + 5y -1=0.

2. n reperul cartezian X0y se considera punctele A2, 3) si B(6, 6). Stabileste pozitia

punctului B fata de cercul cu centrul in punctul A si raza egala cu 5.

. In reperul cartezian X0y se considera punctele A(-1, 3), B(-2, -1) C(3, 2), D(-3, -4).

a) Verifica daca punctul A apartine cercului de ecuatie (X - 3)2 + (Y + 1) = 32.

b) Verificd daca punctul B apartine cercului de ecuatie (X + v2)? + (y - 242)2 = 15.
¢) Verifica daca punctul C apartine cercului de ecuatie X2 +y? - 4X + 6y + 11= 0.
d) Verifica daca punctul D apartine cercului cu centrul in punctul O si raza egala cu 5.

. In reperul cartezian X0y se considera punctul M si cercul %. Stabileste pozitia

punctului M fata de cercul &.
Q) M(-3,4), G: (X + D2+ (Y -2)2=25 ) MQ2V2,1+2),G: (X-1)?+(y-1)2 =4
b) M(4, 9), B: (X + 2)2 + (Y - 1)2=100;

. Scrie ecuatia restransa a cercului care are centrul in punctul Csirazar.

a) C(0,-2),r=3; ) C(1,0),r=4
_E. 3 1) =
b) C(=3, -3), r = 5; d)c(3,).r=1.
. Scrie ecuatia generala a cercului care are centrul in punctul Csirazar.
2) (3, 1), =2, o210, r=%
b) C(2,-2), r=2; d) C(-v2,42),r=1.

7. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-2, 1) si B(1, -2).

a) Determina raza cercului care are centrul in punctul A si contine punctul B.
b) Determina ecuatia cercului al carui diametru este segmentul AB.
¢) Scrie ecuatia cercului care are centrul in punctul B si contine punctul A.

. Determina coordonatele centrelor si razele cercurilor care au ecuatiile urmatoare:

a) (X+3)2+(y-52=9; C)X2+Yy2-8X-4y+15=0;

12
b)(x—2\/§)2+(y—§> =3; d)X2+y2+X-3y+2=0.

. In reperul cartezian X0y se considera punctele A(2, 0) si B(0, -4).

a) Scrie ecuatia cercului care are centrul in punctul O si contine mijlocul
segmentului AB.

b) Scrie ecuatia cercului care are centrul in punctul A si are ca tangenta axa Oy.
¢) Scrie ecuatia cercului care are centrul in punctul B si are ca tangenta axa OX.
d) Scrie ecuatia cercului care are centrulin punctul O si are ca tangenta dreapta AB.

10. n reperul cartezian X0y se considera punctul C si dreapta d. Scrie ecuatia

cercului care are centrul in punctul C si are ca tangenta dreapta d.
a)C(-3,2),d:y=-5 ¢)C(3,1),d:y=2x-3; e) C(1,5),d:2X+3y - 6=0;
b) C(2, -5), d: X = 4 d) C(0,-4),d:y=-X+2; f)C(-1,-4),d:3X -2y +4=0.
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11. n reperul cartezian X0y se considera dreapta d si cercul . Determina pozitia

dreptei d fata de cercul ©.

a)d:y =4, B (X+3)2+(Yy-1)2=4

b) d:3X + 4y -31=0,6: (X - 1)? + (Y - 2)2= 25;
Q)d:X-Yy+1=0,F:X>+Yy2-4X+6Y +4=0.

12. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A, P si Q. Determina pozitia
dreptei PQ fata de cercul cu centrul in punctul Asirazar.

a) P(0, 6), Q(8, 0), A(2,3), r =5 b) P(-1,-1), Q(2, 2), A3, 0), r = 2.

13. In reperul cartezian X0y se considerd punctele A, B, P si Q. Determina pozitia
dreptei PQ fata de cercul cu centrul in punctul A si care contine punctul B.

a) P(1, 6), Q(5, 3), A(4, 5), B(6, 4); b) P(1, 5), Q(7, -3), A(1, -2), B(4, 2).

1%. Tn reperul cartezian XOY se considerd punctele A, B, P si Q. Determina pozitia
dreptei PQ fata de cercul cu diametrul AB.

a) P(1,2), Q(5, 5), A(2, 5), B(6, 1); b) P(-1, 5), Q(3, 2), A1, 1), B(5, 5).

15. In reperul cartezian XOy se considerd punctul A si cercul &. Scrie ecuatia
tangentei la cercul € in punctul A.

a) €: X2 +y?=25,A(=3, 4); Q) G: X2 +Yy?-4X +2y -5=0,A(5,0);
b) &: (X-1D2+(y+2)2=10,A(2,1);  d)E:X2+Yy?-3X+6Yy+4=0,A4 -2).

16. Primaria unui oras isi propune sa amenajeze un parc de forma circulara. Schita
parcului se realizeazd intr-un reper cartezian X0y. In schita, centrul parcului
este situat in punctul C(2, 3), iar raza parcului este r = 5 unitati de lungime.
Persoanele si reprezentantii institutiilor implicate in acest proiect analizeaza
mai multe aspecte legate de amplasarea unor obiective si a unor drumuri in
raport cu acest parc.

a) Scrie ecuatia cercului care delimiteaza parcul.

b) Se propun urmatoarele puncte pentru amplasarea unor obiective: A(6, 6),
B(2, 8) si D(-1, 3). Stabileste pentru fiecare punct pozitia fatd de cercul care
delimiteaza parcul.

c) Se propune construirea unei alei sub forma unei drepte care sa fie tangenta la
parc in punctul M(7, 3). Scrie ecuatia dreptei prin care este reprezentata aleea
in schita.

d) Se recomanda realizarea unui drum drept de ecuatie X + Y - 15 = 0. Stabileste
pozitia acestui drum fata de cercul care delimiteaza parcul.

e) Realizeaza schita parcului (pozitioneaza obiectivele, traseaza aleea si drumul)
folosind un instrument digital (GeoGebra sau Desmos).

17. Tntr-un lac a fost identificat un punct de poluare cu o substanta care se
raspandeste uniform in toate directiile, formand o zona circulara de contaminare
cu raza de 600 m. Pentru monitorizarea raspandirii substantei poluante, a fost
realizata o schita a zonei la scara 1:10 000, intr-un reper cartezian X0y. in schitd,
punctul de poluare este 0(0, 0).

a) Scrie ecuatia cercului care margineste, in schita, zona contaminata.

b) Pentru cercetarea apei, se colecteaza mostre din punctele A(3, 4), B(6, 0) si
C(7,1). Stabileste pozitia fiecarui punct fata de zona contaminata.

EXERSEAZA!

1. Deschide o pagina
goala in GeoGebra
(Calculator de grafice)
si seteaza limba
romana.

2. Creeaza sliderele
pentru centrul cercului
Cla, b) sirazar:
a=0,b=0sir=3
(seteaza valoarea
minima a lui r la 071).
3. Introdu ecuatia
cercului:
(X-apP+(y-by=r.

4. Introdu ecuatia
unei drepte oarecare,
de exemplu:y =X +1.
5. Foloseste
instrumentul Intersectie
si da click pe dreapta
Si pe cerc pentru a
afisa punctul lor
comun A.

6. Misca sliderele a

si b. Ce se intampla

cu cercul?

7. Misca sliderul r. Ce
se intampla cu cercul?
8.Fixeazaa=0,b=0,
modifica raza r de la
valori foarte mici la
valori mari si observa
punctele de intersectie
dintre dreapta si cerc.

« Pentru ce valori ale
lui r dreapta este
exterioara cercului?

- Pentru ce valoare a
lui r dreapta devine
tangenta la cerc?

« Ce seintampla cu
punctele de intersectie
cand maresti raza si
mai mult?
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UNITATEA 5 Geometrie analitica

¢) Pe suprafata lacului, este montata o barierd liniara cu geamanduri care
delimiteaza zona de not. Aceasta este reprezentata in schita printr-un segment
a carui dreapta suport are ecuatia d: y = X - 2. Determina pozitia acestei bariere
fata de cercul care margineste zona contaminata.
d) Pentru a proteja solul din jur, se construieste un ecran de impermeabilizare
(un zid subteran de protectie). In schitd, acest ecran este reprezentat printr-un
segment a carui dreapta suport este tangenta la cercul care delimiteaza zona
contaminata in punctul M(6, 0). Scrie ecuatia acestei drepte.
e) Realizeaza schita (pozitioneaza punctele de colectare, traseaza dreptele ce
reprezinta raul si barajul) folosind un instrument digital.

18. ntr-un reper cartezian X0y, un radar este amplasat in punctul R(2, 1) si are o

raza de detectie de 5 unitati de lungime.

a) Scrie ecuatia cercului care margineste zona de detectie a radarului.

b) Stabileste daca obiectele amplasate in punctele A(6, 4), B(8, 1) si C(0, 1) apartin
zonei de detectie a radarului.

¢) Traiectoria unui avion este reprezentata prin dreapta d: 2x +Yy - 10 = 0. Care
este pozitia traiectoriei avionului fata de zona de detectie a radarului?

Proiect: ,,Conexiunea eco-senzor” @

Ce vei face?

Vei crea un model geometric simplificat al alinierii a doua fascicule laser catre un senzor optic folosind
GeoGebra.

De ce vei elabora proiectul?

Scopul proiectului este sa intelegi cum este utilizata geometria analitica in ingineria mediului si in
calibrarea dispozitivelor optice de masurare.

Cum vei face?

1. Vei considera un reper cartezian XOY, unde axa OX reprezinta solul, iar Oy reprezinta inaltimea.

2. Vei analiza pozitionarea celor doua dispozitive laser si a senzorului optic.

3. Vei stabili punctele cheie: L, si L, (locatiile celor doud emitatoare laser) si S (punctul in care se afla
senzorul de monitorizare).

. Vei desena traiectoriile fasciculelor in reperul cartezian X0y.

Vei scrie ecuatiile dreptelor suport pentru cele doua fascicule laser.

. Vei da exemple de coordonate pentru punctele E si F prin care trece al doilea fascicul.
Vei evidentia panta fiecarui fascicul.

. Daca diferenta dintre pantele celor doua fascicule este mai mare decat 0,5, senzorul poate distinge
usor directiile fasciculelor. Modelul tau permite o aliniere stabila a sistemului?

9. Presupunem ca emitatorul L, sufera o mica vibratie, iar panta acestuia se mareste cu 0,1. Calculeaza

noile coordonate ale punctului de intersectie dintre cele doua fascicule. Mai este senzorul suficient de

bine pozitionat pentru noua configuratie?

© N o v &

Cum vei sti daca ai reusit?
Vei considera proiectul reusit daca desenul rezultat in GeoGebra confirma ca fasciculele pornite de la
dispozitivele de emisie ,se intalnesc” exact pe senzorul de monitorizare.
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Recapitulare

Exercitii recapitulative €

1. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie 2X + 3y - 12= 0.
a) Stabileste daca punctele A(-3, 6) si B(9, 2) apartin dreptei d.
b) Determina coordonatele punctului care apartine dreptei d si are abscisa egala cu -9.
c) Determina coordonatele punctului care apartine dreptei d si are ordonata egala cu 3.
d) Determina numarul real m pentru care punctul C(m, -2) apartine dreptei d.
e) Determina coordonatele punctelor de intersectie a dreptei d cu axele de coordonate OX si Oy.
f) Reprezinta dreapta d in reperul cartezian XOYy si precizeaza pozitia acesteia fata de axele de
coordonate OX si OY.
g) Determina panta dreptei d.
h) Scrie ecuatia dreptei care contine punctul D(-1, 2) si este paralela cu dreapta d.
i) Scrie ecuatia dreptei care contine punctul E(2, -5) si este perpendiculara pe dreapta d.
2. n reperul cartezian X0y se considera punctele A(2, -3), B(8, -5) si C(~4, -7).
a) Determina panta dreptei AB.
b) Scrie ecuatiile dreptelor suport ale laturilor triunghiului ABC.

c) Scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si are panta egala cu —%.

d) Scrie ecuatiile dreptelor suport ale medianelor triunghiului ABC.

3. n reperul cartezian X0y se considera punctele A(5, 6), B(-15, -4) si C(-5, 1). Verifica daca punctele A, B
si C sunt coliniare.

4. Tn reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d,. Stabileste pozitia relativa a dreptelor d, si d,.
a)d;y+2=0,d;X=7, €)d:X-2y+1=0,d,:2X- 4y +8=0;
b)d;:3X-6y-3=0,dy:-2X+4y+2=0; d)d;:3X-6y+5=0,d,:2X + 4y -1=0.

5. In reperul cartezian X0y se considera dreptele d, si d, de ecuatii 2X + 3y - 1 = 0, respectiv 3X + 4y + 8 = 0.
Determina coordonatele punctului de intersectie a dreptelor d, si d,.

6. n reperul cartezian X0y se considerd punctele A(6, 4), B(-12, -2), C(1, 2) si D(-11, -2). Demonstreaza ca
dreptele AB si CD sunt paralele.

7. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-2, 1), B(0, 5) si C(2, -1). Demonstreaza ca triunghiul ABC
este dreptunghic isoscel.

8. Tn reperul cartezian X0y se considerd punctele A(1, 1), B(7, 5), C(3, 11) si D(-3, 7).

a) Demonstreaza ca patrulaterul ABCD este paralelogram.
b) Demonstreaza ca triunghiul ABD este dreptunghic isoscel.

9. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-5, -2), B(-3, 1), C(-5, 3) si D(-7, 2). Demonstreazd
ca patrulaterul ABCD este dreptunghi si calculeaza perimetrul acestuia.

10. Tn reperul cartezian X0y se considera punctele A(-4, 3), B(0, 6), C(3, 2) si D(-1, -1). Demonstreaza

ca patrulaterul ABCD este patrat.

11. Tntr-un experiment de antibiograma, se analizeaza interactiunea dintre un agent patogen si un disc cu
antibiotic plasat pe o placa Petri. Suprafata placii este modelata printr-un sistem de coordonate XO0y.
Antibioticul difuzeaza din centrul cercului, adica punctul C(2, 3), formand o zona circulara de protectie
cu raza r = 4. O cultura de bacterii se deplaseaza rectiliniu, trecand prin punctele A(2, 1) si B(=3, -4). Un
asistent de laborator preleveaza un esantion din punctul P(2, -1).

a) Scrie ecuatia cercului care delimiteaza zona de inhibitie creata de antibiotic.

b) Verifica daca punctul P se afla exact pe limita zonei de inhibitie (pe cerc), in interiorul acesteia sau in
afara ei. Ce inseamna acest lucru pentru proba prelevata?

c) Stabileste daca bacteriile care se deplaseaza pe dreapta AB vor fi distruse in totalitate.

145 N



Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A.n reperul cartezian X0y se considera punctele A(2, -3) si B(1, -5). Panta dreptei AB este

egala cu:
a) -2; b) -1; o1 d)2.

(10 p.) B. Tn reperul cartezian X0y se considera dreapta d de ecuatie X + 2y - 6 = 0 si punctele
A(4, -1), B(2, -2), €(0, 3) si D(-6, 0). Dintre punctele A, B, C si D, cel care apartine dreptei d
este:

a) A; b) B; c)C d)D.

(10 p.) C. In reperul cartezian X0y se considera punctele A(1, 2) si B(4, 6). Distanta dintre punctele
A'si B este egala cu:

a) 25; b) 3; 0)5; d) 10.

Subiectul al ll-lea 60 de puncte
Scrie rezolvdrile complete.

60 de puncte  intr-o hald industriald automatizata, miscarea unor roboti autonomi de transport este
monitorizata intr-un sistem cartezian XOYy. Un scaner laser fix este situat in punctul
C(3, 2), iar raza lui de detectie este de 5 unitati de lungime, formand o zona circulard de
scanare. O consold de sigurantd este situata in punctul P(6, 6). In hala se deplaseaza trei
roboti R;, R, si R;. Robotul R, urmeaza o traiectorie rectilinie care trece prin punctele
A(0, 6) si B(8, 0). Robotul R, urmeaza o ruta paraleld cu cea a robotului R;, pornind din
punctul D(0, 10), iar robotul R, se deplaseaza pe o ruta modelata printr-o dreapta orizontala
care trece prin punctul E(0, 2).

(10 p.) a) Scrie ecuatia cercului care delimiteaza zona de scanare.

(10 p.) b) Determina ecuatia dreptei care modeleaza traiectoria robotului R..

(10p.) c) Scrie ecuatia dreptei care modeleaza traiectoria robotului R,.

(10 p.) d) Determina punctul de intersectie a dreptelor care modeleaza traiectoriile robotilor R, si

R,. Verifica daca acest punct se afla in interiorul zonei de scanare.

(10p.) e) Stabileste pozitia relativa a dreptei care modeleaza traiectoria robotului R, fatd de
cercul care delimiteaza zona de scanare.

(10 p.) f) Pentru a andoca la rampa, robotul R, primeste o noua ruta de la computerul central.
Pentru a verifica calibrarea sistemului de ghidare, senzorii de proximitate din podea
trebuie sa confirme ca robotul trece exact prin punctele S,(-4, 9), S,(0, 6) si S;(4, 3). Verifica
daca robotul isi mentine o traiectorie rectilinie.
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Unitatea

Functii:
observarea unor
proprietati ale
functiilor utilizand
lecturi grafice

» 1. Functia afina
» 2. Functia de gradul al doilea

» 3. Functii obtinute prin operatii de inmultire
si/sau de impartire, compunere cu functii afine
si functii de gradul al doilea

» 4. Functia putere cu exponent intreg

» 5. Functia radical de ordin 2 si ordin 3

» 6. Functia exponentiald (numarul irational e)
» 7. Functia logaritmica (logaritmi, logaritm
natural, logaritm zecimal)




UNITATEA 6 Functii

1. Functia afina

imi amintesc

Elevii vor lucra in perechi.

1. Se considera functiile f: R —» R, f(X)=2X - 4,sig: R -> R, g(X) =2 - X.
A. Reprezentati geometric graficele functiilor f si g intr-un reper cartezian X0y.
B. Completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Imaginea lui 2 pringeste .

b) f(3) este ____lui3 prinf.

X 6e6 eox=___.

d) Reprezentarea geometrica a graficului functiei f in reperul cartezian X0y
.. intersecteaza axa OX in punctul A( ).

" e) Reprezentarea geometrica a graficului functiei g in reperul cartezian X0y
intersecteaza axa Oy in punctul B( ).

f) Reprezentarile geometrice ale graficelor functiilor f si g in reperul cartezian
X0V se intersecteaza in punctul C( ).

g gX)20eXxe_ .

1

i ————
- 1 —

invat @

Definitia 1. Functia f: R — IR, f(X) = ax + b, unde a si b sunt numere reale, se numeste functie afina.

EXEMPLE:
1.f:R - R, f(X)=2X+3; 3.f:R = R, f(X) = 5x;
2.f:R->TR,f(X)=-X+5 4 f:R - R,f(X)=3.

Pentru orice functie numericaf: A — B (A, BC R):

1. Punctul M(X, y) apartine reprezentarii geometrice a graficului functiei f. < X € Asiy = f(x).

2. M(X, y) este punctul de intersectie a reprezentarii geometrice a graficului functiei f cu axa 0y. <
X=0€Asiy=f(0) eB.

3. M(X, y) este punctul de intersectie a reprezentarii geometrice a graficului functiei f cu axa OX.

X € A este solutia ecuatiei f(X)=0siy =0 € B.

4. Reprezentarea geometrica a graficului unei functii afine intr-un reper cartezian X0y este o dreapta.

in continuare, pentru simplificarea limbajului, atunci cand vorbim despre reprezentarea geometrica a
graficului functiei f vom folosi reprezentarea graficului functiei f sau reprezentarea grafica a functiei f.

Atunci cand reprezentam intr-un reper cartezian X0y mai multe functii, scriem denumirea functiei alaturi
de reprezentarea grafica pentru a nu exista confuzii.

OBSERVATII.

1. Reprezentarea grafica, in reperul cartezian X0Y, a functiei afine f: R — R, f(X) = aX, a € R, este o dreapta
care contine originea sistemului de coordonate XOy.
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UNITATEA 6

Functii

2. Reprezentarea grafica, in reperul cartezian X0y, a functiei afine f: R — R, f(X)=b, b € R", este o dreapta
paralela cu axa OX.

3. Reprezentarea grafica, in reperul cartezian X0Y, a functiei afine f: R — IR, f(X) = 0, este axa OX.

in continuare vom observa proprietdtile functiilor prin studierea reprezentdrilor grafice ale acestora in
reperul cartezian X0y.

EXEMPLU:

Se considera functia f: R — IR, f(X) = 2X - 6, reprezentata grafic in reperul v

cartezian X0Y in figura 1. : A

a) Determina numarul real a pentru care punctul A(4, a) apartine reprezentarii '

grafice a functiei f. O T e
b) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a -

functiei f cu axa OX. ™=

c) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a j

functiei f cu axa Oy. 3

d) Arata ca, pentru oricare X,, X, € R, cu X,< X,, avem f(X,) < f(X,). 4G 1u

e) Determina X € R pentru care f(X) < 0. /

f) Determina multimea valorilor functiei f (imaginea functiei f). Figura 1

Rezolvare:

Din reprezentarea grafica observam ca:
a) Punctul A(4, 2) apartine reprezentarii grafice
afunctieif.=>a=2

b) B(3, 0)

9] (0, -6)

d) Reprezentarea grafica a functiei f este o dreapta
ascendenta, deci cresterea argumentului implica
o crestere a imaginii corespunzatoare.
in concluzie, pentru orice X,, X, € R, cu X,< X,,
avem f(X,) < f(X,).

Explicatia matematica:
A(4, a) apartine reprezentarii grafice a
functieif. © a=f(4) ©a=2-4-6<a=2
B(n, 0), unde n este solutia ecuatiei f(X) = 0,

este punctul de intersectie a reprezentarii
grafice a functiei f cu axa OX.

fX)=022X-6=0=X=3
Obtinem B(3, 0).
C(0, f(0)) este punctul de intersectie a
reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy.
f(0)=2-0-6=-6=C(0,-6)
X;<X, |2 2X,<2X, | -6 <

& 2X, - 6<2X, - 6 < f(X,) < f(X,)
Deci, pentru orice X;, X, € R, cu X;< X,,
avem f(X,) < f(X,).
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UNITATEA 6 Functii

e)  Daca M(X,fX)) apartine reprezentarii grafice a fX)<0©2X-6<02X<6 <
functiei f, atunci fiX) < 0 daca si numai daca e X<3eXe(-x3)
punctul M este situat sub axa OX.

Cum punctul B(3, 0) apartine axei OX si
reprezentarea grafica a functiei f este o dreapta
ascendenta, obtinem f(X) < 0 daca si numai daca

X<3.
fix)<0 e X € (-,3)
f) Im(f) =R Im(f) = f(R) =
={yeR | (@)X e R, astfel incaty =2x - 6}
6
y=2x—6@2x=y+6©x=y;
6

Deci, VY € R, 3X = y% € R, astfel

incaty = 2X - 6.
Am obtinut Im(f) = R.
Monotonia functiei afine @

in figurile 2, 3 si 4 sunt reprezentate grafic functiile f: R — R, fiX) = 4X+3,g: R = R, g(X) = -3X +3,
sih:R - R, h(X)=-2.

1wl il
¥ 2i
o W
: 2 o0 1 3 B
] =+
- n
5 {a
i -
1u =l
i
. Tu
3 La =T/
7T oz 3 l
=i =i}
Figura 2 Figura 3 Figura 4

Analizand reprezentarea grafica a functiei f (figura 2), observam ca, pentru orice X;, X, € R cu X, < X,, avem
f(X,) s f(X,). Cu alte cuvinte, daca valoarea argumentului creste, atunci creste si valoarea imaginii
corespunzatoare. Vom spune ca functia f este crescatoare pe R.

Analizand reprezentarea grafica a functiei g (figura 3), observam ca, pentru orice X;, X, € R cu X, < X,, avem
g(X;) 2 g(X,). Cu alte cuvinte, daca valoarea argumentului creste, atunci descreste valoarea imaginii
corespunzatoare. Vom spune ca functia g este descrescatoare pe R.

Analizand reprezentarea grafica a functiei h (figura 4), observam cd, pentru orice X;, X, € R cu X, < X,, avem
g(X,) = g(X,). Cu alte cuvinte, daca valoarea argumentului creste, atunci valoarea imaginii corespunzatoare
ramane constanta. Functia h este constanta si putem spune ca este atat crescatoare, cat si descrescatoare
pe R.
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Functii UNITATEA 6

Definitia 2. Se considera functia numericaf:A — Bsil CA,1# .

Spunem ca functia f este monoton crescatoare sau crescatoare pe multimea | daca, oricare ar fi
Xy X, € I, €u X, < X,, avem f(X,) < f(X,).

Spunem ca functia f este strict crescatoare pe multimea | daca, oricare ar fi X, X, € I, cu X, < X,, avem
Fx3) < £X,).

Spunem ca functia f este monoton descrescatoare sau descrescatoare pe multimea I daca, oricare ar fi
Xq X, € 1, €u X, < X,, avem f(X,) 2 f(X,).

Spunem ca functia f este strict descrescatoare pe multimea I daca, oricare ar fi X,, X, € I, cu X, < X,,
avem f(X,) > f(X,).
OBSERVATII.

1. O functie numerica f: A — B crescatoare sau descrescatoare pe o multime nevida I, | C A, se numeste
functie monotona pe I.

2.Daca functiaf: R — R este monotona pe intervalul |, atunci intervalul | se numeste interval de monotonie.

3.Daca o functie numerica f: A — B este crescatoare sau descrescatoare pe A (domeniul de definitie), atunci
spunem ca functia f este monotona.

Monotonia unei functii numerice se poate studia si prin observarea reprezentarii grafice a acesteia in
reperul cartezian X0y. Astfel:

o daca reprezentarea graficului functiei ,urca” de la stanga la dreapta, atunci functia este crescatoare
(a se vedea figura 2 de la pagina anterioara);

« daca reprezentarea graficului functiei ,coboara” de la stanga la dreapta, atunci functia este descrescatoare
(a se vedea figura 3 de la pagina anterioara).

Teoremd. Functia afina f: R — R, f(X) = ax + b, unde a, b € R, este:
« strict crescatoare pe R pentru a > 0 (a se vedea figura 2 de la pagina anterioara);
« strict descrescatoare pe R pentru a < 0 (a se vedea figura 3 de la pagina anterioara);

« constanta pe R pentru a = 0 (a se vedea figura 4 de la pagina anterioara).

Multimea valorilor (imaginea) unei functii afine

Se considera functia f: R — R, f(X) = aX + b, unde a si b sunt numere reale. Atunci:
«Im(f) = f(R)= R, pentru a # 0;

o Im(f) = f(R) = {b}, pentru a = 0.

Intersectia reprezentarilor grafice a doua functii afine @

Se considera M(X,, Y,) punctul de intersectie a reprezentdrilor grafice ale functiilor numerice f: A — B si
y =£(x)
y=g(x)

g : C — D. Atunci, (Xy,Yu), unde X, € An Csiy, € B D, este o solutie a sistemului de ecuatii {
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UNITATEA 6 Functii

Se considerd f; : R — R, f,(X) = a;X + b, si f, : R = R, f,(X) = a,X + b, (a;,a,,b,,b, € R), doua functii
afine ale caror reprezentari grafice in reperul cartezian X0Y sunt dreptele d,, respectiv d,. Atunci:
ed,nd,= {M(Xy,Yu)}, unde (X,,Y,) este
y =f1(X)

solutia sistemului de ecuatii { e
y =f2(X)

& a,#a,(figura 5);

T —— ___.'J'I¢9__"
a,=a, /
-d1nd2=®©{b1¢bz(flgura6); /|
JI.r {
a,=a '
-d1nd2=d1=d2©{b1=b2(ﬁgura7)- : . ! .
1 2 Figura 5 Figura 6 Figura7

OBSERVATIE.

Reprezentarile grafice ale functiilor f, : R — R, fi(X) = a,X+b, si f, : R = R, f,(X) = a,X +b,, unde
a, a, b, b, € R, in reperul cartezian X0y, sunt drepte perpendiculare daca si numai daca a,a, = -1.

exerPLy: @ @

Se considera functiile f: R = R, f(X) = 4X-2si g: R - R, g(X) = -2X + 4,

T

reprezentate grafic in reperul cartezian X0y in figura 8. g /f
Analizand figura 8, observam ca punctul de intersectie a reprezentarilor grafice ;
00 0 u

ale functiilor f si g are coordonatele (1, 2). 1
Sa verificam corectitudinea rezultatului. Pentru aceasta, vom rezolva sistemul de

. y = 4X B 2 X
ecuatii V=X ek - =

{y=4x—2 y=4X-2 y=4X-2

& & &
y=-2X+4 4X=2=-2X+4 4X +2X =4 +2

Y =4X -2 y=4X -2 y=2 Figura 8

& &
6X=6 X=1 X=1

in problemele din viata cotidiana, functiile nu au, de obicei, ca domeniu de definitie multimea numerelor
reale, ci doar anumite submultimi ale acesteia, determinate de contextul situatiei studiate. De aceea, este
necesar sa lucram cu restrictii ale functiilor.

1

Dreapta AB din figura 9 este reprezentarea grafica in reperul cartezian X0y a functiei f: R — R, f(X) = X~ 1.
P 1u & 1u
£ — 2 —
| / .
B(2,0) g B2.0) U
2 -1 alo T 3 4 5 2 -1 oD I a4 5
M
AD, =1) A0, -1)
-2 -z
Figura 9 Figura 10

in figura 10 este reprezentat, in reperul cartezian X0y, segmentul AB. Punctele de pe segmentul AB apartin
dreptei AB si au abscisa X € (0, 2). Deci segmentul AB este reprezentarea graficului functiei g : (0, 2) — R,
g(x) = f(x). Domeniul de definitie al functiei g a fost obtinut prin restrictionarea domeniului de definitie al
functiei f. Functia g se numeste restrictia functiei f la intervalul (0, 2).
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Rezolvarea ecuatiilor de forma f{x) = m si a inecuatiilor de forma f{ix) < m (2, <, >),undem € R
Se considera functiaf: R — R.

» Pentru a determina solutia/solutiile ecuatiei f(X) = m, m € R, atunci cand avem reprezentarea grafica a
functiei f, procedam astfel: construim dreapta de ecuatie y = m si determinam abscisa punctului/abscisele
punctelor de intersectie dintre aceasta dreapta si reprezentarea grafica a functiei f.

« Pentru a rezolva inecuatia f(X) < m, trebuie sa identificam portiunea/portiunile din reprezentarea grafica
a functiei f care se afla sub dreapta de ecuatie y = m si valorile absciselor punctelor corespunzatoare.

« Pentru a rezolva inecuatia f(X) > m, trebuie sa identificdm portiunea/portiunile din reprezentarea grafica
afunctiei f care se afla deasupra dreaptei de ecuatie y = m si valorile absciselor punctelor corespunzatoare.

OBSERVATIE.

Prin rezolvarea in multimea numerelor reale a inecuatiilor f{x) < 0 si f(X) > 0, se determina de fapt semnul
functiei f.

EXEMPLE:
1. 1n figura 11 este reprezentata grafic functia f: R — R, fiX) = 2X + 8, in reperul cartezian X0y.
Lecturand graficul din figura 11, deducem ca:

« A(-4, 0) este punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa 0x;
«f(X) > 0, pentru orice X > -4, deci functia f are semnul ,+" pe intervalul (-4, +co); (1)
« f(X) < 0, pentru orice X < -4, deci functia f are semnul,-" pe intervalul (-co,-4). (2)

Rezultatele (1) si (2) pot fi sintetizate intr-un tabel astfel:

X | -0 -4 +00 =
f(X) ‘ ————— 0 +++++ -2
Observam ca pe intervalul (-oo,-4) functia f are semn opus semnului lui a [ =
(a=2), iar pe intervalul (-4, +co) functia f are semnul lui a. AL
2.1n figura 12 este reprezentata grafic functia g : R — R, g(X) =-3X + 6, in reperul
cartezian X0y.
Lecturand graficul din figura 12, deducem ca: \-"
+ A(2, 0) este punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei g cu axa OX; 5 AU,
« g(X) > 0, pentru orice X <2, deci functia g are semnul ,.+" pe intervalul (-co, 2); 1
4
« g(X) < 0, pentru orice X > 2, deci functia g are semnul ,-" pe intervalul (2, +co). " g
Putem completa un tabel de forma: 2
X | -0 2 +00 1
A X
g(x) s+ ) ————— -1 80 1 \ L |
Observam ca pe intervalul (-0, 2) functia g are semn opus semnului lui a (a = -3), -

iar pe intervalul (2, +c0) are semnul lui a. Figura 12
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OBSERVATIE.

Semnul functiei afine f: R — IR, f(X) = aX + b, unde a, b € R, a # 0, este sintetizat in tabelul de mai jos.
X ‘ -00 —g +00
f(X) ‘ semn contrar semnului lui a 0 semnul lui a

Fie A si B doua multimi nevide si f: A — R si g:B— R doua functii numerice. Pentru a rezolva o inecuatie de
tipul f(X) < g(X), trebuie sa identificam portiunea/portiunile din reprezentarea grafica a functiei f care se
afla sub reprezentarea grafica a functiei g si valorile absciselor punctelor corespunzatoare acestei/acestor
portiuni.

Pentru a rezolva inecuatia f(X) > g(X), trebuie sa identificam portiunea/portiunile din reprezentarea grafica
a functiei f care se afla deasupra reprezentarii grafice a functiei g si valorile absciselor punctelor
corespunzatoare acestei/acestor portiuni.

Exercitiu rezolvat

o Se considera functiile f:R — R, f(X) = %X—3 si g:R — R,
g g(X) = -2x + 3, reprezentate grafic in reperul cartezian X0y in
c Au,
2 figura 13.
2 a) Precizeaza monotonia functiilor f si g.
1 b) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii

grafice a functiei f cu axele de coordonate OX si Oy.

c) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentdrii
grafice a functiei g cu axele de coordonate OX si Oy.

d) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 0.

e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(X) > 0.

f) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarilor
grafice ale functiilor fsi g.

Figura 13 g) Determina multimea numerelor reale X pentru care f(X) < g(X).
h) Arata ca unghiurile ABO si AEO sunt suplementare.

Rezolvare:

a) Conform reprezentdrilor grafice ale functiilor f si g, functia f este strict
crescatoare, iar functia g este strict descrescatoare.

b) Punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy este E(0,-3).
Punctul de intersectie a reprezentdrii grafice a functiei f cu axa OX este D(6, 0).
¢) Punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei g cu axa Oy este C(0, 3).
Punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei g cu axa OX este B(1,5;0).
(Valoarea lui X, se poate determina rezolvand ecuatia g(X) = 0.)

d) Conform reprezentarii grafice a functiei f, solutia | o 6 oo
ecuatiei f(X) = 0 este X = 6 si f(X) < 0 pentru orice

X € (-0, 6). fX) |----0++++
e) Conform reprezentdrii grafice a functiei g, solutia ~ x 0 15 +oo
ecuatiel g(X) = 0 este X = 1,5 si g(X) > 0 pentru orice g(X) |++++0----

X € (-0, 1,5).




Functii UNITATEA 6

f) Fie A(X,, Y) punctul de intersectie a reprezentarilor grafice ale functiilor fsi g.
Deoarece nu putem determina coordonatele punctului A folosind reprezentarea

2

- : [y =£(X)

grafica, vom rezolva sistemul de ecuatii .
y=g(x)

Din Yy = f(X) si Y = g(X) obtinem £(X) = g(X).
ﬂx)=g(x)©%X‘3=-2X+3<:)%X+2X=6¢>%X=6@)(=%_
y=fo=>y=r(2)=1.2-3-8-3- 2 pecin(2,-2).
g) fiX) < g(X), pentru oricare X € (-, X,], unde A(X,, y,) este punctul de intersectie

a reprezentarilor grafice ale functiilor fsi g. Conform punctului f), X, = %
in concluzie, f(X) < g(X), pentru orice X € (— oo, %]
1

h) Reprezentarea grafica a functiei f este dreapta AE, care are panta m, = 7
Reprezentarea grafica a functiei g este dreapta AB, care are panta m, = -2.
Cum m,-m, = -1, rezulta AE L AB, deci <BAE = 90°.

in patrulaterul convex ABOE avem <A = <0 = 90°, deci <ABO + <AEO = 180°.

Portofoliu

Temperatura este o marime fizica prin care se caracterizeaza starea de incalzire a unui corp sau a unui
mediu. Masurarea si controlul temperaturii sunt esentiale in multe domenii de activitate, cum ar fi medicina
(identificarea febrei), meteorologie (prognoze, studiul climei), agricultura (protejarea plantelor de inghet
sau caniculd), activitati casnice, industrie si tehnologie etc.

Principalele scari de masurare a temperaturii sunt: 50 40

« scara Celsius (°C), folosita la nivel global pentru viata de zi cu zi; 93““"" B“
« scara Kelvin (K), scara absoluta folosita in stiinta; 20 ;
« scara Fahrenheit (°F), folosita predominant in SUA. -AQE% ;
Consideram functiaf: R — R, f(X) = %X + 32, cu ajutorul careia transformam gradele so F 120

Celsius (°C) in grade Fahrenheit (°F), si functia g : R — TR, g(X) = X + 273,15, cu
ajutorul careia transformam gradele Celsius (°C) in grade Kelvin (K).

a) Reprezinta grafic functiile f si g n acelasi reper cartezian.

b) Determina valoarea temperaturii exprimate in grade Celsius, stiind ca, transformand-o in grade Kelvin,
respectiv, Fahrenheit, obtinem acelasi numar.

¢) Folosind functiile de mai sus, completeaza tabelele:

temperatura (°C) -27305  -17,(7) 0 37 100 500 1000
temperatura (°F)

temperatura (°C) -27305  -17,(7) 0 37 100 500 1000
temperatura (K)

d) In fizica modernd exista limite teoretice, atat pentru cea mai mica temperatura, cat si pentru cea mai
mare temperatura pe care o poate avea un obiect sau un mediu. Care sunt aceste temperaturi?

e) Determina cea mai mica submultime A c R, care sd cuprinda toate valorile de temperatura (in °C) pe
care le accepta fizica moderna.
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DICTIONAR

monoton, monotona,
adj. = 1. (despre glas,
sunete, melodii) care
are sau care pastreaza
mereu acelasi ton.

+ (figurat) care
indispune, plictiseste
etc. prin lipsa de
variatie sau de
varietate.

2. matematica (despre
siruri de numere sau
despre functii): care
este fie crescator, fie
descrescator. - Din fr.
monotone (DEX, 2009)

CONTEXTUALIZEZ

Functiile afine pot fi
utilizate Tn diferite
domenii de activitate.

Informatica si
criptografie:

- criptografia clasica
(cifrul afin) foloseste o
functie afina.

Functiile care
modeleaza matematic
anumite fenomene
practice sunt restrictii
ale unor functii afine
la 0 multime de valori
pentru care are loc
fenomenul.
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1. In figura 14 este reprezentata grafic, in
reperul cartezian X0Y, o functief: R — R.
Scrie litera corespunzatoare raspunsului
corect pentru fiecare dintre enunturile de
mai jos. Este corecta o singura varianta de
raspuns.

A. Dintre punctele A(0, 15), B(2, 4), C(5, -5) si
D(5, 0), cel care apartine reprezentarii
grafice a functiei f este:

a) A(0, 15); ¢) C(5, -5);

b) B(2, &); d) D(5, 0).

B. Dintre numerele reale f(0), (0,5), f(-1) si
f(-2), cel mai mic este:

a) f(0); c) f(-1);
b) £(0,5); d) f(-2).

C. Multimea solutiilor inecuatiei f(X) < 20 este:
a) (-0, 0); b) (0, +e0); c) (0, 5);

=10

=10

Figura 14

d) (&4, +o0).

D. Punctul M(m, f(m)), unde m este numar real, m > 5, se afla:

a) pe axa OY; b) pe axa 0X;

c) deasupra axei OX;

d) sub axa OX.

2. Dreptele AB, CD, EF si OE din figura 15 sunt reprezentarile grafice ale functiilor

f, g, h, respectiv i, in reperul cartezian XO0y.
a) Determina functiile f, g, h si i.
b) Determind coordonatele

punctului de intersectie a

reprezentarilor grafice ale
functiilor fsi g.

c) Determina coordonatele

punctului de intersectie a

.. |E F
reprezentarilor grafice ale e o~ i g
functiilor fsi i. 3 Y
d) Rezolva in multimea o / B x,
numerelor reale ecuatia A L T ; 1 Pl

h(x) = i(X).
e) Determina carei reprezentari

grafice apartine fiecare dintre

punctele M(-3, 2), N(1, -1) si

(1)

f) Precizeaza monotonia

functiilor f, g, h si i.

Figura 15
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3. Dreptele OD si BC din figura 16 sunt reprezentarile grafice, in reperul cartezian X0y, CONTEXTUALIZEZ

ale functiilor f: R — R, respectivg: R — R. Functiile afine pot f

utilizate in diferite
domenii de activitate.

v

Economie, finante:

- costul de productie:
c(X) =mX + F,unde F
reprezinta costurile
fixe (chirie, utilaje), iar
m este costul unitar
de productie pentru o
unitate;

- rambursarea
imprumuturilor:
b(t) = S, - rt, un model

! de rambursare a unui
Figura 16

imprumut fara
a) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a dobanda, unde b(t)
functiei g cu axele de coordonate OX si OY. este soldul rimas de
b) Determina functiile fsi g. achitat dupa t luni, S,
c) Determina coordonatele punctului de intersectie a graficelor functiilor f si g. suma care trebuie
d) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(x) 2 0. ?;g:até ol el R

e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(X) < f(X). .
- schimb valutar:

f) Precizeaza monotonia functiilor f si g. 69)= % nrdl @ e

4. 0 companie ofera spre inchiriere 0 masina electrica pentru o taxa de rezervare de valoarea unui euro in
20 de lei, la care se adauga un cost de 0,25 de lei pentru fiecare kilometru parcurs. lei si [(X) valoarea in
a) Determina functia liniara care modeleaza procesul descris mai sus. lei a X euro.
b) Reprezinta grafic, n reperul cartezian X0y, functia identificatd la punctul a). Transporturi:
c) Verifica daca punctele A(120, 50), B(410; 122,5) si C(1204, 321) se afla pe - tariful unei cdlatorii:
reprezentarea grafica a functiei determinate la punctul a). t(d) = pd + f, unde
5.0 firmd de taximetrie percepe pentru @ _ feste tariful de

pornire (fix), p este
pretul pentru un
kilometru parcurs, iar
d reprezinta distanta
parcursa in kilometri.

efectuarea unei curse (fara stationdri) o taxa t de
pornire, la care se adauga un cost de c lei pentru
fiecare kilometru parcurs. In figura 17 este
reprezentata grafic, in reperul cartezian XOY, functia
care exprima costul unei calatorii in functie de
numarul de kilometri parcursi.

a) Determina coordonatele punctelor A, B si C.

b) Care este valoarea taxei de pornire?
c) Care este costul in lei pentru un kilometru parcurs?

d) Determina functia care exprima costul unei 1
calatorii in functie de numarul de kilometri parcursi. = v 7 5 T E E

e) Cat plateste un client care a mers cu taxiul 14 km? Figura 17
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Figura 18

CONTEXTUALIZEZ

Functiile afine pot fi
utilizate in diferite
domenii de activitate.
Fizica, chimie:

- dilatarea termica:
() = Lo(1+ aft - t,)),
unde [(t) este
lungimea unei bare
metalice la
temperatura t, L, este
lungimea barei la
momentul t, si a este
0 constanta
(coeficient de dilatare
specific materialului);

- transformarea
unitdtilor de masura:
f(X) =1000X este
functia de
transformare a
kilogramelor in grame
Si g(X) = ﬁx
transforma gramele in
kilograme;

- conversia
temperaturii:
transformarea din
grade Celsius (°) in
grade Fahrenheit (°)
urmeaza modelul

flc) = %c +32.

BN 158

6. In figura 18 sunt reprezentate, in reperul cartezian X0y, graficele a
doua functii liniare: una transforma decimetri in metri, iar cealalta

transforma metri in decimetri.

a) Scrie coordonatele punctelor A si B.

¢) Precizeaza monotonia functiilor f si g.

~ b) Defineste functia care transforma metri in decimetri si precizeaza
" care din cele doua drepte este reprezentarea grafica a acesteia.

7. 0 bara de otel se dilata sau se contracta in functie de temperatura pe care 0
are. Deoarece temperatura minima a barei poate fi -20 °C, iar temperatura
maxima poate fi 45 °C, atunci cand se monteaza bara, inginerii trebuie sa prevada
0 marja de siguranta (numita rost de dilatare). in figura 19 este reprezentata
grafic functia liniara f care descrie dependenta dintre valoarea dilatarii/
contractiei barei (in milimetri) si temperatura acesteia (exprimata in °C). Punctul

B(25; 4,5) apartine reprezentarii grafice a functiei f.

151
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Figura 19
a) Determina functia f.
)

b) Cu cati milimetri se contracta bara atunci cand are o temperatura de -20 °C?

¢) Cu cati milimetri se dilata bara atunci cand are o temperatura de 32 °C?

d) Determina lungimea minima a rostului de dilatare.

. Intr-un laborator de cercetare, un tehnician monitorizeaza temperatura unei

substante care se afla intr-un proces de incalzire constanta pe parcursul catorva
ore. In figura 20 este reprezentata grafic functia f care exprima dependenta dintre

temperatura substantei (exprimata in °C) si ora

din zi in care aceasta a fost inregistrata. = i :
a) Cate ore a fost monitorizata temperatura
substantei? o
b) La ce ora a fost inregistrata temperatura =
minima a substantei?
c) Care a fost temperatura maxima o
inregistrata? .
d) Determina functia f.
e) Ce temperatura avea substanta la ora 14? L
f) La ce ora a avut substanta temperatura de L -5t
21°C?
B VARA| L

Figura 20



2. Functia de gradul al doilea

Descopar

in figura 1 este reprezentata traiectoria unei mingi de baschet.

y _
5 | Inaltime (m)

P axd

Functii

Tu

Figura 1

a) Scrie domeniul de definitie si multimea de valori a functiei care modeleaza

traiectoria mingi

b) Care este inaltimea de la care jucdtorul a lansat mingea?

c) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice cu axa
0y si explica semnificatia acestuia in contextul problemei.

d) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice cu axa
OX si explica semnificatia acestuia in contextul problemei.

e) Care este inaltimea maxima la care ajunge mingea?

f) De cate ori s-a aflat mingea la inaltimea de 4,2 m deasupra solului?

g) ldentifica pe reprezentarea grafica
punctele care au ordonata egala cu 4,2.
Explica de ce sunt doua astfel de puncte.
Care sunt abscisele acestor puncte?

h) Identifica pe reprezentarea grafica
punctul care are abscisa egala cu 5. Care
este ordonata acestui punct? Explica de
ce exista un singur punct cu abscisa
egala cu 5.

i) Care este intervalul pe care functia
prin care este modelata traiectoria
mingii este crescatoare?

j) Care este intervalul pe care functia
prin care este modelata traiectoria
mingii este descrescatoare?
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Definitie. Functia f: R — R, f(X) = ax? + bX + ¢, unde a, b, c sunt numere reale si a # 0, se numeste functie
de gradul al doilea cu coeficientii a, b, c.

EXEMPLE:

1f:R >R, f(X)=2X2+X -4 2.f:R > R, fiX)=X?-3X.

po-0 e xe ca(esboxe8)of [z Boxe ()] +§- (&) } o (x- £) - &- £

W[(m%f bzwgac]—a(m%)z bzl;ac a<X+2ba> 42'

unde A = b? - 4ac este discriminantul ecuatiei aX? + bX + ¢ = 0.

2
Asadar, f(X) = a(x + 2%) + ;—ﬁ (egalitatea este numita forma canonica a functiei de gradul al doilea).

Evidentf(—%) = _4A_a si perechea (—% _4Aa > este un element al multimii Gj, iar punctulv(

un punct al reprezentarii grafice a functiei f.

b A

20" 4a ) i

. : £>2 ( g)z -4 -A
 Daca a > 0, atunci a(x+20 2 0, pentru orice numar real X, si a X+5 Za 2 Lgr Pentru orice
numar real X. Deci f(X) 2 % pentru orice numar real X, de unde rezulta ca —% reprezinta cea mai mica

valoare a functiei f, valoare numita si minimul functiei f. In acest caz, multimea valorilor functiei f
este [—4%, +00>.
b

2
« Daca a < 0, atunci a<x+%> < 0, pentru orice numar real X, si a<x+5) LA D

ig S 4gr Pentru orice
A

numar real X. Deci f(X) < < 7a pentru orice numar real X, de unde rezulta ca “ha reprezinta cea mai mare

valoare a functiei f, valoare numita si maximul functiei f. Tn acest caz, multimea valorilor functiei f

_A
ot (8.

Reprezentarea grafica a unei functii de gradul al doilea f: R — IR, fiX) = ax? + bX + c (a, b, c € R, a # 0) se
comporta asemanator cu reprezentarile grafice din figurile 2-7.

y y
b 0
2 v .
\/A X 0] b X o| _b
v 4a 2a “2a
a>0,A>0 a>0,A=0 a>0,A<0
Figura 2 Figura 3 Figura 4
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/

Prin observarea acestor reprezentari grafice deducem ca:

a<0,A>0 a<0,A=0 a<0,A<0
Figura 5 Figura 6 Figura 7

« Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OX intr-un punct daca A = 0 (figura 3 si figura 6), in
doua puncte daca A > 0 (figura 2 si figura 5), sau nu intersecteaza axa OX daca A < 0 (figura & si figura 7).

« Daca A< 0, atunci ecuatia f(X) = 0 nu are solutie si f(X) are semnul lui a pe R (figura 4 si figura 7), fapt care
poate fi reprezentat astfel:

X |—oo +00

) ‘ semnul lui a

» Daca A = 0, atunci ecuatia f(X) = 0 are solutia dubla X, = X, = —% si f(x) are semnul lui a pe intervalele

(—00, —£> si (—%, + w) (figura 3 si figura 6), fapt care poate fi reprezentat astfel:

2a
X | _b
‘ o] 20 + 00
) ‘semnul luia 0 semnul lui a

» Daca A >0, atunci ecuatia f(X) = 0 are doua solutii distincte X, Si X,. Presupunand ca X, < X,, f(X) are semnul
lui a pe intervalele (- oo, X,) si (X,, +) si semn contrar semnului lui a pe intervalul ( X,, X,) (figura 2 si
figura 5), fapt care poate fi reprezentat astfel:

X | -0 X X, +00
f(X) ‘ semnul luia 0 semn contrar semnului lui a 0 semnul lui a
« Dacd a > 0 (figurile 2-4), atunci functia f are valoarea minima y,,;, = —%, care se obtine pentru X = —%
(punctul de minim al functiei) si multimea valorilor functiei f este [—%, + oo).
» Dacd a < 0 (figurile 5-7), atunci functia f are valoarea maxima y,,, = —%, care se obtine pentru X = —%
(punctul de maxim al functiei). Multimea valorilor functiei f este (-00, —%] :
» Daca a <0, atunci functia f este crescatoare pe intervalul (—00, —%] si descrescatoare pe intervalul [—% , +00>.
» Daca a > 0, atunci functia f este descrescatoare pe intervalul <—00, —%] si crescatoare pe intervalul [—%, +00>.

Dreapta de ecuatie X = —% este axa de simetrie a reprezentarii grafice a functiei f.

» Daca a > 0, reprezentarea grafica a functiei f are aspect convex, iar daca a < 0, reprezentarea grafica
a functiei f are aspect concav.
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0BSERVATI. @ @

1. Valoarea minima (sau maxima) a functiei f se numeste valoare extrema sau extremul functiei, iar punctul
X = —% pentru care se realizeaza extremul se numeste punct de extrem al functiei.
2. Reprezentarea geometrica a graficului functiei f: R — R, f(X) = ax? + bX + c,unde a, b,ce R sia # 0,

in reperul cartezian X0y este o curba numita parabola, iar punctul V< ), care este punctul de

20’ 4a
extrem al graficului functiei, se numeste varful parabolei.

3. Intervalele (—00, —%] Si [—%, g m) se numesc intervale de monotonie ale functiei de gradul al doilea.

EXEMPLU:

Se considera functiile f: R — R, fiX) = X* + 4X + 4 si g : R — R, g(X) = -X? + 6X - 8. Reprezentarile grafice ale
functiilor f si g sunt redate in figurile 8-9.

fiR =R, fiX)=X2+4X + 4 Lecturand reprezentarea grafica a functiei f din figura 8, deducem ca:
) » Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OX intr-un
y/ singur punct, care are coordonatele (-2, 0).
j » Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OY in punctul
de coordonate (0, 4).
! » Functia fare un punct de minim X = -2.
i « Functia f este descrescdtoare pe intervalul (-0, -2] si crescatoare
E _x,  peintervalul [-2, + ).
-5 =4 =3 -2 -10{01 2 3

18U .

» Dreapta de ecuatie X = -2 este axa de simetrie a reprezentarii
grafice a functiei f.

e f(X) >0, pentru orice numar real X € (-o0, -2) U (-2, + »).
e fX)=0&X=-2.

g:R->TR, gX)=-X2+6X-8 Lecturand reprezentarea grafica a functiei g din figura 9, deducem ca:
» Reprezentarea grafica a functiei g intersecteaza axa OX in doua

;.V puncte, care au coordonatele (2, 0) si, respectiv, (4, 0).
: /E,\ « Reprezentarea graficd a functiei g intersecteaza axa Oy in punctul
: *,  de coordonate (0, -8).
=100 1 3 § & T 4@
-1 » Functia g are un punct de maxim X = 3.

« Functia g este crescatoare pe intervalul (-co, 3] si descrescatoare
pe intervalul [3, +o).

» Valoarea maxima a functiei g este 1.
« Multimea valorilor functiei g este (-oo, 1].

» Dreapta de ecuatie X = 3 este axa de simetrie a reprezentarii grafice
a functiei g.

T RE R EEE"

« g(X) > 0, pentru orice numar real X € (2, 4).
Figura 9 e gX)=0&Xe{2 4}
e g(X) < 0, pentru orice X € (-0, 2) U (4, +0).
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Aplic () @

1. In figura 10 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia
f:R—R. @ 4

i) Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare 3 ST
dintre enunturile de mai jos. Este corecta o singura varianta de 2
raspuns. .

A. Dintre punctele A(0, 4), B(2, 4), C(4, 2), D(2, 2), cel care apartine e et A
reprezentarii grafice a functiei f este: -1

a) A(0, 4); b) B(2, 4); c) C(4, 2); d) D(2, 2).

B. Dintre numerele reale f(3), fi4), f(5) si f(6), cel mai mare este: = |

a) f; b) fiu; Q) f5) d) f6). rleura 1o
C. Multimea solutiilor inecuatiei f{X) > 0 este:

a) (-, 0); b) (0, +eo); c) (0, 4); d) (4, +o).

ii) Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a
functieifcuaxaOXsunt____si_ .

b) Ecuatia f(X) = are doua solutii.
c) Multimea valorilor functiei feste .

2. In figura 11 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y,
functiaf:R — R, fiX) = X2 - 6X +9.
a) Precizeaza care sunt ordonata punctului A si abscisa punctului B
de pe reprezentarea grafica a functiei f.

b) Identifica punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei 1u

f cu axele OX si Oy ale reperului cartezian XOY si scrie coordonatele L
acestora. i FEE
c) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea graficd a functiei Figura 11

f care are abscisa egala cu 1?

d) Care sunt abscisele punctelor de pe reprezentarea grafica a functiei f care au

ordonata egala cu 1? PROVOCARE!

e) Care este imaginea numarului real 5 prin functia f? Verifica daci

f) Determina valorile numarului real a pentru care f(a) = 9. raspunsurile

g) Care este punctul de extrem al functiei f? exercitiilor sunt

corecte folosind

)
h) Care este multimea valorilor functiei f? _ )
cunostintele teoretice!

i) Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f a caror ordonata este egala
cu-1?
j) Care este intervalul pe care functia f este crescatoare?

k) Compara numerele reale f(-1) si f(2).

) Compara numerele reale f(1) si (7). (‘t
m) Cate solutii are ecuatia f(X) = 12? ;
n) Determina multimea numerelor reale a pentru care fla) < 0. %
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. v 3. Tn figura 12 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functiaf: R — R,
-y oj0 1 % 2 531‘: f(X)=-X2+4X-6.
E a) Ecuatia f(X) = 0 are solutie?
b) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy si
U scrie coordonatele acestuia.
¢) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
abscisa egala cu -1?
d) Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f a caror ordonata este egala
cu -3? Daca da, precizeaza care sunt abscisele acestor puncte.
e) Calculeaza fis) - f(3).
f) Care este punctul de extrem al functiei f?
. g) Care este multimea valorilor functiei f?
rleura 2 h) Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei fa caror ordonata este egala cu 1?
i) Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f a caror ordonata este egala
cu -5? Daca da, cate sunt?
j) Care este intervalul pe care functia f este crescatoare?
k) Compara numerele reale f(9) si f(5).
) Cate solutii are ecuatia f(x) = -7?
m) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = -11.
n) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > -2.
0) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < -6.
4. Se considera functiaf: R — R, f(X) = -X? + 4X.
a) Reprezinta grafic functia f folosind un instrument digital.
b) Cte solutii are ecuatia f(X) = 0? Care sunt acestea?
¢) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy si
scrie coordonatele acestuia.
d) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
abscisa egala cu 1?
e) Care sunt abscisele punctelor de pe reprezentarea grafica a functiei f care au
ordonata egala cu -5?
f) Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f care au abscisa egala cu
ordonata?
g) Care este valoarea numarului f(5)?
h) Determina numarul real a pentru care f(a) = 4.
i) Care este punctul de extrem al functiei f?
2D P"pé&) j) Care este multimea valorilor functiei f?
% L"Z k) Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f a caror ordonata este egala
7}@; (3 cu10?
?;-ga_? @ 1) Care sunt intervalele de monotonie ale functiei f?
. % m) Precizeaza valoarea de adevadr a propozitiei ,f(5) < f(1)".
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n) Cate solutii are ecuatia f(X) = -7?

0) Determina multimea numerelor reale a pentru care fa) < -12.

p) Determina multimea valorilor numarului real X pentru care f(X) > 0.
. Se considera functiaf: R — R, fiX) = X - 4.

a) Reprezinta grafic functia f folosind un instrument digital.

b) Identifica punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axele de
coordonate si scrie coordonatele acestora.

c) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
abscisa egala cu -3?

d) Care sunt abscisele punctelor de pe reprezentarea grafica a functiei f care au
ordonata egala cu -3?

e) Care este valoarea numarului f(2)?

f) Determina valorile numarului real a pentru care f(a) = 12.

g) Care este punctul de extrem al functiei f?
h)

i) Care sunt intervalele de monotonie ale functiei f?
)

Care este multimea valorilor functiei f?

j) Precizeaza valoarea de adevar a propozitiei , f(N15) < f(3)".
k) Cate solutii are ecuatia f(X) = 7?
l) Determina multimea numerelor reale a pentru care f(a) > -3.

m) Determina multimea valorilor numarului real X pentru care reprezentarea
grafica a functiei f se afla deasupra axei OX.

. In figura 13 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian X0y, functiile f: R — R,
fX)=X2-X-4,s5ig:R->R,g(X)=X-1.

a) Cate solutii are ecuatia f(X) = g(X)?

b) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > g(x).

Tu
—

Figura 13

UNITATEA 6

INDICATIE

Pentru a reprezenta
grafic functia f cu
ajutorul unui
instrument digital
(GeoGebra sau
Desmos), procedezi
astfel:

1. Deschizi GeoGebra
sau Desmos.

2.1n bara de intrare
(Input) din stanga,
folosind tastatura
aplicatiei, tastezi
WY = -X2+ 4X"
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Figura 15

7. Infigura 14 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian X0y, functiile f: R — R,
fX)=X2-4X+3,sig: R — R, g(X) = -X? + 2X - 1. Rezolva in multimea numerelor
reale inecuatia f(X) 2 g(X).

8. Se considera functiile f: R — R si g: R — R. Rezolva in multimea numerelor
reale ecuatia f(X) = g(X).
a)f(X)=X2-6X+1,gX) =X +1, b) f(X) = 2X? - 4X + 1, g(X) = 3X? - 6X + 2.

9. Se considera functiile f: R - R si g : R — R. Rezolva in multimea numerelor
reale inecuatia f(X) < g(X).

a) f(X)=-3X+1, g(X)=X2+3X+10; b)fiX)=X2-2X+3, g(X)=-2X2+1.
10. Se considera functiile f: IR — R si g : R — R. Determina multimea numerelor
reale m pentru care fim) < g(m).
a) f(X) = X + &4, g(X) =-X2-3X; b) f(X) = X2 - 5X + 15, g(X) = -X? + 5X - 10.

11. O fabrica produce seturi de decoratiuni. Costul mediu de productie per unitate

(exprimat Tn sute de lei) depinde de numarul de seturi produse zilnic (exprimat
in sute de unitati), conform unei functii f a carei reprezentare grafica in reperul
cartezian X0OY este redata in figura 15.

a) Care este domeniul de definitie al functiei f? Ce reprezinta acesta?
b) Rezolva ecuatia f(X) = 0. Ce semnificatie are rezultatul obtinut?

¢) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
abscisa egala cu 6? Ce semnificatie are acest punct?

d) Identifica punctul de minim al reprezentarii grafice a functiei f si precizeaza
coordonatele acestuia. Ce semnificatie are acest punct? Explica decizia pe care ar
trebui sa o ia managerul, dacd productia actuala este de 7 unitati (7 unitati
reprezinta 700 de seturi de decoratiuni).

e) Care este multimea valorilor functiei f?

f) Identifica intervalul de productie in care costul mediu creste. Ce se poate
spune despre functia f pe acest interval?

g) Compara costul mediu corespunzator unui volum de 6 unitati cu costul
corespunzator unui volum de 8 unitati.

h) Compara costul mediu corespunzator unui volum de 2 unitati cu costul
corespunzator unui volum de 3 unitati.

i) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.

j) Rezolva ecuatia f(X) = 13. Ce reprezinta solutiile obtinute in contextul activitatii
fabricii? Cum explici faptul ca exista doua cantitati diferite de produse care
genereaza acelasi cost mediu?

k) Rezolva inecuatia fiX) < 5. Ce reprezinta solutiile acestei inecuatii pentru
planificarea bugetului fabricii?

[) Observand forma curbei din reprezentarea grafica, identifica tipul de
dependenta (liniara, patratica).
m) Determina functia f a carei reprezentare grafica este redata in figura 15.
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12. n figura 16 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian X0y, curbele de evolutie g
a doua populatii de insecte, pe parcursul unui sezon de opt luni. Curba sub
forma de parabola reprezinta evolutia populatiei de fluturi nativi, iar dreapta
reprezinta evolutia unei specii invadatoare. Pe axa OX este reprezentat timpul
masurat in luni, iar pe axa Oy este reprezentat numarul de exemplare, exprimat
in sute. Vom nota cu f functia care modeleaza evolutia populatiei de fluturi
nativi si cu g functia care modeleaza evolutia speciei invadatoare.

a) Care este domeniul de definitie al functiei f? Ce reprezinta acesta?

CER RN RERR R

b) Identifica varful parabolei si precizeaza coordonatele acestuia. Ce semnificatie
are acest punct pentru populatia de fluturi?

-
& =

c) Care este multimea valorilor functiei f? 15

d) Determina intervalele de monotonie ale functiei f. Interpreteaza aceste
intervale din punct de vedere al evolutiei numerice a populatiei. 1
e) Compara numarul de exemplare de fluturi existente in luna a cincea cu numarul 10|
de exemplare de fluturi din luna a saptea.

f) Compara numarul de exemplare de fluturi existente in prima luna cu numarul
de exemplare de fluturi existente in luna a doua. Ce indica acest lucru despre
ritmul de reproducere la inceputul sezonului?

g) Rezolva inecuatia f(X) > 24. Interpreteaza solutia obtinuta.

1u
—

h) Identifica punctele de intersectie a celor doua curbe, precizeaza coordonatele
acestora si explica semnificatia acestora.

i) Rezolva inecuatia f(X) > g(X). Ce concluzie poate trage un biolog despre
dominanta uneia dintre cele doua specii in acea perioada?
j) Determina functiile f si g.

13. Intr-un studiu sociologic, s-a urmarit numarul de mentionari zilnice pe
platformele sociale pentru doua curente de opinie opuse, A si B. Studiul s-a
desfasurat pe parcursul a 10 zile. Evolutia numarului zilnic de mentionari pe
platformele sociale asociate opiniilor A si B este modelata prin functiile f si g.
Cele doua functii sunt reprezentate grafice in figura 17. Pe axa OX este reprezentat
timpul (exprimat in zile), iar pe axa OY este reprezentat numarul de mentionari
zilnice (exprimat in sute).

a) Care este domeniul de definitie al functiilor f si g? Ce reprezinta acesta?

b) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a
functiei f cu axa OX. Ce semnifica aceste puncte?

c) Identifica punctele de extrem ale reprezentarilor grafice ale functiilor f si g si
precizeaza coordonatele acestora. Ce semnificatie au aceste puncte?

d) Care este multimea valorilor functiei f? Ce semnificatie are aceasta multime?
e) Care este multimea valorilor functiei g? Ce semnificatie are aceasta multime?

f) Determina intervalele de monotonie ale functiei f. Interpreteaza aceste
intervale din punct de vedere al interesului publicului.

g) Determina intervalele de monotonie ale functiei g. Interpreteaza aceste
intervale din punct de vedere al interesului publicului. 001 23456780910

Figura 17
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{\ o - . v e . . . . -
t& C:) h) Compara numarul de mentiondri pentru opinia A din ziua a sasea cu numarul
de mentionari din ziua a saptea.

)1’ i) Compara numarul de mentionari pentru opinia A din prima zi cu cel din ziua a
@ doua. Ce indica acest lucru despre rapiditatea cu care s-a raspandit opinia A la

f inceputul campaniei?
j) Compara numadrul de mentionari pentru opinia B din ziua a sasea cu numarul
° de mentionari din ziua a saptea.
6 'CEZ k) Compara numarul de mentiondri pentru opinia B din prima zi cu cel din ziua a

doua. Ce indica acest lucru despre rapiditatea cu care s-a raspandit opinia B la

& ﬁ inceputul campaniei?

1) Rezolva ecuatia g(X) = 8. Interpreteaza solutia obtinuta.
m) Rezolva inecuatia f(X) 2 16. Interpreteaza solutia obtinuta.

n) Identifica punctele de intersectie a celor doua curbe, precizeaza coordonatele
acestora si explica ce reprezinta acestea.

0) Rezolva inecuatia f(X) < g(X). Ce concluzie poate trage un sociolog despre
dominanta uneia dintre cele doua opinii in acea perioada?

&
3 ‘k p) Determina functiile f si g.
;:,"? 14. Functiaf: [0, 4] = R, f(X) = -5X? + 20X, exprima dependenta dintre inaltimea fata
% de sol (masurata in metri) la care se afla o minge degajata de un portar si timpul

de la lansarea acesteia (masurat in secunde).
a) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital.
b) Ce reprezinta domeniul de definitie al functiei fin contextul miscarii mingii?

c) Identifica punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa OX
si scrie coordonatele acestora. Ce reprezinta acestea?

d) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica pentru care abscisa
este egala cu 1? Ce semnificatie are acest punct pentru pozitia mingii?

e) Identifica punctul de maxim al reprezentarii grafice a functiei f. Ce semnificatie
are acest punct?

f) La cate secunde de la lansare Tnaltimea la care se afla mingea fata de sol este
egala cu 15 metri?

g) Rezolva inecuatia f(X) > 15. Ce reprezinta solutiile aceste inecuatii?

h) Identifica intervalul de timp in care distanta dintre minge si sol creste. Ce se
poate spune despre functia f pe acest interval?

i) Compara indltimea la care se afla mingea fata de sol la 0,5 secunde de la lansare
cu inaltimea la care se afla la o secunda de la lansare.

j) Compara indltimea la care se afld mingea fata de sol la 3 secunde de la lansare
cu inaltimea la care se afla la 3,5 secunde de la lansare.

k) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.
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Investigatie: ,,Secunda care salveaza vieti”

Intr-un scenariu de urgenta din trafic, in care timpul de reactie a conducatorului auto este considerat

neglijabil, distanta de oprire depinde exclusiv de capacitatea mecanica a vehiculului de a disipa
v2

energia cineticd. Distanta de oprire (in metri) este modelata de functia d : [0, 70) — [0, +o0), d(v) = 6"
unde v reprezinta viteza vehiculului (exprimata in m/s). lata ce ai de facut:

Extragerea datelor si studiul proprietatilor

« Utilizeaza un instrument digital (GeoGebra sau Desmos) pentru a trasa graficul functiei d.

» Care este domeniul de definitie al functiei d? Ce reprezinta acesta?

» Determina numarul de solutii ale ecuatiei d(X) = 0. Interpreteaza semnificatia rezultatului.

« Precizeaza monotonia functiei d. Ce se intampla cu distanta de oprire pe masura ce viteza creste?
» Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are abscisa egala cu 20?
» Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are abscisa egala cu 40?
» De cate ori a crescut distanta, daca viteza s-a dublat?

« Daca viteza este v = 12 m/s, care este distanta necesara pentru oprire?

Analiza critica si optimizare - scenarii de lucru

» Un obstacol apare la 4 m distanta. Folosind reprezentarea grafica, determina viteza cu care se poate
deplasa o masina pentru a opri in siguranta, exact in fata obstacolului, si a evita impactul.

» Un obstacol apare la 9 m distantd. Care este viteza maxima cu care se poate deplasa o masina
pentru a pentru a opri in siguranta?

» Un obstacol apare la 80 de metri distanta. Poate evita obstacolul o masina care se deplaseaza cu
144 km/h?

» Compara distanta de oprire pentru v=10 m/s (36 km/h) si v =20 m/s (72 km/h). Desi viteza doar s-a
dublat, cu cati metri a crescut distanta de oprire?

» De ce este mult mai periculos sa cresti viteza de la 108 km/h la 144 km/h decat de la 36 km/h la
72 km/h, desi in ambele cazuri diferenta dintre viteze este de 36 km/h?
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3. Functii obtinute prin operatii de inmultire si/sau de
impartire, compunere cu functii afine si functii de gradul
al doilea

Descopar

Elevii vor fi impartiti in doua grupe si vor avea de rezolvat urmatoarele sarcini:

. Reprezentati grafic functiile f, g si h in reperul cartezian X0y, folosind un
instrument digital.

Il. Determinati domeniul maxim de definitie D al functiei h.
l1I. Rezolvati ecuatiile f{(X) = 0, g(X) = 0 si h(X) = 0. Ce observati?
IV. ) Determinati valorile numarului real X pentru care f(X) > 0 si g(X) > 0.
b) Determinati valorile numarului real X pentru care f(X) < 0 si g(X) < 0.
c) Determinati valorile numarului real X pentru care h(X) > 0. Ce observati?
V. a) Determinati valorile numarului real X pentru care fix) > 0 si g(X) < 0.
b) Determinati valorile numarului real X pentru care fiX) < 0 si g(X) > 0.
c) Determinati valorile numarului real X pentru care h(X) < 0. Ce observati?
Grupa1
fR >R, f(X)=2X+6,g:R - R, g(X)= X2+ 2X, h:D — R, h(X) = (2X + 6)(X2 + 2X)
Grupa 2

f:R — R, fX)=2X + 6,g:R — R, g(X) = X2 - 4, h:D — R, h(x) = X0

X2 -4

ivit @ @

Fie iR — R si g:R — R, functii afine sau functii de gradul al doilea. Prin inmultirea sau impartirea

acestora se obtin noi functii: h:R — R, h(X) = fiX)- g(X), i:A - R,i(X) = % (unde A este multimea
.. . X .
numerelor reale X pentru care g(X) # 0), si j:B - R, j(X) = ‘j]c((—x)) (unde B este multimea numerelor reale X

pentru care f(X) # 0).

Prin lecturarea reprezentarii grafice din figura 1, observam ca, pentru valori suficient de mari ale lui X,
reprezentarea grafica a functiei f se apropie de

dreapta de ecuatie y = 2. Putem spune ca dreapta

de ecuatie Y = 2 este asimptota orizontala spre ;s
+oo la graficul functiei f. De asemenea, pentru
valori suficient de mici ale lui X, reprezentarea
grafica a functiei f se apropie de dreapta de
ecuatie Yy = 2. Putem spune ca dreapta de ecuatie el :
y = 2 este asimptota orizontala spre -co la ‘
graficul functiei . In final, dreapta de ecuatie y =
2 este asimptota orizontala spre -0 si spre +oo
la graficul functiei f.

5u
—_—

Figura 1

N 170



Functii UNITATEA 6

0 asimptota orizontala spre +oo la graficul unei functii este o dreapta orizontala de care reprezentarea
grafica a acelei functii se apropie oricat de mult, fara a se confunda cu dreapta, pe masura ce valorile
variabilei cresc nelimitat.

0 asimptota orizontala spre -oo la graficul unei functii este o dreapta orizontala de care reprezentarea
grafica a acelei functii se apropie oricat de mult, fara a se confunda cu dreapta, pe masura ce valorile
variabilei scad nelimitat.

Prin lecturarea reprezentarii grafice din figura 2,
observam ca, pentru valori ale lui X suficient de
apropiate de 1, reprezentarea grafica a functiei se | Su_ | "
apropie de dreapta de ecuatie X = 1. Putem spune
ca dreapta de ecuatie X = 1 este asimptota verticala
la graficul functiei.

0 asimptota verticala la graficul unei functii este - . e fO : - o
o dreapta verticala de ecuatie X = a de care graficul
acelei functii se apropie oricat de mult, fara a se y B
confunda cu dreapta, pe masura ce valorile
variabilei se apropie de valoarea a.
Figura 2

Prin lecturarea reprezentarii grafice din figura 3,
observam ca, pentru valori suficient de mari ale
lui X sau pentru valori suficient de mici ale lui X,
reprezentarea grafica a functiei se apropie de
dreapta de ecuatie y = X-1. Putem spune ca
dreapta de ecuatie y = X - 1 este asimptota oblica
spre +oo si spre -oo la graficul functiei.

0 asimptota oblica spre +oo la graficul unei functii
este o dreapta oblica de care reprezentarea grafica
a acelei functii se apropie oricat de mult, fara a se
confunda cu dreapta, pe masura ce valorile
variabilei cresc nelimitat.

Figura 3

0 asimptota oblica spre - oo la graficul unei functii
este o dreapta oblica de care reprezentarea grafica a acelei functii se apropie oricat de mult, fara a se
confunda cu dreapta, pe masura ce valorile variabilei scad nelimitat.

OBSERVATII.

1. Daca exista asimptota orizontala spre +oo (- o) la graficul unei functii, atunci nu exista asimptota oblica
spre +oo (- ) la graficul acelei functii.

2. Daca exista asimptota oblica spre +oo (- ) la graficul unei functii, atunci nu exista asimptota orizontala
spre +oo (- ) la graficul acelei functii.

in continuare, pentru a determina comportamentul asimptotic al unei functii, vom stabili dacd reprezentarea
grafica a acesteia admite asimptote si vom preciza tipul acestora: orizontale, verticale sau oblice.
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Compunerea functiilor

Definitia 1. Fie multimile nevide A, B, C si functiilef: A — B, g : B — C. Functia h : A — C, h(X) = g(f(X)), pentru
orice X € A, se numeste compunerea functiei g cu functia f. Se noteazah=g - f.

Compunerea a doua functii f: A — B, g : B — C poate fi ilustrata astfel:

XeA f fix)ye B

\\\ g
g A f \\\ /
N gl e c

Operatia prin care din functiile f: A > B si g: B — C se obtine functia g o f: A — C, cu (g - A(X) = g(f(X)),
se numeste operatia de compunere a functiilor.

EXEMPLU:
Fie f:Q — @ f00 = 5% +5 519 :Q ~ Q, g0 =3x + 2

(fo 9)0) =f(g(1)) = f(3-1+2) = f(5) = %5 %_F;
L
3

9+f:Q ~Q, (g = g(fx)) =3+ (3X

>+2-—X+3 pentru orice X € Q.

f°91(Q—>Q,(f°g)(X)=f(g(X))=§-(3X+2) % % %pentruorlceXeQ

OBSERVATII:
1. Operatia de compunere e functiilor nu este comutativa.

2. Fie functiilef: A— B, g : B — Csi h: C - D. Atunci exista functiile (ho g) o f:A—>Dsiho(geof):A— Dsi
((h = g) = )X)=(h = (g = f))(X), pentru orice X € A (operatia de compunere a functiilor este asociativa).

3. Fie functiile 1,: A — A, 1,(X) = X (numita functia identica a multimii A) si 1;: B — B, 15(X) = X (numita
functia identica a multimii B). Atuncifo1,:A— B, 150 f:A—> BSifol,=f, 1,0 f=f.

OBSERVATIE.

Proprietatea de asociativitate a operatiei de compunere a functiilor ne permite sa notam

(hog)of=ho(gef)=hogof.

N Exercitiu rezolvat

: in figura &4 este reprezentatd grafic, in reperul cartezian X0y,
2 _

afeeeeeety functia f: R \ 2} - R, fix) = X2,

3 i

2 a) Determina coordonatele punctelor de intersectie a

Hol . reprezentarii grafice a functiei f cu axele de coordonate.

b) Stabileste intervalele de monotonie ale functiei f.

c) Determina imaginea functiei f.

d) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 4.

e) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) < 0.

f) Studiaza comportamentul asimptotic al functiei f.

Figura &4
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Rezolvare:

a) Coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii % 1
grafice a functiei f cu axa OX sunt (1, 0).

Coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii 5

grafice a functiei f cu axa Oy sunt (0, —%) .
b) Functia f este crescatoare pe intervalele (-, 1] si 5 G A

[3, +00) si descrescatoare pe intervalele [1, 2) si (2, 3]. s d z
c) Imaginea functiei f este (-co, 0] U [4, +0). i i /T\ B BT

d) fiX) = 4 & X = 3 (construim dreapta de ecuatie y = 4).

<—asimptota verticala
e) Observam care sunt valorile numarului real X pentru

5
=3

3 - . . - 4

care reprezentarea grafica a functiei f se afla sub axa OX =4

si obtinem f(X) < 0, pentru orice X € (-0, 2). -

f) Exista asimptote la graficul functiei f asimptota
verticald (dreapta de ecuatie X = 2) si asimptota oblica
spre +co si spre -oo (dreapta de ecuatie Y = X) (figura 5).

Aplic @ @

1. Se considera functiile f: R = R, fiX) = -2X? - 4X+5si g: R - R, g(X) = -3X + 4.
Calculeaza (f = £)(-1), (f» 9)(0), (g » £)(2) si (g - g)(-3) ‘:‘}S 4

2. Se considera functiile f:IR - R si g: R — R. Determina functiile fof, fog,g-f L &
Sigeg. bl T
a) f(X) = 3X, g(X) = X + & f) fiX) = X2 - 2X, g(X) =3X - 1; = '
b) f(X) =2X -3, g(X) = -X + 2; 8) f(X) = X? = X, g(X) = X2+ 3; OSs b
¢) fiX) = -6X - 5, g(X) = 8X + 7 h) f(X) = -X2+ X - 3, g(X) = -X + & D &
d) fiX)=V2X-5,g(X)=V8X +7; i) f(X) = 2X2 + 3X - 1, g(X) = X2 + 2X. {hs,g," '

e) fix) = <%+%>X+%, g(Xx) = (%-%)X-%; J) fX) = X2 -2, g(X) =2X2 - 1. ’ Gfq

3. Seconsidera functiilef,g: R — R, f(X) =ax + b, g(X) = cX + d, unde a, b, ¢ si d sunt 7 ?&' 30 K
numere reale. L‘E}" S0
a) Determina functiile fo gsig o f. 4 6" g 0¢
b) Determina o relatie intre numerele reale a, b, c si d astfel incatfog=g o f.
c) Pentru a # 0, determina (fo fo fo ... f)(0), n € N". ed "}J 1 _

4. Se considera functiile afine f, g : R — IR, f(X) = 4X + 1 si g(X) = 2X - 1. Determina i -b‘f? fed
numarul real a pentru care (f- g)(a) - %(g o f)a)=3. R

5. Se considera functia afina f: R — R, f(X) = aX + b, unde a si b sunt numere reale. .
Determina numerele reale a si b pentru care (f » f)(X) = 9X + 6.

.l &

6. Se considera functia f: IR — R, fiX) = vaX + b, unde a si b sunt numere reale, :
a > 0. Determind numerele reale a si b pentru care (f f)(X) = 9X + 6. o
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7. Fie functia afina f: R — R, fiX) = ax+b, unde q, b € R, a # 0. Determina

/ % numerele reale a si b pentru care:
= a) (o f)(X) = 2X - 1, pentru orice X € R.
o V' fof p

b) (f - f)(X) = f(X), pentru orice X € R.

: 8. In figura 6 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, o functie f: R — R.

i3 2u
B +—
2 g
4,
& 18 =14 12 A0 B &40 0|0 T~d_0 & W 13 W w0
? .
p Figura 6
Ny i) Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile
_‘_@ - de mai jos. Este corecta o singura varianta de raspuns.
(ﬁ:)/l A. Dintre punctele A(0, &), B(2, 4), C(4, 2), D(2, 2), cel care apartine reprezentarii
z% grafice a functiei f este:
S 2) A(0, 4) b) B(2, 4); o) 4, 2) 402, 2)
l@i B. Dintre numerele reale f(0), f(0,5), fi1) si f(2), cel mai mic este:
a) f(o); b) f(0,5); c) fi); d) fl2.
C. Multimea solutiilor inecuatiei f(x) > 0 este:
a) (-, 0); b) (0, +oo); ) (-2,2); d) (2, +o0).

ii) Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa
OX sunt Si .

b) Ecuatia f(X) = nu are solutii.
c) Functia f este crescatoare pe intervalul .

9. In figura 7 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia f: R - R,
fiX) = X(X2 - 3).

~ a) Identifica punctele de intersectie a reprezentdrii grafice a functiei
" f cu axele de coordonate si scrie coordonatele acestora.
3 b) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei
2 f care are abscisa egala cu -1?

c) Care sunt abscisele punctelor de pe reprezentarea grafica a functiei
f care au ordonata egala cu -2?
»  d) Stabileste intervalele de monotonie ale functiei f.

g e) Precizeaza care este multimea valorilor functiei f.

f) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 2.
-2 = g) Determina valorile numarului real X pentru care fiX) > 0.
-3 == h) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) < -2.

=" i) Studiaza comportamentul asimptotic al functiei f.
)

j) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > X.

Figura 7
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10. In figurile 8 si 9 este reprezentata grafic functia f : R\ {-6, 1} — R,

fixy = 2Rk

Ziox_6 M reperul cartezian XO0y.

[y

5 -1 6 5 =4 =3 -2 =)0 1 2 3 a4 5 & Tx
-1

=2
=5

Figura 8 Figura 9

a) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa OX si
scrie coordonatele acestuia. @

b) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 1.

¢) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) > 0.

d) Studiaza comportamentul asimptotic al functiei f.

11. Se considera functia f: R — R, fix) = (X? + 2X - 3)(X2 - 4).

a) Reprezinta grafic functia f in reperul cartezian X0y folosind un instrument
digital.

b) Identifica punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axele
de coordonate si scrie coordonatele acestora.

c) Precizeaza valoarea de adevar a propozitiei ,f(3) > f(4)".

d) Cate solutii are ecuatia f(X) = 2?

e) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) < 0.

f) Determina multimea solutiilor inecuatiei f(X) < -4.

g) Studiaza comportamentul asimptotic al functiei f.

h) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 2X? - 6X + 4.

12. Se considera functiile f: R \ {1} - R, f(X) = % sig:R - R,g(X)=X>-3X-3.
a) Reprezinta grafic functia f in reperul cartezian X0y folosind un instrument
digital.

b) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa Oy
si scrie coordonatele acestuia.

¢) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
abscisa egala cu 2?

d) Stabileste intervalele de monotonie ale functiei f.

e) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile f(X) = 0 si f(X) = -1.

f) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) < 0.

g) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) < -2.
h)

i)
j)

Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > - 1.
Studiaza comportamentul asimptotic al functiei f.
Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = g(X).

T 4 8 8 10 12 W 15 WL

INDICATIE:

Pentru a oferi
raspunsuri adecvate,
reprezinta graficele
functiilor folosind
instrumente digitale.

175 I



UNITATEA 6

Functii

POT MAI MULT

Explica modulin care
se obtin reprezentarile
grafice ale functiei g
din reprezentarea
grafica a functiei f.

13

13. Se considera functia f: R \ {-1} - R, fiX) =

Bi-2. 8) Bz, B
¥ L ¥
) 4
|
1 ol |
g |
| 5 [
A2.4) | | #a
3 .|I .'I
\ | i
0, L— I
\ _-'I /
\\ ;I_.?I.- Tu
. .'Q}. //_-'f
= -4 LJs] 1 7
Figura 10
]
A2 e a » A2 4
1
B 2w i fop B2 2
.:':'_\- f
=1 - '|_. LA+ I ¥
Tu
-2
Figura 11

a2 VA2

=3 = -1

= =
B(-2, -8)
Figura 12
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14. Se considerd functia f: R \ {4 - 23, 4+ 2\3} = R, f(X) =

2X -2

X+1°

a) Reprezinta grafic functia f in reperul cartezian X0y folosind un instrument
digital.

b) Identifica punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axele de
coordonate si scrie coordonatele acestora.

c) Verifica daca punctul de coordonate (-4, 3) apartine reprezentarii grafice a
functiei f.

d) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
abscisa egala cu -3?

e) Care este abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
ordonata egala cu 1?

f) Care sunt intervalele de monotonie ale functiei f?

g) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 4.

h) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) < 0.

i)
j)
k) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = X - 1.

Determina valorile numarului real X pentru care f(X) > 6.
Studiaza comportamentul asimptotic al functiei f.

X+2
X-1
X2 -6X-16

-X2+ 8X - 4

a) Reprezinta grafic functia f in reperul cartezian X0y folosind un instrument
digital.

[) Determina valorile numarului real X, X # 1, pentru care f(X) <

b) Identificd punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu
axele de coordonate si scrie coordonatele acestora.

¢) Verifica daca punctul de coordonate (3, -2) apartine reprezentarii grafice a
functiei f.

d) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
abscisa egala cu 4?

e) Care este abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are
ordonata egala cu -1?

f) Compara numerele reale f(-1) si f(0).

g) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = -7.

h) Determina valorile numarului real X pentru care f(X) > 4.

i) Studiaza comportamentul asimptotic al functiei f.

j) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > g(X), unde g : R \ {1} > R,

g(X) = _XX++21 :
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15. Viteza de crestere a unei colonii de bacterii sub influenta unui antibiotic este

12
modelata de functia V: [0, 6] - R, W(t) = %ﬁ”z

masurat in ore, iar V(t) (viteza de crestere) este exprimata in milioane de bacterii
noi pe ora.

, unde t reprezinta timpul

a) Reprezinta grafic functia V in reperul cartezian X0y folosind un instrument
digital.

b) Determind coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a
functiei V cu axa 0y. Ce semnificatie are acest punct pentru colonia de bacterii?
c) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a
functiei V cu axa OX. Ce semnificatie are acest punct pentru colonia de bacterii?
d) Verifica daca, dupa doua ore, viteza de crestere este mai mare de 4 milioane de
bacterii/ora.

e) Precizeaza monotonia functiei V. Ce semnifica aceasta?

f) Rezolva ecuatia W(t) = 7,5 si interpreteaza rezultatul obtinut.

16. Intr-o reactie chimica, concentratia unei substante (masurata in mg/1) depinde
de timpul inregistrat de la inceputul reactiei (masurat in secunde), conform

functiei C: [0, +o0) — [0, +o0), C(t) = t28+t4.
a) Reprezinta grafic functia C in reperul cartezian X0y folosind un instrument

digital.

b) Determind coordonatele punctului de intersectie a reprezentarii grafice a
functiei C cu axa 0Y. Ce semnificatie are acest punct?

c) Care sunt intervalele de monotonie ale functiei C? Ce semnifica acestea?

d) Studiaza comportamentul asimptotic al functiei C. Ce se intampld cu substanta
dupa un timp foarte mare?

e) in ce interval de timp concentratia are o valoare de cel putin 1,6 mg/(?

17. Intensitatea curentului electric I (in amperi) depinde de rezistenta variabild R
(in ohmi) a unui consumator extern, conform Legii lui Ohm pentru intregul circuit.
Functia I : [0, +0) - R, I(R) = R13?0'
Ohm pentru un circuit cu tensiunea electromotoare E = 120 V si rezistenta interna
r=100Q.

a) Reprezinta grafic functia I in reperul cartezian XOY cu ajutorul unui instrument
digital.

reprezinta modelul matematic al legii lui

b) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei I cu axa Oy si
determina coordonatele acestuia. Interpreteaza rezultatul obtinut.

¢) Sa presupunem ca avem un dispozitiv care necesita o intensitate constanta a
curentului de 2 amperi pentru a functiona. La ce valoare, masurata in ohmi,
trebuie setata rezistenta?

d) O siguranta fuzibila se arde in cazul in care intensitatea curentului electric
depaseste 3 amperi. In ce interval trebuie sa se afle rezistenta R pentru a nu arde
siguranta?

e) Studiaza comportamentul asimptotical functieil. Ce se intampla cu intensitatea
curentului electric, daca rezistenta R devine extrem de mare?

UNITATEA 6

POT MAI MULT

1. Se considera
functiile
f,9,h,p,q,r:R - R,
fX) =X,

g(x) = -fix),

h(x) = -f(X) - 4,

p(X) = f(X) + 5,

q(X) = 3X, r(X) = %x.

a) Reprezinta grafic, in
acelasi reper cartezian
Xoy, functiile fsi g, f
sihfsip.fsiqgfsir.
b) Explica modul in
care se obtin
reprezentarile grafice
ale functiilor

g, h,p,qsirdin
reprezentarea grafica
a functiei f.

2.Se considera
functiile
fig,hpqg:R->R,
fx) = x2,

g(xX) = X2 +3,

h(x) = X2 -2,

p(X) = (X - 4)?,
qXx)=(X+1)?2-3.

a) Reprezinta grafic, in
acelasi reper cartezian
X0y, functiile fsi g,
fsih,fsip,fsiq.

b) Explica modul in
care se obtin
reprezentarile grafice
ale functiilor g, h, p si
q din reprezentarea
grafica a functiei f.
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4. Functia putere cu exponent intreg

Descopar

intr-un experiment de fizica, intr-un cilindru prevazut cu un piston mobil se afla 12 g
de gaz. Prin deplasarea pistonului, volumul gazului V se modifica, iar densitatea
acestuia p variaza conform relatiei p = 12V~

a) Scrie functia f care exprima densitatea gazului in functie de volumul acestuia.
b) Care este domeniul de definitie al functiei f? Justifica raspunsul.
c) Reprezinta grafic functia f folosind un instrument digital (GeoGebra/Desmos).

d) Ce se intampla cu densitatea gazului atunci cand pistonul este ridicat (volumul
creste)?

e) Functia f este crescatoare sau descrescatoare? Ce proprietate a gazului reflecta
aceasta dependenta?

f) Ce se intampla cu densitatea daca volumul se dubleaza? Dar daca volumul se
injumatateste?

g) Ce se intampla cu densitatea cand comprimam gazul astfel incat volumul sa
devina foarte mic?

h) Ce se intampla cu densitatea cand volumul creste foarte mult?

i) Reprezentarea graficd a functiei fintersecteaza axele de coordonate? Interpreteaza
raspunsul.

Definitia 1. Fie n un numar natural nenul. Functia f : R — IR, f(X) = X" se numeste functia putere de gradul n.

OBSERVATII.

1. Daca n =1, atunci obtinem functia f: R — R, f(X) = X, care este o functie de gradul intai.

2. Daca n = 2, atunci obtinem functia f: R — R, f(X) = X?, care este o functie de gradul al doilea.

Functia putere cu exponent natural par

Fief:R — R, f(X) =X",n € N", n numar par, functia putere cu exponent
natural par. Cum n este numar natural par nenul, exista un numar
natural nenul k astfel incat n = 2k. Tn acest caz, putem scrie functia f
astfel: f: R = R, fiX) = X*, ke N".

in figura 1 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian X0y, functiile
g:R->R,gX)=X2sih:R - R, h(X) = X*“

Reprezentarea grafica a functiei f: R — R, fiX) = X%, k € N", are un
comportament asemanator cu reprezentarile grafice ale functiilor
g:R >R, gX)=X?sih:R - R, h(X) = X“. T L R T

N 178

Tu
—

=1

Figura 1



Functii UNITATEA 6

Studiind reprezentarile grafice din figura 1, deducem urmatoarele proprietati ale functiei putere cu exponent
natural parf: R — R, fiX) = X%, ke N"

Multimea valorilor functiei f este [0, + o).

Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate OX si Oy in punctul 0(0, 0).

Reprezentarea grafica a functie f este simetrica fata de axa 0y.

Functia f este convexa.

Functia f este strict descrescatoare pe intervalul (- o, 0] si strict crescatoare pe intervalul [0, + o).
e f(X) 2 0, pentru orice numar real X.
Functia putere cu exponent natural impar

Fief:R — R, fiX) = X", n € N*, n numar impar, n > 1, functia putere cu exponent natural impar. Cum n este
numar natural impar, n > 1, existd un numar natural nenul k, k € N*, astfel incat n = 2k + 1. in acest caz,
putem scrie functia f astfel: f: R — R, fiX) = X*, ke N".

in figura 2 sunt reprezentate grafic, in reperul T
cartezian X0y, functiile g : R — R, g(X) = X3 si o
h:R — R, h(X) = X5 !

Reprezentarea graficd a functiei f:R — R, f(x) = X2, i

keN, are un comportament asemanator cu . g/ /n
reprezentarile grafice ale functiilor g:R - R, i
gxX)=Xx3sih:R — R, h(X) = X>.

2
Xy

Studiind reprezentarile grafice din figura 2, deducem  ~* 7" * i il vy e B
urmatoarele proprietati ale functiei putere cu Ll
exponent naturalimpar f: R — R, f(X) = X%, k € N: P
» Multimea valorilor functiei f este RR. 08

0,2u
» Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza " M
axele de coordonate OX si Oy in punctul 0(0, 0). -12

Figura 2

» Reprezentarea grafica a functiei f este simetrica
fata de originea reperului cartezian.

« Functia f este convexa pe intervalul [0, +0) si este concava pe intervalul (- oo, 0] .
» Functia f este strict crescatoare pe R.

« f(X) < 0, pentru orice numar real X € (-, 0).

« fiX) >0, pentru orice numar real X € (0, + ).

e f(X)=0<X=0.

Definitia 2. Fie n un numar natural nenul. Functia f: R* - R, f(X) = X se numeste functia putere cu
exponent intreg negativ.

Distingem doua cazuri, dupa cum n este par sau impar.

» Dacd n este numar natural nenul par, existd un numar natural nenul k astfel incat n = 2k. In acest caz,
putem scrie functia fastfel: f: R* > R, fiX) =X ke N".

179 N



UNITATEA 6 Functii

in figura 3 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian X0y, functiile g: R* —» R, g(X) = X% sih: R* > R,

h(x) = X"
T
d
Tu
s
3
25
al gilh
15
1
08
X
A5 =4 =35 =3 <25 -2 =15 -1 Q5 0[Q 05 1 15 2 25 3 A5 4 45 §
-0
Figura 3

Reprezentarea grafica a functiei f: R® — R, fiX)= X2, k € N", are un comportament asemanator cu
reprezentarile grafice ale functiilorg: R" > R, g(X) =X sih: R" - R, h(X) = X

Studiind reprezentarile grafice din figura 3, deducem urmatoarele proprietati ale functiei f: R — R,
fiX)=X%* ke N"

- Multimea valorilor functiei f este (0, + ).

- Reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axele de coordonate OX si Oy.

- Reprezentarea grafica a functiei f este simetrica fata de axa Oy.

- Functia f este convexa.

- Functia f este strict crescatoare pe intervalul (- oo, 0) si strict descrescatoare pe intervalul (0, + o).
-fX)>0, pentruoriceXeR".

« Daca n este numar natural impar, exista un numar natural k astfel incat n = 2k + 1. In acest caz, putem
scrie functia fastfel: f: R" — R, f(X) = X%, ke N.

in figura 4 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian X0y, functileg:R* - R, g¥)=X",sih: R > R,
h(x) = X3,

Tu
—

[.L]

hr 5 =3 5 =1 0% |(yDE 1 RS- 2 RE D AN 4 45 & BE B BE T 7B
=54
-1
\+
|I-!
| 5
|

Figura 4

Reprezentarea grafica a functiei f: R* — R, fiX)= X%, k € N, are un comportament asemanator cu
reprezentarile grafice ale functiilor g: R* — R, g(X) =X, sih: R" > R, h(X) = X 3.
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Studiind reprezentarile grafice din figura 4, deducem urmatoarele proprietati ale functiei f: R — R,

fX) =X ke N:
- Multimea valorilor functiei f este R".

- Reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axele de coordonate OX si OY.

- Reprezentarea grafica a functiei f este simetrica fata de originea reperului cartezian X0y.

- Functia f este convexa pe intervalul (0, + ) si concava pe intervalul (- e, 0).

- Functia f este strict descrescatoare atat pe intervalul (- oo, 0) ct si pe intervalul (0, + o).

- f(X) < 0, pentru orice numar real X € (-, 0).

- f(X) > 0, pentru orice numar real X € (0, + ).

Aplic

1.

Se considera functiile f;: R — R, f;(X) =2X3,f,: R - R, f,(X) = -3X* + 2, f;: R" > R,
fi00=-2X3,sif,:R" > R, f,(X) = 4X 2 - 3.

a) Reprezinta grafic functiile f,, f,, f; Si f..

b) Identifica punctele de intersectie dintre reprezentarile grafice ale functiilor

fu fu f3 si f, cu axele de coordonate OX si Oy si precizeaza coordonatele
acestora.

c) Determina imaginile functiilor f,, f,, f5 Si f..
d) Studiaza monotonia fiecareia dintre functiile f,, f,, f5, fi-

. Utilizand reprezentarea grafica a functiei f: R — R, f(X) = X3, traseaza in acelasi

sistem de coordonate XOY reprezentarile grafice ale urmatoarelor functii:
a)f;:R >R, fiX)=X3+1;

b) f,:R =R, fixX)=x3-1,

Q) f:R =R, fiX)=(X+1)3

. Studiaza monotonia urmatoarelor functii:

a)f:R" = R’ fiX) = X2
b)f:R — R, fix) = -X*;
A f:R =R, fiX)=-4X°;

d)f:R" = R fix) = X3+ X3
e)f:R" > R-{1}, fiX)=X3+1.

. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a)X3=27, Q)2X3+1=-1, e) X*-5="59;
b) X* = -8; d) X* = 16; f)3x“-2=1.
Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) X4 =3x3% b) X2 = X6 C) -4XS=X3; d) 9X2=X".

. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile:

a) X5 > 8x% b) X* < X% C)2X2>X3; d) X' <4x3.
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POT MAI MULT

Se considera functiile
f,g,hij:R->R,
fX) =,
g(x) = (x - 3)%,

h(x) = (x + 2,

i(X) =X3+2,
jX)=x3-2.

a) Reprezinta grafic, in
acelasi reper cartezian
X0y, functiile fsi g,
fsih, fsii,fsij.

b) Explicd modul in
care se obtin
reprezentarile grafice
ale functiilor

g, h,isijdin
reprezentarea grafica
a functiei f.
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7. Se considera un patrat cu latura de lungime X cm, X € R, X > 0.
a) Exprima aria patratului in functie de X.
b) Scrie functia f care exprima aria unui patrat in functie de lungimea laturii sale.
c) Ce se intampla cu aria patratului daca latura acestuia se dubleaza?
d) Cum se modifica aria patratului daca latura acestuia devine de trei ori
mai mica?
e) Reprezinta grafic functia f.
f) Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate? Justifica
raspunsul.
g) Functia f este crescatoare sau descrescatoare?
8. Se considera un cub cu muchia de lungime X cm, X € IR, X > 0.
a) Exprima volumul cubului in functie de X.

b) Scrie functia f care exprima volumul unui cub in functie de lungimea muchiei
sale.

c) Ce se intampla cu volumul cubului daca lungimea muchiei sale se dubleaza?
d) Ce se intdmpla cu volumul cubului daca lungimea muchiei sale se
injumatateste?

e) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital (GeoGebra/
Desmos).

f) Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate? Justifica
raspunsul.

g) Functia f este crescatoare sau descrescatoare?

9. Intensitatea luminii produse de un bec intr-un parc, in functie de distanta
(exprimata in metri) fata de acesta, este exprimata prin relatia / = 120 - d"2

a) Scrie functia f care exprima intensitatea luminii produse de bec in functie de
distanta fata de acesta.

b) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital.

¢) Calculeaza f2).

d) Determina intensitatea luminii pentru distanta de 0,4 km.

e) De cate ori scade intensitatea daca distanta se dubleaza?

f) Pentru ce valori ale distantei intensitatea luminii este cel putin 7,5 unitati?

10. a) Determina raza unei sfere al carei volum este egal cu 36z cm?.

b) Determina aria unei sfere al carei volum este egal cu 3’%—“ cms.

¢) Determina volumul unei sfere a carei arie este egala cu 36z cm?2.

11. Timpul aproximativ t (exprimat in secunde) de care au nevoie moleculele de
cerneala pentru a difuza in apa pe o distanta de X centimetri este dat de formula

=1 .105. y2
t= 2 10° - X-.
a) In cat timp va difuza cerneala pe o distanta de 10 cm?

b) Pe ce distanta difuzeaza cerneala in 5 secunde?
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5. Functia radical de ordin 2 si ordin 3

imi amintesc PENDUL

1. Transcrie in caiet si completeaza tabelul urmator. ) 4

2

X 0 1 4 25 64 7 8 (<107 (-15) (%)
VX

2. Determina lungimea laturii unui patrat a carui arie este egala cu:
a)8lcm% b)121cm% ¢)576 cm%  d)1000cm%  e)2cm%  f)15cm2

3. Timpul in care un pendul face miscarea sa oscilatorie este dat de formula
Zn\jg , unde L reprezinta lungimea pendulului (in metri), iar g este acceleratia - 0

gravitationala, adica g = 9,8 m/s% Determina durata unei oscilatii a unui pendul
care are lungimea egala cu 1 m (poti folosi calculatorul).

4, Volumul unui rezervor care are forma unui cub este egal cu 64 m3. Determina
lungimea muchiei cubului.

Invat

Functia radical de ordin 2
Definitia 1. Functia f : [0, +c0) — [0, +0), f(X) = VX se numeste functia radical de ordin 2.

in figura 1 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia radical de ordin 2.

M

5Ty
4
3
2

1
X,
4 -3 -2 1001 2 3 4 5 68 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

-1

Tu

Figura 1
Lecturand reprezentarea grafica a functiei f din figura 1, deducem ca:

« Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele de coordonate OX si Oy in punctul 0(0, 0).
« Functia f este crescatoare pe intervalul [0, +oo).
» Punctul de extrem al functiei f este X = 0.

» Functia f este concava.
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Functia radical de ordin 3

Definitia 2. Functia f: R — R, f{X) = VX (se citeste ,radical de ordinul 3 din X") se numeste functia radical
de ordinul 3.

Functia radical de ordinul 3 asociaza fiecarui numar real X numarul real y cu proprietatea y3 = X.

EXEMPLE:
1.38 = 2 deoarece 23 = 8; 3.3-27 = -3 deoarece (-3)* = -27.

(11 ). 1.
2.5 = g deoarece (3) = 5
in figura 2 este reprezentata grafic, in reperul T
cartezian XO0Y, functia radical de ordin 3. 3
Lecturand reprezentarea grafica din figura 2 T | t—T
deducem: 1

AT .
o Im(f) = R; 44—444:/::)01 2 3 4 5 &
» Reprezentarea grafica a functiei fintersecteaza N i
axele de coordinate OX si Oy in punctul 0(0, 0). =
: . -3 A

» Functia f este crescatoare.

. . . . Figura 2
« Functia f este convexa pe intervalul (-, 0] si

concava pe intervalul [0, +0).

» Reprezentarea grafica a functiei f este simetrica fata de originea reperului cartezian X0y.

Exercitiu rezolvat @

Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia VX = 3 - 2X.
Rezolvare:
Reprezentam grafic functiile f: R — R, fiX) = VX, sig: R — R, g(X) = 3 - 2X in
acelasi reper cartezian X0Y, cu ajutorul unui instrument digital (GeoGebra sau
Desmos) (figura 3). Ecuatia VX = 3 - 2X este echivalentd cu ecuatia fiX) = g(X).

1u
—

48 B 40
/

Reprezentarile grafice ale celor doua functii se intersecteaza intr-un singur punct
(functia f este strict crescatoare, iar functia g este strict descrescatoare), care are
coordonatele (1, 1), de unde rezulta ca ecuatia f(X) = g(X) are solutia unica X = 1.
Asadar, solutia ecuatiei VX =3 - 2X este X = 1.

Figura 3

BN 184



Functii

Aplic @

1. Infigura 4 este reprezentata grafic, in reperul cartezian X0y, functia f. @

Tv

b
A0/01 2 8 4 § & T & 9 10 12 13 1415 16 17 18 19

Tu
...2 e},

Figura 4
a) Precizeaza domeniul de definitie al functiei f.
b) Precizeaza multimea valorilor functiei f.
c)
d)
e) Incadreaza f(4) intre doud numere intregi consecutive.
f) Compara £(6) si f(11).
g) Rezolva in R ecuatia f(X) =
h) Rezolva in R inecuatia f(X )

i) Determina valorile numarului real X pentru care 2 < f(X) < 4

Determina coordonatele punctelor A, B, C si D.
Precizeaza monotonia functiei f.

. Un zoolog studiaza distanta medie zilnica parcursa de un animal salbatic, in
functie de aria habitatului disponibil. Tn figura 5 este reprezentata grafic, in
reperul cartezian XOY, functia f care modeleaza aceasta situatie. Pe axa OX este
reprezentata aria habitalului, exprimata in km? iar pe axa Oy este reprezentata
distanta medie zilnica parcursa de animalul salbatic, exprimata in km.

P

J?

Tu
—

= S T N ¢ I - ]

X

3

<TI0 2 2 4 5 B TO®R 8 WIHN IR MW W W W AT B

Figura 5
a) Determina f(2).
b) incadreaza f(6) intre doua numere intregi consecutive.
c) Pr
d) R

Precizeaza abscisa punctului C.
Rezolva in R ecuatia f(X) = X

UNITATEA 6

STIAI CA..?

* Parintele notatiei
moderne a radicalului
(V) este considerat
matematicianul
german Christoff
Rudolff (1499 - 1545).
Acesta a introdus
simbolul radicalului
pentru prima data in
tipar in cartea sa de
algebra, Arta calculului
cu necunoscuta

(nu a fost tradusa in
limba romana),
publicata in anul 1525.
Semnul folosit de
Rudolff era doar o
bifa stilizata (v), fara
bara orizontala de
deasupra (numita
vinculum), care se
foloseste in prezent.

* René Descartes a
fost cel care a adaugat
deasupra linia
orizontala in lucrarea
sa La Géometrie
(Geometria), publicata
in 1637, unind astfel
simbolul lui Rudolff cu
o linie de acoperire,
rezultand forma
actuala.

* Desi simbolul este
relativ nou, conceptul
de radacina patrata
era cunoscut inca din
anul 1800 1.H. de catre
babilonieni, acestia
folosind metode
similare cu
aproximarile
moderne.
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POT MAI MULT

1. Se considera
functiile
f,9,h:10, +o0) > R,
p:[2, +0) > R,

fX) = VX,

g = fX) - 2,

h(X) = -2f(x),

p(X) = fiX - 2).

a) Reprezinta grafic, in
acelasi reper cartezian
X0y, functiile fsi g,
fsih,fsip.

b) Explica modul in
care se obtin
reprezentarile grafice
ale functiilor

g, hsipdin
reprezentarea grafica
a functiei f.

2. Se considera
functiile
fig.hp:R-R,

o) = 3%,

gx) = fX) + 1,

h(X) = f(-X),
p(X)=fiX+2)-1.

a) Reprezinta grafic, in
acelasi reper cartezian
X0y, functiile fsi g,
fsih,fsip.

b) Explica modul in
care se obtin
reprezentarile grafice
ale functiilor

g, hsipdin
reprezentarea grafica
a functiei f.
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e) Determina multimea numerelor reale m pentru care f(m) < 4.

f) Rezolva in R inecuatia f(X) > X + 1.

g) Determina distanta medie zilnica parcursa de animal, daca aria habitatului
este egala cu 2 km2.

h) Determina aria habitatului necesara pentru ca animalul sa parcurga zilnic 4 km.
i) Pentru ce valori ale ariei habitatului distanta medie parcursa zilnic de animal
depaseste 2 km?

j) Daca aria habitatului se dubleaza, atunci se dubleaza si distanta parcursa?
Justifica.

k) Daca aria habitatului creste de la 2 km? la 8 km?, cu cat creste distanta
medie zilnica parcursa de animal? Dar daca aria creste de la 8 km? la 18 km??
Ce observi?

. Autoritatile analizeaza impactul pe care il are constructia unei sosele asupra

mediului. Functia f:[0, +c0) — [0, +), fiX) = 20vX exprima dependenta dintre
suprafata zonei afectate (exprimata in ha) si lungimea soselei (exprimata in km).

a) Reprezinta grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital.
b) Punctul A(4, 40) apartine reprezentarii grafice a functiei f?

¢) Scrie coordonatele a trei puncte care apartin reprezentarii grafice a functiei f si
interpreteaza semnificatia practica a acestora.

d) Cate hectare are zona afectata de construirea unei sosele cu lungimea egala cu
16 km?

e) Ce lungime are o sosea a carei construire afecteaza o zona cu suprafata egala
cu 30 ha?

f) Autoritatile impun ca zona afectatd sa nu depaseasca 100 ha. Care e lungimea
maxima a soselei?

. Se considera functiile f: [1, +00) - R, fiX) = VX2 -1sig:R - R, g(X) = 3'\11 - X2,

a) Calculeaza f(1) - g(-3).
b) Reprezinta grafic functiile f si g in reperul cartezian XOy.

c) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarile graficele
ale functiilor f si g si axele de coordonate OX si 0Y.

d) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarile graficele
ale functiilor f si g.
e) Stabileste monotonia functiilor f si g.

f) Determina ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f a carui
abscisa este egala cu 9.

g) Determind abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f a carui
ordonata este egala cu V5.

h) Compara f(\10) - g(3).

i) Determina numarul de solutii ale ecuatiei f(X) = g(X).

j) Rezolvd in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = \15.
k) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(x) > 2.
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5. Infigura 6 sunt reprezentate grafic, in reperul cartezian X0y, graficele
functiilor f, g si h.
a) Precizeaza natura fiecarei dependente.
b) Precizeaza monotonia functiilor f, g si h.
c) Determina £(1), g(1) si h(1). Ce observi?
d) Scrie ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei
h a carui abscisa este egala cu 4.

e) Scrie abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei g
a carui ordonata este egala cu 0.
f) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile f(x) =
g) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile f(X ) 0 g(x) 2 si h(X
h) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < g(X).
i) Descrie cum se modifica ritmul de crestere al functiei h pe masura ce
argumentul creste.

6. Fie functiile f; : D; > R, unde D; reprezinta domeniul maxim de definitie al
functiei f, i € {1,2,3}, cu f,(X) = VX + 1, f,(X) = VX - 1, f3(X) = V2.
a) Determina multimile D;, i € {1,2, 3}.
b) Folosind GeoGebra sau Desmos, reprezinta grafic functiile f, i € {1, 2, 3},
in acelasi reper cartezian X0y.
c) Precizeaza multimea valorilor pentru fiecare dintre cele trei functii.
d) Scrie coordonatele a cel putin doua puncte de pe reprezentarea grafica a
fiecarei functii f;, i € {1, 2, 3}.
e) Scrie ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f, a cdrui
abscisa este egala cu 5.
f) Scrie abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f, a carui
ordonata este egala cu 3.
g) Existd un punct comun reprezentdrilor grafice ale functiilor f;, i € {1, 2, 3)?
h) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f,(X) < f5(X).

7. Se considera functiile f; : D; —» R, i € {1, 2}, fi(X) = V2X + 1, f,(X) = -V2x +1,
unde D; reprezinta domeniul maxim de definitie al functiei f, i € {1, 2.
a) Determina domeniul de definitie si multimea valorilor pentru fiecare dintre
functiile f, si f,.
b) Scrie coordonatele a cel putin doud puncte de pe reprezentarea graficd a
fiecareia dintre functiile f; si f,.
c) Ce poti spune despre intersectiile reprezentarilor grafice ale functiilor f; si f,
cu axele de coordonate OX si Oy?
d) Precizeaza monotonia functiilor f; si f,.

Figura 6

INDICATIE

Reprezinta grafic
functiile in acelasi
reper cartezian, cu
ajutorul unui
instrument digital.

STIAI CA..?

Radicalii nu se
limiteaza la radacina
patrata (v ).

Acestia pot fi de
ordinul 3 (radacina
cubica V"), ordinul 4
(V") si asa mai
departe.
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8. Se considera functiaf: R — R, f(X) =1 - X.
a) Calculeaza f(0) - f(1).
b) Reprezintd grafic functia f cu ajutorul unui instrument digital.
c) Determina punctul care apartine reprezentarii grafice a functiei f si are abscisa
egala cu -1.
d) Determina punctul care apartine reprezentarii grafice a functiei f si are
ordonata egala cu 3.

e) Identifica punctele de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei f si
axele de coordonate OX si Oy si scrie coordonatele acestora.

f) Precizeaza monotonia functiei f.
g) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 2.
9. Se consideri functiile f: R — R, f(X) = V2X + 15i g : R — R, f(X) = -V2X + 1.
a) Reprezinta grafic, in acelasi reper cartezian X0y, cele doua functii cu ajutorul
unui instrument digital.
b) Precizeaza multimea valorilor functiilor f si g.

c) Precizeaza coordonatele a cel putin doua puncte care apartin reprezentarii
grafice a functiei f.

d) Precizeaza coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarile grafice
ale functiilor f si g.
e) Stabileste monotonia fiecareia dintre functiile f si g.

Portofoliu

in 1851, fizicianul francez Léon
Foucault a prezentat celebrul
experiment al pendulului care i
poarta numele, demonstrand
rotatia Pamantului in jurul
propriei axe.

Consulta diverse resurse
(enciclopedii, manuale, resurse
digitale, inteligenta artificiala)
si realizeaza un scurt portofoliu
(1-2 pagini) despre pendulul lui
Foucault.

1. Descrie pe scurt ce este pendulul lui Foucault si cum functioneaza.
2. Explica observatiile care se pot formula despre miscarea pendulului.
3. Mentioneaza cateva locuri unde poate fi vazut un astfel de pendul.

4. Adauga o imagine relevanta si o scrie cateva curiozitati pe care le-ai
descoperit despre acest pendul.
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6. Functia exponentiala (numarul irational e)

Descopar

Un grup de elevi efectueaza un experiment in laboratorul de biologie. Ei trebuie sa
observe la microscop modul in care se inmulteste o bacterie.

Rezultatele masuratorilor efectuate sunt redate n tabelul urmator:

Timp (ore) 0 1 2 3 4 5 6
Numar bacterii 1 2 4 8 16 32 64

a) Cate bacterii vor fi dupa sapte ore? Dar dupa zece ore?

b) Folosind datele din tabel, determina functia care modeleaza fenomenul .
prezentat, apoi reprezinta grafic aceasta functie folosind Desmos sau GeoGebra.

Invat

Definitie. Fie a > 0, a # 1. Functia f: R — (0, +), f(X) = a*, se numeste functie exponentiala de baza a.

Proprietatile functiei exponentiale
X
Consideram functiile g : R — (0, +0), g(X) = (%) sih:R — (0,+), h(X) = 2%,

Reprezentarea graficd a functiei f: R — (0, +0), fiX) = @* are un aspect asemanator cu reprezentarea grafica
X
a functiei g : R — (0, + ), g(X) = (%) pentru 0 < a < 1 (figura 1) si cu reprezentarea grafica a functiei

h:R — (0, +o), h(X) = 2* pentru a > 1 (figura 2). Studiind reprezentarile grafice din figurile 1 si 2, deducem
urmatoarele proprietati ale functiei f: R — (0, + o), fiX) = a*:

Domeniul de definitie al functiei f este IR, iar multimea valorilor functiei f este intervalul (0, + o).

Functia f este strict descrescatoare pe R pentru 0 < a < 1si strict crescatoare pe R pentru a > 1.

Reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axa OX.

Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa Oy in punctul de coordonate (0, 1).

Pentru 0 < a <1, axa OX (dreapta de ecuatie y = 0) este asimptotd orizontala spre +co la graficul functiei f.

Tu

05
X

&y
-2 15 -1 050|Q 05 1 15 2 25 3 35 4 45 3 45 -4 -35 =3 -25 -2 -1§ -1 050005 1 15 2
i

Figura 1 Figura 2
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« Pentru a > 1, axa OX (dreapta de ecuatie Y = 0) este asimptota orizontald spre - oo la graficul functiei f.
» Functia exponentiala este convexa.

» Ecuatia de forma fiX) =m, m € R, m < 0, nu are solutie.

» Ecuatia de forma f(X) =m, m € R, m > 0, are o solutie unica.

Functia exponentiala cu baza e @

Functia exponentiala a aparut din nevoia de a modela diverse situatii reale, cel mai interesant exemplu
fiind cel al dobanzii compuse.

.....

p este procentul dobanzii pe care il acorda banca, iar n este frecventa de calcul a dobanzii pe perioada in
care este investita suma.

in continuare, vom examina ce se intdmpla cu valoarea de 1 RON investit cu dobanda de 100% pe un an,
capitalizata la diferite frecvente.

in conditiile date, S, = 1, p = 100% pe un an, p = 50% pe jumatate de an, .., p = 8,(3)% pentru o luna si
n
D(n) = (1 + %) .

Frecventa dobanzii 1.1 CRlETEn G
’ D(n) = (1 + ) (cu sase zecimale exacte)
Anuali (1 R 1)1 2 RON
1
. - 1\2
Bianuala (1 o i) 2,25 RON
Trimestrial (1 . %)4 2 441406 RON
o 1 12
Lunara (1 + ﬁ) 2,613035 Ron
Zilnica 1) 2714567 RON
(1+35) '
© © 1 8760
0 data pe ora (1 ‘3 760) 2,718127 RON
0 dat pe minut 1 y=ee 2718279 RON
P (1 * 525 600 !

o o 31536 000
0 data pe secunda )

(1 o m 2,718282 RON

Din acest tabel deducem: cresterea de la capitalizarea anuala a dobanzii la cea semestriala este mai mare
decat cresterea de la o capitalizare lunara la cea zilnica. Acest lucru ne face sa ne intrebam daca tiparul din
tabel va continua. Observam ca valorile dobanzii se apropie de un numar pe masura ce n creste. Acest
numadr este irational, se numeste numarul lui Euler si se noteaza cu e. In matematicd, este folosit frecvent
ca baza pentru multe modele exponentiale reale. Pentru a lucra cu baza e, folosim aproximatia e = 2,718282.
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Aplic ()

1. Reprezinta, in acelasi reper cartezian, folosind GeoGebra sau Desmos, graficele
functiilor f, g, h, i, j : R — (0,+), f(X) = 2%, g(X) = 2, h(X) = 2¥ + 1, i(X) = 2,
j(X) = 2% - 1. Ce observi?

2. Precizeaza monotonia functiei f: R — (0,+c0).

a) f(x) =300 - (1,2)%; c) f(x) =220 - (0,06)%; e) f(X) =-3-(0,2)%;
b) f(X) = 11-(0,99)5; d) f(X) = -(1,2)% f) fIx) =3 - (N2)*

3. Precizeaza care dintre urmatoarele situatii pot fi modelate prin functii
exponentiale. Justifica pe scurt fiecare caz.

a) Cresterea medie anuala a populatiei unei haite de lupi este de 25 de exemplare.
b) O populatie de bacterii scade de 8 ori la fiecare 24 de ore.
c) Valoarea unei colectii de monede a crescut cu 3,25% anual, in ultimii 20 de ani.

d) Pentru fiecare sesiune de antrenament, un antrenor personal percepe clientilor
cu 5 dolari mai putin decat in sesiunea anterioara.

4. Intr-o cultura de bacterii sunt initial 500 de bacterii, dar numarul acestora se
dubleaza la fiecare ora. @

a) Cate bacterii vor fi dupa patru ore?
b) Determina functia care descrie aceasta situatie.
c) Cate bacterii vor fi dupa zece ore?

5. 0 aplicatie digitala are initial 200 de utilizatori, iar numarul lor creste cu 20% in
fiecare luna.

a) Cati utilizatori vor fi dupa o luna? Dar dupa doua luni?
b) Determina functia care descrie aceasta situatie.
c) Cati utilizatori vor fi dupa sase luni? Dar dupa un an?
6. Populatia unei tari era de aproape 1,25 de miliarde in anul 2013, iar rata anuala de
crestere este de 1,2%.
a) Scrie functia exponentiald care modeleaza cresterea populatiei tarii.
b) Care va fi populatia tarii in anul 2031? Dar in 2035?

7. 0 persoana depune la o banca 100 000 de lei cu o dobanda nominala de 12% pe
an, capitalizata continuu. Care va fi valoarea investitiei peste 10 ani? Dar peste
20 de ani?

8. Valoarea unei masini este de 21 000 €. Aceasta isi pierde 12% din valoare in
fiecare an.

a) Scrie functia care reprezinta valoarea masinii dupa t ani.
b) Reprezinta grafic functia determinata la punctul a).
c) Estimeaza valoarea masinii dupa 6 ani.

9. 0 persoana are de ales intre doua modalitati de remunerare pentru o perioada
de 30 de zile:
- Oferta A: Primeste o suma fixa de 1000 de lei, achitata integral in prima zi.
- Oferta B: Primeste 1 leu in prima zi, iar in fiecare dintre zilele urmatoare suma
primita se dubleaza fata de cea din ziua precedenta.

Leonhard Euler

STIAI CA..?

Se considera ca
numarul irational e a
fost calculat pentru
prima oara de catre
matematicianul
elvetian Jacob
Bernoulli, in a doua
jumatate a secolului
al XVli-lea.
Descoperirea a avut
loc in timp ce acesta
studia procesul de
acumulare a
dobanzilor compuse.
Bernoulli a reusit sa
determine o valoare
aproximativa a acestui
numar cu o precizie
de 10 zecimale:

e ~ 2,7182818284...

Aceasta constanta a
fost denumita ,,e” de
catre matematicianul
elvetian Leonhard
Euler (1707-1783), care
a investigat si a
descoperit multe
dintre proprietatile
acesteia.
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STIAI CA..?

Daca ai putea indoi o
foaie de hartie de

42 de ori, grosimea ei
ar ajunge pana la
Luna. Acesta este un
exemplu clasic de

crestere exponentiala.

B 192

Ajuta persoana sa ia o decizie corecta, raspunzand la urmatoarele provocari:
a) Determina oferta care ar fi mai avantajoasa daca perioada de plata ar fi de
doar doua zile.

b) Calculeaza suma totald acumulata prin oferta B dupa 10 zile si compar-o cu
oferta A.

c) Stabileste ce varianta ar trebui sa aleaga persoana daca perioada de plata ar fi
de 30 de zile.

10. Se considera functiile f, g, h, i : R = R, f(X) = 3*, g(x) = -2%, h(X) = <%>X4,

i(x) = 2.

a) Determina multimea valorilor pentru fiecare dintre functiile f,g, h si i.
b) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre graficele functiilor
f,9, h, i si axa OY.
¢) Scrie ecuatiile asimptotelor orizontale la graficele functiilor f,g, h, i.
d) Scrie ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f a carui
abscisa este egala cu 1.

e) Scrie abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei g a carui
ordonata este egala cu -8.

f) Precizeaza monotonia functiilor f,g, h si i.
g) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia g(X) = -i(X).
h) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < h(x).
11. Folosind reprezentarile grafice ale unor functii exponentiale, compara

2
urmatoarele puteri cu 1: (g> ,\27,35,0,22, 40,253, V33, 0, (3)?, V2257".

3

12. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

a)2*=8; €)3%=27, e)3-4%=3;

b) 7* = 7 d) 5*- 2 = 50; £)1+10%= 1000,
13. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuati:

a)3x2=9; €)5%=6-X; e)2™X=x;

b)3X=—<%)X; d) 2¥+2= X+ 2; f)2X-4=T-X.
14. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:

a) 3% 227, Q) 5% <0, &) 22y

b) 3% < 4 - X3 d) 2%+ 3 <X - 2; f) -2X> V& + X.

Portofoliu:

Se considera functiile f, g, h, p : R > R, f(X) = 3, g(X) = 3* + 2, h(X) = -3*,
p(X) =-2-3%

a) Reprezinta grafic, in acelasi reper cartezian X0y, functiile f si g, f si h,
fsip.

b) Explica modul in care se obtin reprezentarile grafice ale functiilor
g, h si p din reprezentarea grafica a functiei f.
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7. Functia logaritmica (logaritmi, logaritm natural,
logaritm zecimal)

Descopar

intr-un laborator se studiaza dezvoltarea unei culturi de bacterii. La inceput exista o
singura bacterie, dar se constata ca numarul acestora se tripleaza in fiecare ora.

a) Determina dupa cate ore cultura va contine 81 de bacterii.

b) Determina dupa cate ore cultura va contine 729 de bacterii.

c) intre ce intervale de timp se afld momentul in care cultura ajunge la 1 000 de
bacterii? Cum am putea determina cu precizie acest moment?

it @ @

Definitia 1. Fie a > 0, a # 1 si X > 0. Se numeste logaritm in baza a din X numarul real y cu proprietatea
aY = X. Se noteaza Y = log X (citim ,logaritm in baza a din X").

OBSERVATIE.

y=log X< a¥=X,undea>0,a#1,X>0.

EXEMPLE:

1.24=16 < log,16 = 4; 3.2'=2 o log2=1; 5. <g>2=%5©logg%5=2;
2.2°=15 log,1=0; 4. 5% =125 & log,125 = 3; 6. 47 = 7 ¢ log,z = -2.
OBSERVATII.

1. Pentru orice numar real a, a > 0, a # 1, avem:

log,1=0; log,a=1; log,a'=r(r € Z).

2. Daca baza unui logaritm este 10, atunci in loc de log,, X vom scrie lg X si vom citi ,logaritm zecimal din X".
Logaritmii in baza 10 se numesc logaritmi zecimali.

3. Daca baza unui logaritm este numarul irational e, atunci in loc de log,X vom scrie InX si vom citi
,logaritm natural din X". Logaritmii in baza e se numesc logaritmi naturali.

Definitia 2. Fie a > 0, a # 1. Functia f : (0, +0) — R, f(X) = log, X, se numeste functie logaritmica de baza a.
Proprietatile functiei logaritmice

Reprezentarea grafica a functiei f: (0, +o0) — R, f(X) = log X are un aspect asemanator cu reprezentarea
graficd a functieig: (0, +) - R, g(X) = log%x pentru 0 < a <1 (figura 1) si cu reprezentarea grafica a functiei
h:R - (0, +0), h(X) = log,X pentru a > 1 (figura 2). Studiind reprezentarile grafice din figurile 1si 2 de la
pagina urmatoare, deducem urmatoarele proprietati ale functiei f: (0, + ) — R, fiX) = log ,X:

» Functia f este strict descrescatoare pentru 0 < a < 1 i este strict crescatoare pentrua > 1.
» Reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axa Oy.

« Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OX in punctul de coordonate (1, 0).
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Axa Oy (dreapta de ecuatie X = 0) este asimptota verticala la graficul functiei f.

Daca 0 < a < 1, atunci f(X) > 0, pentru orice X € (0, 1) si f(X) < 0, pentru orice X € (1, + ).

Daca a > 1, atunci f(X) > 0, pentru orice X € (1, +®) si f(X) < 0, pentru orice X € (0, 1).

0 ecuatie de forma f(X) = m, unde m € R, are o solutie unica pentru orice numar real m.

Pentru a € (0, 1) functia f este convexa, iar pentru a € (1, + o) functia f este concava.

¥ I -
35 2 =1
Tu h
3 FEETRTETE t8
25 1
2 0.5
X
1.5 2-15-1-05 [0O05 /1 15 2 25 3 35 4 45 5 55
0.8
1
-1
5 1.5
.1‘= e |
=3 =25 =215 =1 =05 15 2-25 3 35 4 45 =2
[ -3 —_—
-1 =3/
Figura 1 Figura 2

Aplic

1. Determina domeniul maxim de definitie D al functiei f:D — R si coordonatele
punctelor de intersectie a reprezentarii graficului functiei fcu axele de coordonate,
apoi precizeaza monotonia functiei f.

POT MAI MULT

Se considera functiile
f,g,h:R — (0, +o0),

p:R — (-1, +),

f00) = lgX, a) fiX) = log,(X + 1); ¢) fX) = log,(X - 1);

g(x) = f(X) - 5, b) f(X) = log,X + 1; d) fix) = log, X - 1.

h(x) = -3f(X), 2. Precizeaza daca functia f: (0, +o0) — R este crescatoare sau descrescatoare.
p(X) = fiX +1). a) f(x) = 300log, ,X; 0) fiX) = 220 - logy s %; e) fiX) = -3log, X;

a) Reprezinta grafic, in b) f0X) = 13l0g65X; d) 0 = ~10g g, X; f) fx) = 3log ;.

acelasi reper
cartezian X0y,
functiile fsi g, fsi h,

3. Se considera functiile f:A - R, g:B - R, h:C > R,i:D - R, (A, B,C,D C R),
f(X) = log,(X + 2), g(X) = -log, X, h(X) = log%(zx), i(X) = log 5 X.

fsip. a) Determina domeniul maxim de definitie (A, B, C, D) si multimea de valori pentru
b) Explicd modul in fiecare dintre functiile f, g, h si i.

care se obtin b) Precizeaza care este asimptota verticala la graficul fiecareia dintre functiile
reprezentarile grafice fig,hsii.

ale functiilor g, h si p c) Determina coordonatele a cate doua puncte care apartin reprezentarilor
din reprezentarea grafice ale functiilor f, g, h si .

grafica a functiei f. d) Pentru fiecare dintre functiile f, g, h si i, precizeaza (daca exista) coordonatele
punctelor de intersectie a reprezentarii grafice cu axele de coordonate.

e) Precizeaza monotonia fiecareia dintre functiile f, g, h si i.
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. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

a) log;x =3; c)log,X=X+3; e) lnX = X;
b) log, X = -lgX; d) log X = X+ f) log,X - &= V2 - X.

. Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele inecuatii:

a) log;x > 2; c) logsX <X +1; e) lg(9x + 1) 2 X%
b) 3* < log; X; d) log;X < VX - 2; f) -log,X > V4X + 3.

. Stim ca pH-ul unei solutii chimice este definit prin relatia pH = -Ig[H"], unde [H"]
reprezinta concentratia ionilor de hidrogen.

i) Calculeaza valoarea pH-ul unei solutii daca:

a)[H1=10% b) [H*]=10".

ii) Doua solutii au valorile pH-ului 2, respectiv 6. Determina de cate ori este mai
mare concentratia ionilor de hidrogen intr-o solutie fata de cealalta.

. Nivelul de perceptie a unui sunet se calculeaza cu formula L = 1olg— unde |

reprezinta intensitatea sunetului, iar I, este intensitatea minima perceptlblla.
Determina nivelul de perceptie a unui sunet, stiind ca intensitatea acestuia este
de 1000 de ori mai mare decat intensitatea minima perceptibila.

. Valoarea de expunere EV a unei camere foto masoara cantitatea de lumina care

ajunge pe senzorul de imagine. Aceasta este data de relatia EV = long;, unde f
indica deschiderea diafragmei, iar t este timpul de expunere, exprimat in secunde.
a) Determind valoarea de expunere pentru f=8sit=2.

b) Determina f, stiind ca EV = -2 si t = 16.

. Cantitatea de energie eliberata de un cutremur a fost de 500 de ori mai mare
decat cantitatea de energie eliberata de un alt cutremur. Diferenta dintre
magnitudinile celor doua cutremure, masurate pe scara Richter, este notata cu X.

Determina X stiind ca relatia dintre raportul energiilor si diferenta de magnitudine
este modelata de ecuatia 10"* = 500.

Portofoliu @

Functia care exprima dependenta dintre varsta/vechimea unui obiect care are
la baza o substanta organica si fractia de Carbon-14 ramasa in proba este
f:(0,1 - R, fiX) = -8267[nX.

a) Intr-o pestera s-a descoperit un pergament. Testele au ardtat ca acesta
continea 75% din cantitatea initiala de Carbon-14. Determina varsta
pergamentului.

b) Un os fosilizat are varsta de aproximativ 5730 de ani. Determina fractia de
Carbon-14 ramasa in proba.

UNITATEA 6

EXERSEAZA!

1. Transforma relatiile
urmatoare in relatii
echivalente folosind
logaritmi:

) 32= 9.

b) 2 '5‘3—2,

€)107'=0,1;
0(3)-%

2. Transforma
urmatoarele relatii in
relatii exponentiale
echivalente:

a) log z6 =2
b) lne = 1;
) 1g0,01=-2

d) log%81 = -4,

3. Compara urmatorii
logaritmi cu 1:

log:4,log,3, log 53,
log%\/?, In3, 1g9,

log, 5 4, log,e.
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Recapitulare

Exercitii recapitulative

1. Se considera functiilef: R - R, fiX)=2X-1sig: R - R, g(X) = -X + 2.

a) Determina monotonia functiilor f si g.

b) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axele de coordonate
OX si 0y.

c) Determina coordonatele punctelor de intersectie a reprezentdrii grafice a functiei g cu axele de coordonate
OX si 0y.

d) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 0.

e) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia g(X) > 0.

f) Determina coordonatele punctului de intersectie a reprezentarilor grafice ale functiilor fsi g.

g) Determina multimea numerelor reale X, pentru care f(X) < g(X).

. Se considera functiaf: R — R, f(X) = -X? + 4X - 6.

a) Identifica punctul de intersectie a reprezentdrii grafice a functiei f cu axa Oy si scrie coordonatele
acestuia.

b) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are abscisa egala cu -1?

c) Exista puncte pe reprezentarea graficd a functiei f a caror ordonata este egala cu -3? Daca da, precizeaza
care sunt abscisele acestor puncte.

d) Care este valoarea numarului fi4)?

e) Care este punctul de extrem al functiei f?

f) Care este multimea valorilor functiei f?

g)

h)

Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f a caror ordonata este egala cu 1?
Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f a caror ordonata este egala cu -5? Daca da, cate sunt?
Care este intervalul pe care functia f este crescatoare?

J
k) Compara numerele reale f(-3) si f(1).

~— ~

Care este intervalul pe care functia f este descrescatoare?

l) Compara numerele reale f(5) si f(9).

m) Compara numerele reale f(2) si f(7).

n) Cate solutii are ecuatia f(x) = -1?

0) Cate solutii are ecuatia f(X) = -7?

p) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = -11.

q) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > -2.

r) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < -6.

. Se considerd functia f: D — R, f(X) = VX - 1 - 2, unde D reprezinta domeniul maxim de definitie al functiei f.
a) Determina multimea D.

b) Determina multimea valorilor functiei f.

c) Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa Oy?




Recapitulare

d) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axa OX si scrie coordonatele acestuia.
e) Calculeaza f(1) - 2f(2) + 3f(5).

f) Exista puncte pe reprezentarea grafica a functiei f a caror ordonata este egala cu -2?

g) Determina abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f a carui ordonata este egala cu 1.

h) Stabileste daca functia este crescatoare sau descrescatoare.

i) Cate solutii are ecuatia f(X) = -1?

j)
k) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > 3.

Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = X - 3.

1) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(x) > 2™ - %

. Se considera functia f: D — R, f(X) = 2% - 1, unde D reprezinta domeniul maxim de definitie al functiei f.
a) Determina multimea D si multimea valorilor functiei f.

b) Identifica punctul de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axele de coordonate si scrie
coordonatele acestuia.

¢) Calculeaza f(2) - f(-2).

d) Stabileste monotonia functiei f.

e) Exista asimptote la graficul functiei f?

f) Cate solutii are ecuatia f(X) = 5?

g) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = 3.

h) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = log)_}(.

i) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(x) > 0.

. Se considera functia f: D — R, fiX) = log,(X - 2), unde D reprezinta domeniul maxim de definitie al
functiei f.

a) Determina multimea D.

b) Determina multimea valorilor functiei f.

c) Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa 0y?

d) Identificd punctul de intersectie a reprezentdrii grafice a functiei f cu axa OX si scrie coordonatele
acestuia.

e) Calculeaza 2f(3) - f(6).

f) Determina ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f a carui abscisa este egala cu 10.
g) Exista puncte pe reprezentarea graficd a functiei f a caror ordonata este egala cu -3?

h) Determina abscisa punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f a crui ordonata este egala cu 4.
i) Stabileste daca functia este crescdtoare sau descrescatoare.

j) Cate solutii are ecuatia f(X) = -1?

k) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia f(X) = X - 3.

) Rezolva Tn multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 1.

m) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) > log, X - 1.




Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

in figura 1 sunt reprezentate grafic functile £, g, h si i in reperul cartezian X0y.

N
g -2
a
—
” ALl
Figura 1
Subiectul | 70 de puncte
70 de puncte  Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.
(5p.) 1. Dintre functiile f, g, h si i, cea care descrie o dependenta patratica este
(5p.) 2. Domeniul de definitie al functiei jeste .
(5p.) 3. Multimea valorilor functiei f este
(10 p.) 4, Rezultatul calculului g(-1) + h(4) este egal cu
(5p.) 5. Multimea solutiilor ecuatiei g(x) = -1 este
(5p.) 6. Ordonata punctului care apartine reprezentarii grafice a functiei h si are abscisa egala cu
2 este
(5p.) 7. Coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei g si axa
absciselor sunt ( , ).
(5p.) 8. Coordonatele punctului de intersectie dintre reprezentarea grafica a functiei g si axa
ordonatelor sunt ( , ).
(10 p.) 9. Functia g este crescatoare pe intervalul si descrescatoare pe intervalul
(10 p.) 10. Dreapta de ecuatie este asimptota la graficul functiei
(5p.) 11. Multimea solutiilor inecuatiei i(x) <2 este .
Subiectul al ll-lea 20 de puncte

20 de puncte  scrie rezolvdrile complete.

(10p.) 1. Determina functia h.

(10p.) 2. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia h(X) = X.
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFARSITUL ACESTEI UNITATI: Sfoartebine 4bine 3mediu  2slab  1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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In geometrie

Ll

|1

3

et

adk 5. Rezolvarea triunghiurilor oarecare

Unitatea

Elemente de

trigonometrie
si aplicatii ale
trigonometriel

» 1. Cercul trigonometric: studiul functiilor
sinus si cosinus pe intervalul [0, 2x], studiul
functiei tangenta pe intervalul

[0, 2n] - {” 3“} deducerea valorilor functiilor

trigonometrice pentru valori particulare
QLRI 3n 2

’ E'Z’ §1 il nl 7’ Tc
» 1.1. Cercul trigonometric
» 1.2. Studiul functiilor sinus si cosinus pe
intervalul [0, 2x]; deducerea valorilor functiilor

trigonometrice pentru valori particulare
QLRI 3n I

1 glzl EY 51 nl ?’
» 1.3 Studlul functiei tangenta pe intervalul
[0, 2x] - } deducerea valorilor functiei

trlgonometrlce pentru valori particulare
gLXZ
’ 67 41 31
» 2. Formule trigonometrice de baza:
sin?X + cos?X =1, sin(x - X) = sinX,
sin(z + X) = -sinX, sin(2x - X) = -sinX,
cos(r - X) = -cosX, cos(x + X) = -cosX,

T, 21

cos(2x - X) = cosX, sin (g - X) = cosX,
cos (g - X) = sinX, tg(n + X) = tgX,
tg(r - X) = -tgX

» 3. Teorema cosinusului
» 4, Teorema sinusurilor

» 6. Aria triunghiului; ariile unor suprafete
poligonale
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UNITATEA 7 Elemente de trigonometrie

1.1. Cercul trigonometric

imi amintesc

Fie un cerc cu centrul in punctul O si raza egala cu 1 cm. Punctele A, B si C apartin
cercului astfel incat masura unghiului AOB s fie egalad cu 60°, masura arcului BC sd
fie egala cu 40° si unghiurile AOB si BOC sa fie adiacente.

a) Deseneaza figura geometrica care sa ilustreze datele problemei.

b) Determina masura arcului mic AB.

¢) Determina masura unghiului BOC.

d)

)

e

Determina masura arcului mic AC si masura unghiului AOC.
Determina lungimea cercului si lungimea arcului mare AC.

Invat

Stim ca unghiul este figura geometrica formata din doua semidrepte care au aceeasi origine. Pentru
masurarea unghiurilor, se foloseste ca unitate de masura gradul sexagesimal.

A
Un grad sexagesimal (notat 1°) este masura unui unghi la centru care cuprinde intre 5
laturile sale un arc de cerc a carui masura este egala cu a 360-a parte din masura
unui cerc.
Consideram un cerc de centru O si doua puncte A si B care apartin cercului. Unghiul
AOB este unghi la centru si masura lui este egala cu masura arcului mic AB (figura 1). Figura 1
1gura

in multe probleme practice, pentru masurarea unui unghi se foloseste o alta unitate R
de masura, radianul, notat 1 rad. Masura de un radian este masura unui unghi la

centru care subintinde un arc cu lungimea egala cu raza cercului (figura 2). L
Consideram un cerc de centru O si raza de lungime R. Punctele A si B apartin cercului

(0, R) astfel incat <AOB = a° (figura 3). Tn acest caz, lungimea arcului AB este

l_180° - 7R. Figura 2
intr-adevdr, cum lungimea unui cerc de raza R este 2nR si lungimea cercului A
corespunde unui arc de 360° (masura cercului), putem scrie:
360° e 27R Q

[0 A X B

_2nR - _7wR-«° __a®
X="360° < X=T1g0° ©X=7goe ™R Figura 3

B o . .. [ . . .

Din relatia [ = 180° - R obtlnem 180° =g s observam ca raportul R depinde numai de masura in grade a

unghiului AOB.
Raportul % (raportul dintre lungimea arcului AB si lungimea razei cercului %(0, R)) se numeste misura
arcului AB exprimata in radiani.

Se numeste masura in radiani a unghiului AOB masura in radiani a arcului AB.

Daca R =1, atuncil= aceasta relatie permitand trecerea de la o unitate de masura la alta.

180°'
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Elemente de trigonometrie UNITATEA 7

OBSERVATII.

1. La folosirea radianului ca unitate de masura nu se adauga, in scriere, niciun semn suplimentar, spre
deosebire de cazul utilizarii gradelor sexagesimale, unde folosim simbolul ,,° " in scrierea masurilor unghiurilor.

2. Masura unui cerc, exprimata in grade sexagesimale, este 360°, iar exprimata in radiani este 2. Astfel,
daca unarc de cerc are masura a° si a radiani, legatura dintre masura in grade si masura in radiani este data

de relatiaa = 180° .

EXEMPLE:

1. Masura in radiani a unghiului drept este n-90° _=n

180° " 2°

T, o
3 180

2. Masura in grade sexagesimale a unghiului cu masura egala cu Z este =60°.

3
Cercul trigonometric @

y

Consideram in plan reperul cartezian XOY si un cerc cu centrul in
punctul O si raza R = 1, pe care il vom nota &. Punctele de f
U

intersectie a cercului € cu axele de coordonate sunt A(1, 0),

B(0, 1), A'(-1, 0) si B'(0, -1) (figura 4). S

Un punct mobil, care pleaca din punctul A, se poate deplasa pe

cercul % n doua sensuri (figura 5): B(0,-1)

- sensul contrar miscarii acelor de ceasornic (sensul de la A Figura 4

spre B), numit si sensul poziti; y 50,1)

- sensul miscarii acelor de ceasornic (sensul de la A spre B’),

numit si sen'sulnegativ. K \ Sensmpozmv
OBSERVATIE. (-1, 0) !/

Prin conventie, sensul pozitiv de deplasare pe cercul & se /Sensulnegatlv

numeste sens trigonometric.

Arcul parcurs in sens trigonometric se numeste arc orientat Figura 5
pozitiv, iar arcul parcurs in sensul acelor de ceasornic se
numeste arc orientat negativ.

Fie M un punct pe cercul trigonometric. Unghiul AOM se numeste unghi orientat daca se precizeaza sensul
in care este parcurs arcul AM.

Definitie. Cercul cu centrul in originea reperului cartezian X0y si raza 1, pe care am definit sensurile pozitiv
si negativ, se numeste cerc trigonometric.

Fie un cerc (0, 1) si A, B doua puncte pe acest cerc care nu sunt diametral opuse. Daca
masura arcului mic AB este o® (sau a radiani), atunci masura arcului mare AB este
360°- a° (sau 2z - a radiani) (figura 6).

Prin definitie, unghiul la centru care subintinde arcul mare determinat de doua puncte
de pe cerc are masura 360°- «°, unde a° reprezinta masura unghiului la centru care
subintinde arcul mic determinat de cele doua puncte (figura 6). Figura 6

Tinand cont de aceasta definire a unghiului la centru care subintinde un arc mare, daca o este un unghi din
intervalul [0, 2x], atunci putem spune ca lui ii corespunde un punct M_ pe cercul trigonometric pentru care
masura unghiului AOM _ este «, unde A este punctul de coordonate (1, 0).
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UNITATEA 7 Elemente de trigonometrie

Cum lungimea cercului trigonometric este 2x, atunci A= M, B = Mg, AN=M_,B = M37n (figurile 7 si 8).

y y y y
B B B B
& T S 2n
A N2 \A Y VAR A A2 A A T\ A
NARRNYA VRN
B B’ B' B’
Figura 7
y y
Mz
: I |
" /\M Stim ca axele de coordonate
- 5 : > 5 " impart planulin patru cadrane
\J (figura 9).
1] \Y
M3z
2
Figura 8 Figura 9
Vom spune ca unghiul AOM, apartine cadranului I, I, lll sau IV, dupa cum punctul M apartine cadranului I,

I, 11l sau, respectiv, IV. Daca punctul M_ se afla in primul cadran, atunci o € (0, %) (figura 10). Analog,
» Daca punctul M apartine cadranului Il, atunci o« € (%, n) (figura 11);
» Daca punctul M, apartine cadranului lll, atunci a € <n, 37%) (figura 12);

» Daca punctul M, apartine cadranului IV, atunci « € (%’t, 2n> (figura 13).
y y

I g | 1

y y
B
M, 2
A AR I N \A A% \A A% \A
NN A JVAERUNYA
v 1 v i v I XV
B = M,

Figura 12 Figura 13

Figura 10 Figura 11

exerrle: @ @

1. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura g se afla in cadranul | deoarece

T T\ (fi
6 € (0, 2) (figura 14).
2. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura 23—7t se afla in cadranul Il deoarece

23—”6 (%, n) (figura 15).

I B ' Mz |B B

3
M 2n Sk
N[ AN A N
A 0 % A X N 0 A X 0 X
Msz
A

i B’ v 11} B’ Iv M B’ \} 1l

oA
s

"/
b3

Figura 14 Figura 15 Figura 16 Figura 17
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Elemente de trigonometrie

3. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura % se afla

in cadranul Il deoarece 57“ € (n, ?’775) (figura 16).

4. Punctul de pe cercul trigonometric asociat unghiului cu masura 53—“ se afla

in cadranul IV deoarece 5% € (37”, 2n> (figura 17).

Aplic @

1.

Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile
de mai jos. Este corecta o singura varianta de raspuns.

A. Un unghi are masura egala cu 120°. Exprimata in radiani, masura acestui unghi
este egala cu:

DL ES )%, 0.
B. Un unghi are masura egala cu % Exprimata in grade sexagesimale, masura
acestui unghi este egala cu:

a) 30°; b) 45°; c) 60°; d) 90°.

C. Punctul corespunzator unghiului cu masura egala cu 160° se afla in cadranul:
a)l; b) II; o lll; d)Iv.

. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Punctul corespunzator unghiului cu masura 53—n se aflain cadranul ____.

b) Punctul corespunzator unghiului cu masura (exprimata in radiani) se
afla in cadranul 111

. Determina masura in radiani a unui unghi, stiind ca masura sa in grade

sexagesimale este egala cu:
a)10°; b)15°; ¢)30°; d)45°; e)75°; f)135°; g)180°; h)240°; i)300°.

. Determina masura in grade sexagesimale a unui unghi, stiind ca masura sa in

radiani este egala cu:
2z, 3, Nz, 4m, ST, . )OI, T, oM, y/n
?1 b) 2 ) 6 ' d) 3 6’ f)121 g)36, h)81 I) 4! ]) 6"
a) Scrie masurile exprimate in grade sexagesimale a patru unghiuri aflate in:
d) cadranul IV.

a) e)

a) cadranul I; b) cadranul II; c) cadranul llI;

. Scrie masurile exprimate in radiani a trei unghiuri aflate in:

d) cadranul IV.

Marcheaza, pe cercul trigonometric, punctele corespunzatoare unghiurilor cu
masurile: 0°, 50°, 90°, 100°, 120°, 150°, 180°, 210°, 250°, 300°, 330°.

a) cadranul I; b) cadranul II; ¢) cadranul lll;

. Identifica cadranele in care sunt situate punctele asociate unghiurilor

s T 3n ®m 5t /n 4n S5m /m 4w 3m
cumasurile 5, % 3,5 5 5 476 0" 5

cercul trigonometric.

si marcheaza aceste puncte pe

UNITATEA 7

STIAI CA..?

« Un grad sexagesimal

reprezinta a 360-a
parte dintr-un cerc
sau a 90-a parte
dintr-un unghi
drept.

« Daca se imparte

cercul in 400 de
parti egale se obtine
un grad centezimal,
notat 18. Un grad
centezimal are 100
de minute
centezimale (1009),
iar un minut
centezimal are

100 de secunde
centezimale (100<).

18=100¢=10 000
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UNITATEA 7 Elemente de trigonometrie

1.2. Studiul functiilor sinus si cosinus pe intervalul

[0, 2]; deducerea valorilor functiilor trigonometrice

TN 37‘C2n

pentru valori particulare 0, % 6'%4' 3 20

Descopar

Fiea € (0, g) si M punctul de pe cercul trigonometric corespunzator unghiului cu

masura «. Notam cu M’ proiectia punctului M pe axa OX si cu M” proiectia punctului
M pe axa OY.

a) Demonstreaza ca patrulaterul OM’'MM” este dreptunghi.
s b) Demonstreaza ca OM” = sin a i OM’ = cos .
¢) Exprima coordonatele punctului M in functie de a.

Invat
Consideram a € (0, %) si M punctul de pe cercul trigonometric y
corespunzator unghiului cu masura a. Notam cu M’ proiectia punctului
M pe axa OX si cu M” proiectia punctului M pe axa 0Y (figura 1). M’ M

N , MM _ oM’

Triunghiul OM'M este dreptunghic in M’ si sin a = oM+ €05 %= G- o ]
Cum OM = 1, obtinem sin a = MM’ si cos « = OM’ = o wm JA X
Patrulaterul OM'MM" este dreptunghi, de unde rezulta OM” = MM’ si,
de aici, OM” = sin «. 5
Astfel, coordonatele punctului M sunt (cos a, sina). Figura 1
Aceasta relatie permite generalizarea sinusului si cosinusului unui unghi cu masura t € [0, 2x].

OBSERVATIE.

Pozitia unui punct M de pe cercul trigonometric poate fi data prin:

« coordonate metrice (masura arcului orientat AM);

« coordonate unghiulare (masura unghiului orientat AOM);

« coordonate carteziene (X, Yy)-

Fie t € [0, 2x] si M punctul de pe cercul trigonometric corespunzator unghiului cu masura t. Atunci punctul
M va avea coordonatele (cos t, sin t). Proiectiile punctului M pe axa OX apartin segmentului AA’ U {A, A}, de
unde rezulta -1 < cost < 1. Proiectiile punctului M pe axa Oy apartin segmentului BB' U {B, B}, de unde
rezulta -1<sint<1. y
Definitie. Functiile f : [0, 2] — [-1, 1], f(t) = sint si g : [0, 2x] — [-1, 1], B
g(t) = cost, unde sint si cost sunt ordonata si, respectiv, abscisa
punctului de pe cercul trigonometric care corespunde unghiului cu M

masura t, reprezinta functiile trigonometrice sinus si cosinus definite .
pe intervalul [0, 27]. N 0 MJA X

EXEMPLE:

1.Pentru a determina sin 6 Si cos reprezentam pe cercul trigonometric B

punctul M corespunzator unghlulm Cu masura = (flgura 2). Figura 2
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Elemente de trigonometrie UNITATEA 7

Punctul M(cos & sm6) se afla in cadranul | deoarecege (0,%). Notam cu M’ proiectia punctului M pe axa

OX. Triunghiul OM'M este dreptunghic in M’ si masura unghiului M'OM este g («M’OM =30°). Conform
teoremei unghiului de 30°, MM’=% OM, adica MM'’= % Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul OM'M
(<OM'M = 90°):
2
W02+ M'M2 = OM? & M'0? + (%) - Pe M0+ 1=1e M'o2 =1-1 & W02 =2, Obtinem MO = ?
in triunghiul OM’'M, cu <M’OM = 6' <M'MO = § Si <:MM 0= avem
1
Mm' 1.2 gnT_1
sin(<M’OM) = oM = sin G- =sing=5
7 V3
' om’ n_2 Tt _~N3
cos(<M'OM) = OM = S > s =
i , om n_\3
sin(<M’'MQ) = oM = sin 3 377
' _ MM’ n_1
cos(<M'MO) = oM = 0533
2. Pentru a determina sin% Si cosE reprezentém pe cercul trigonometric y
punctul M corespunzator unghlulw cu masura T (figura 3). Acesta se afla B "
in cadranul I. Notam cu M’ proiectia punctulm M pe axa OX. Triunghiul
OM’M este dreptunghic isoscel cu <OM'M = % si <M'OM = % Aplicand z
teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic isoscel OM’'M cu <OM'M = g & 0 mA X
si <M'OM =7 4 obtinem M'M = OM’ = g Atunci:
BY
. . M'M n_ N2,
sin(<M'OM) = oM = sin 7 L= Figura 3
, om’ T _N2
cos(<M'OM) = oM >0 =5

Folosind coordonatele carteziene ale punctelor A(1, 0), B(0, 1), A'(1, 0) si B'(0, -1) de pe cercul trigonometric
si masurile unghiurilor corespunzatoare, obtinem:

« sin0 =0, cos0 = 1(deoarece A(cos0,sin 0)); . sm?’z—’t -1, cos?’z’t (deoarece B’ (cos 3;, sm%))

. sin% =1, cos% (deoarece B(cosz, sm%) ); » sin 2t = 0, cos 27 = 1 (deoarece A(cos 2x, Sin 2x)).

e sint =0, cosxt = -1 (deoarece A'(cos, sinx));

Proprietate. Pentru orice t € [0, 2x] are loc egalitatea sin?X + cos?X = 1 (numita formula fundamentala a
trigonometriei). @

Fie t €0, 2r] si M punctul de pe cercul trigonometric corespunzator unghiului cu masura t. Atunci punctul
M va avea coordonatele (cost, sint).

e Dacate (0 g) atunci cost> 0 sisint> 0.

e Dacate ) atunci cost< 0 sisint > 0.

w

e Dacate (n,%) atunci cost < 0sisint <0.

e Dacite g, 27:), atunci cost >0 sisint < 0.
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UNITATEA 7 Elemente de trigonometrie

EXEMPLE:
3 3t _(n i I
1.sin i 0, deoarece % € (2,7:). 3.sin3 >0, deoarece 3 € (2, n).
In In 3n 3n
2. cos T < 0, deoarece 5 € (n, 5 ) 4.cos5 >0, deoarece 5 € (2 : Zn).

Proprietatile functiei f: [0, 2x] — IR, f(t) = sint @
Reprezentarea grafica a functiei f : [0, 2x] — [-1, 1], f(t) = sint, este redata in figura 4.

Lecturand reprezentarea grafica a functiei f deducem:

y
» Functia f este crescatoare pe intervalele [0, %] si [32—”, Zn] Si este 1 \ g
. . 2 It
descrescatoare pe intervalul [g,%‘] 0 % "\ >
« Valoarea maxima a functiei f este 15si se atinge pentru t = 2. gl i
' ' 2 Figura 4
» Valoarea minima a functiei f este -1si se atinge pentru t = 32—”

Multimea valorilor functiei f este [-1, 1].

» Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa OX in punctele de coordonate (0, 0), (x, 0) si (2x, 0).

« Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa Oy in punctul de coordonate (0, 0).
* sinX >0, pentru orice X € (0, ) Si sinX < 0, pentru orice X € (x, 2x).

e sinX=0< X e {0, x, 2x}.

Proprietatile functiei g : [0, 2] — [-1,1], g(t) = cost @

Reprezentarea grafica a functiei g : [0, 2x] — [-1, 1], g (t) = cost, este redata in figura 5.

Lecturand reprezentarea grafica a functiei g deducem:

» Functia g este crescatoare pe intervalul [r, 2] Si este descrescatoare Y
pe intervalul [0, x]. 1 o
» Valoarea maxima a functiei g este 1si se atinge pentru t = 0 si t = 2x. i . E o =
» Valoarea minima a functiei g este -1 si se atinge pentru t = x. -1 2 2
Figura 5

Multimea valorilor functiei g este [-1, 1].

» Reprezentarea grafica a functiei g intersecteaza axa OX in punctele de coordonate (g, 0) Si (32—“, 0

Reprezentarea grafica a functiei g intersecteaza axa Oy in punctul de coordonate (0, 1).

e COSX >0, pentru orice X € (0, g) u (37“, 21:) Si cosX < 0, pentru orice X € (%,37")

22
» Reprezentarea grafica a functiei g este simetrica fata de dreapta de ecuatie X = 7.

cosX=0eXe {’t 3“}.
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Exercitii rezolvate

1. Determina semnul produsului sinV2 - cos7.

Rezolvare:

2<(3 ) =>2<F=V2€ (0,

2
2. Compara numerele reale:
a) sin1sicos2;

Rezolvare
1€(0,5) =sin1>0
2€ (37)

MZE(

(2

= €0s2<0

NIa

, T

%)
")

Nia Nia

Functia f: [0, 2x] — [-1,1], fit) =

pe intervalul (%, n).
2<3

3. Determina sinX, stiind ca X € (2,2 >§i COSX =

Rezolvare:

(E) <7<n? :»§< 7<n:»\/_e(

):'sm\/f>0

> ):cosﬁ<0

b) sin2 si sin3.

= sin1>cos2

sint e descrescatoare

1
7

= siny2 - cos\7 < 0

~ = sin2>sin3

Folosim formula fundamentala a trigonometriei: sin?t + cos?t = 1, pentru orice

2
t [0, 2x]. Cum cosX = %, obtinem sin?X + (%) =1.

- 1)2 2y s 1
S|nX+<4 —1©S|nX+16—

Xe (%,h) =sinX<0

Aplic ()

1
16

15
=sinX=-

2 - 2y = 2
1o sin?X =1 & sin?x 16 £
4

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile
de mai jos. Este corecta o singura varianta de raspuns.

A. Dintre numerele sin 0°, sin30°, sin45°, sin60°, mai mare este:

a)sin0°  b)sin30°; c) sin 45°‘ d) sin60°.

B. Dintre numerele sin %’t, cos =X 13” ,sin g, cos ﬁ mai mic este:
. 6T, 13r, I,

a) sin 5 b) cos == 7 c)s ing; d) cos10

C. Rezultatul calculului smﬂ + 0S5 3n este egal cu:

a) -1 b) 0; 07; d) 1.

2. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Rezultatul calculului sin1- cos3 este ___ decat 0.

b) Rezultatul calculului sinm - cosx este egal cu .

CONTEXTUALIZEZ

Functiile sinus si
cosinus descriu
miscarea circulara
uniforma idealizata si
permit determinarea
pozitiei unui punct
aflat pe cercin orice
moment.

Sa ne imaginam un
punct luminos fixat pe
valva unei roti de
bicicleta de raza R, in
timp ce bicicleta este
suspendata si roata se
invarte. Daca originea
sistemului de axe
0(0,0) este 1n centrul
butucului rotii, atunci
pozitia valvei la un
moment dat este data
de relatiile:

X(t) = Rcoswt,

y(t) = Rsinwt, unde

R reprezinta raza rotii,
W reprezinta viteza
unghiulara a rotii,
masurata in radiani pe
secunda, iar t
reprezinta timpul.
Functia cosinus indica
pozitia valvei pe
directia stanga-dreapta
fata de centrul rotii. Ea
arata cat de departe se
afla valva orizontal
(stanga - dreapta) de
centrul rotii in timpul
rotatiei. Functia sinus
indica pozitia valvei pe
directia sus-jos fata de
centrul rotii. Ea arata
cat de sus sau cat de
jos se afla valva in
timpul rotatiei.

Daca analizam pozitia
valvei fata de sol,
observam ca centrul
rotii se afla la
|nalt|mea R.Tn acest
caz, ‘modelul
matematic devine

h(t) = R + Rsinwt.
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3. Calculeaza:
a) sin30° - cos30° + sin180°- sin60° - c0s60°;
b) cos?45°+2sin?30° - sin 90°;
) V2 - cos45°-/3 - c0s30° + cos60°;

d) sin30° - c0530° - 43 - sin45° - c0s45° + sin60° - cos60°;
) sin30° . f) sin60° - c0s90°. sin45° - cos0°

€ COS45° - sin45°’ €0s25° ! g sin30°
4, Calculeaza:
; 2 T yXL 2 P 2,
a)sm6+cos i cos3, g) 4sin g (0S¢ - CoS 4+sm 3
1 T _ 2T, T _
b)\/§ sm3 sin?; h) V3 - sm3 cos3,
R R S 2 N B T T_ T pus
c) (sm6 cosg +sing cos3) cosg' IRER c056+sm6 25|n4 cos4,
2 2 ; n T T n T .
d) cos 4+S|n i smz, j) (sm6 cosﬁ)(sm6+c056),
. E. E_ . T, . L . . . E_ E 2
e)sm6 cos; sm4 sm3+sm0, k)(sm3 cos3) +cos6,
2T _ Py nT, T _ T cink
f)sm3 cos +sm6, l)sm3 CoSg - C0S3 S|n6.
5. Arata ca:
A U Y. JPUNE AR SIS NSUPY
a) (c054+sm4) = <sin%> : c) (sm3 cos?’)(sm3 + cos3) = C0s7y.
T, eink 2_ PXL T,
b) (cos3 +S|n6) COS’E + C0S”3;
6. Determina semnul numarului real:
3r. 02 . 15
a)sm,lo, b) cos L c)sin 3; d) cos 1; e) sin - 5
7. Determina semnul numarului real a:
a)as= sm%Jt smlgt, d) a = cos1,8 - cos5,5; g)a=sink+ cosk
2n 107 51 Vérs
b) a = COST - COS——; e)a= sm?+sm€, h)a= smﬁ smz,
¢) a = sin\8 - sinV15; f)a=cos;+cosz41, i)a-= coszgr cos?’77r
INDICATIE: 8. Compara numerele reale:
T 1z Ix 17x 18x 3n 4
Se va folosi semnul/ a) cos—7- sisin%; b) sin=g~ si sin=3; c) cos " si cos-.
monotonia functiilor 9. Determina sinX, stiind ca:
fg:10,2a] - [-1,1], a) cosx=% sixe (0,7); c) cosX = —g sixe (n, 37“)
f(t) = sint, g(t) = cost. , ] 5
__ 2 . _1 o1
b) cos X 3 siXe (2, ), d) cosX 5 S |Xe<2,2n>.
10. Determina cosX, stiind ca:
=3 T\, oy = 24 3n
a)sinX = S XE(O,Z), c) sinX 5% 5|Xe( 2)
; 5 ) A 3n
b) sinX = 13$|Xe(2, ) d)sinX = 2$IX€<2 2)

11. Fie X € [0, 2x]. Calculeaza:
a) (sinX + cosX)2 + (sinX - cosX)%  b) (4sinX + 3cosX)? + (4cosX - 3sinX)2

B 208



Elemente de trigonometrie UNITATEA 7

& e
1.3. Studiul functiei tangenta pe intervalul [0, 2] - {E 3'7“}, tf’_lf‘_l,&“?-i o,

deducerea valorilor functiei trigonometrice pentruvalori "~ i.7 ;\
particulare 0, ¢, 7', 3, 7, 27 . ¥

imi amintesc

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A.

a) Exprima sinB, sinC, cosB, cosC, tgB si tgC in functie de lungimile laturilor
triunghiului ABC.

b) Exprima tg B in functie de sin B si cosB.

c) Exprima tg C in functie de sin C si cos C.

vt @

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu <ABC = t(f"gura 1). c
. . o AC _AB _&

Din clasele anterioare, stim ca: sint = Bc oSt = BC' tgt=

AC

sint _BC _AC
Astfel, Cost = B ~AB - 18T »
BC N 3

OBSERVATIE. :

- 3 Figura 1

sint

Raportul == coot exista daca cost # 0, adicd daci t # 2 5 Sit#=" >

Definitie. Functia h: [0, 2x] \{% 32—"} — R, h(t) = tgt (tgt = %) reprezinta functia trigonometrica
tangenta definita pe [0, 2] \{’t 3"} unde sint si cost sunt ordonata si, respectiv, abscisa punctului de

pe cercul trigonometric care corespunde unghiului cu masura t.

EXEMPLE:
sin® Y2
_sin0 _0_ o4k 2 _sinm_0 _
1tg0=2 c0=7=0; 3.1g5 = ot 12 T; 5.1g7 = Zosn =27~ 0
2
r 1 x V3
SIin= = sins =
n.26.2_1_33 n_ 2 3.2 _sin2n _0_
ZtgG'cosE'ﬁ'\/?'f*’ 4tg3-cosg-%-x/§, 6.tg2n =2 5 =7=0.
2
Pentru identificarea semnului functiei trigonometrice tangenta vom folosi relatia tgt = i:)—r;tt, pentru orice
tefo,2n]\ {Z,32}. astfel,
. 3n
-te(0,§>:»tgt>0, -te<,2>=tgt>0
. 3n
-te(z, ):~tgt<0, -te<2,2n>:tgt<0.
EXEMPLE:
T T T\. 3n .
1 tgz >0, deoarecez S (0 f)' 3.tg5<0, deoarece 5 € ( 7 ,27:),
3n T 3n
2. th< 0, deoarece—e (2, ), 4.tg4 >0, deoarece 4 € (2, 7 )
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Proprietatile functiei h: [0, 2x] \ {n 3“} h(t)=tgt @

Lecturand reprezentarea grafica a functiei h din figura 2 deducem:
» Functia h este crescatoare pe fiecare dintre intervalele
T\ (z 3m) (3n ]
0.5 GF).(F 2= of = 7 m X

» Reprezentarea grafica a functiei h intersecteaza axa OX in punctele
de coordonate (0, 0), (x, 0) si (2x, 0).
» Reprezentarea grafica a functiei h intersecteaza axa OY in punctul

de coordonate (0, 0). Figura 2
» Dreptele de ecuatii X = % SiX= 37” sunt asimptote verticale la graficul functiei h.
T 3n 3n
o tgX >0, pentru orice X € (0 2) u ( " ) sitgX <0, pentru orice X € (2, ) U (2 ,Zn)

o tgX = O‘I’ilc?sxx 0 < sinX=0< Xe{0,x, 2xn}.

Exercitii rezolvate

1. Determina semnul produsului tg2 - tg75—7c

Rezolvare:
2€e (2, ):>tg2<0

n 3n
Te(ny) =160
2. Compara numerele reale:
a)tgtsi tg157C b) tg 2 si tg 2"
57 37 6"
Rezolvare:

= tg2-tg <

a)%e(O,%):ﬂggw

e () wlpe

VEe (5
e (3)

Functia h : [0, 2x] \ {

= tg5 S tg’ISn

7’!} — R, h(t) = tgt e crescatoare ¢ = tg%’t < tg%Jt

NI:\

pe intervalul (f’ 1:).

2t _5n
36 )

3. Determina cosX, stiind catgX=-2siX € (2, )

Rezolvare:

gx=-2= Eg;))(( -2 = sinX = -2cos X

Folosim formula fundamentala a trigonometriei: sin?t + cos2t = 1, pentru orice
t € [0, 2x]. Cum sinX = -2cos X, obtinem (-2cos X)? + cos 2X = 1.

4cos 2X + coszx=1(i>5coszx=1<i>coszx=l

:cosx=—%:cosx=—§
2h Xe(z, )=>cosx<0 5



Aplic @

1.

Calculeaza;
a) tg30°- tg60° + tg45°;
b) tg245° + tg260° - tg 0°;

1
c)\/7

d) (tg60°- tg 45°)(tg60° + tg45°);

- COS45° - \3 - tg30° + c0s 60°;

. Calculeaza:

4cos2§,

b) (sinE : tg% + sinE-tg§) : 6tg%;

T
a)3tg2€+ tg? 4

01 Htg? (cos2 g +sin? “) - cos?

3 2
Arata ca:
a)1+ tgzx =
b) tgX + L , pentru orice X € (0,

th sinX - cos X

. Determina semnul numarului real;

13z,

Determina tgX, stiind ca:

a)cosX—% |Xe(0 g)

b) cosX = —% sixe (2, ),

. Determina cosX, stiind ca:

a)tgx=2siXe (0,%);

b) tgX = —\/%m X e (2, ),

. Determina sinX, stiind ca

a)tgX =- \/_SIX€<2, ),

<(03)

1o
b)tgx-\/§$|x

Elemente de trigonometrie

tg30° )

e) COS45°- tg45°’
tg60° - c0s90°
)—tg25o ;

Sin45°- cos0° .
9% te30°

" (tg60° - tg30°)>2
sin30°

d)@-tg%ﬂinz—\@sinz-cos
e) 4 (tgz—cos ) —tgh,

f) tgg- cosZ - sinZ . tg§ +1g0.

33
o2 {5e3)

gy btgF o tg23—“; Atk eltg2 g5  gigs.

Determina semnul numarului real a:

a)a-= tg%”-tgg; d)a=tg3-tg3; g)a=tg5 - tgk;

b) a=tg2 tgm’E e)a=tgl+ g2, h)a=tg2-tgT;

c)a=tgV8 - tg\15; f)a= tg€+tg1§“, i)a= tg21117t tg1;jt
. Compara numerele reale:

a) singg.i tg%; )tg5 si tg3X 7 ; e) sin4 sitg1.

Otgx=-3sixe (3 2r);
d)tgx = \/_SIXE< ,32’°>

c) tgX = Ssixe <3n Zn);

1

d)tgx =

~m
—~
a
Ng T
~

A
e
\/—

UNITATEA 7

EXERSEAZA!

1. Scrie litera
corespunzatoare
raspunsului corect
pentru fiecare dintre
enunturile de mai jos.
Este corecta o singura
varianta de raspuns.
A. Dintre numerele
tg0°, tg30°, tg45°,
tg60°, mai mic este:
a) tg0°; b) tg30°;

c) tg45°; d) tg60°.

B. Igintre3nume£ele
_75 O 44T
tg13—7E mai mare este:
a)tg g;

3,
b) tg 5
4,
g

C. Rezultatul
calculului tgr + tg2n
este egal cu:

a)-1;

b) 0;

)
)1.

2. Completeaza
spatiile libere pentru
a obtine propozitii
adevarate:

a) Rezultatul
calculului tg1-tg3
este _ decat0.

b) Rezultatul
calculului tgz% + tgzg

(@
— NIA

1

o

esteegalcu .

21 .



UNITATEA 7 Elemente de trigonometrie

2. Formule trigonometrice de baza: sin?x + cos?x =1,
sin(x - X) = sinX, sin(x + X) = -sinX, sin(2x - X) = -sinX,
cos(m - X) = -cosX, cos(m + X) = -cosX, cos(2x - X) = cosX,

sin (% - x) = COSX, cos(% - x) = sinx, tg(m + X) = tgX,

tg(n - X) = -tgX

Descopar

Elevii vor fi impartiti in trei grupe de lucru. Elevii din fiecare grupa vor marca pe
cercul trigonometric punctele corespunzatoare unghiurilor cu masura t si vor
completa, folosind cercul trigonometric, un tabel ca cel de mai jos:

t

sint

cost
Grupa 1: t € {30°, 150°, 210°, 330°}
Grupa 2: t € {45°, 135°, 225°, 315°}
Grupa 3:t € {60°, 120°, 240°, 300°}

X

2

Fiete (0,

unghiului cu masura t. Punctul N(cos(% - t), sin(g - t)) este punctul de pe

cercul trigonometric corespunzator unghiului cu masura g- t (figurile 1si 2).

) siM(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric corespunzator

Punctele M’ si N’ sunt proiectiile punctelor M si N pe axa OX. Atunci OM’ = cost,
MM’ = sint, ON’ = cos( 2= t), NN’ = sin (% - t). Triunghiurile dreptunghice
MM’O si ON'N sunt congruente (OM = ON, <MOM’ = <ONN’), de unde rezulta
OM’ = NN, MM’ = ON..

OM’' = NN’ = cost = sin(% - t)

Nla
1
=
=

Figura 1

MM’ = ON'=> sint = cos(% - t)

Asadar:

sin(% - t) = costssi cos(g - t) = sint, pentru orice X € (0, %)

D,

Fi 2
0BSERVATIE. @) s

sin(90° - X) = cos X si cos(90° - X) = sin X, pentru orice X € (0, 90°)
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Folosind simetria cercului trigonometric fata de axele de coordonate si fata de originea reperului
cartezian X0y, vom exprima functiile trigonometrice ale unghiurilor din cadranele II, Il si IV in functie de
functiile trigonometrice ale unghiurilor din primul cadran. Formulele obtinute le vom numi formule de
reducere la primul cadran.

o Fiete (g, n) si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric y
M(cost, sint) N

corespunzator unghiului cu masura t. Punctul N este simetricul punctului
M fata de axa OY. Evident, punctul N apartine cercului trigonometric. t
Punctele M’ si N’ sunt proiectiile punctelor M si N pe axa OX (figura 3). et
Atunci OM’ = -cost, MM’ = sint. M0 N’ X

Triunghiurile dreptunghice OMM’ si ONN’ sunt congruente (OM = ON,
OM’ = ON’), de unde rezultd <MOM’ = <NON’ Cum <MOM’ = & - t,
obtinem <«NON’ = & - t, deci coordonatele punctului N sunt (cos(x - t), Figura 3
sin(x - t)). Atunci ON’ = cos(x - t), NN" = sin(x - t).

OM' =ON' = -cost = cos(x - t)
MM’ = NN’ = sint =sin(x - t)

sin(x-1t) _ sint _
cos(mk-t) -cost

tg(n - t) = -tg t

Am obtinut formulele de reducere la primul cadran:

cost=-cos(m - t), sint =sin(x - t), tgt = -tg(x - t), pentru orice t € (g, n)

Folosind masurile unghiurilor exprimate in grade sexagesimale, obtinem:

cos X = -¢0s(180° - X), sinX =sin(180°- X), tg X = -tg(180° - X), pentru orice X € (90°, 180°)

EXEMPLE: (@)
5 n__1

o — _ o _ o) - _ o=_1. 5_75:_ 28 C tg =
1. €05120° = -cos(180° - 120°) = -cos 60 2 3.18 tg(n 6) tge R

L 3n o 3m | om V2
2.5|n4 —sm(n 4)-sm4— 5

o Fiete <J‘C, 3—“) si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric corespunzator unghiului cu masura t.

Punctul N este simetricul punctului M fata de punctul O. Evident, y

punctul N apartine cercului trigonometric. Punctele M' si N’ sunt
proiectiile punctelor M si N pe axa OX (figura 4). Atunci OM’ = -cost,
MM’ = -sint. m’ (Dt-n

Triunghiurile dreptunghice OMM’ si ONN’ sunt congruente

(OM = ON, <MOM’' = <NON’), de unde rezulta OM' = ON' si  M(cost, sint)
MM’ NN. Cum <MOM’' = t-x, obtinem <NON' = t-=x, deci

coordonatele punctului N sunt (cos(t-m),sin(t- ). Atunci Figura &
ON'’ = cos(t - xr), NN = sin(t - n).

OM’ = ON’= -cost = cos(t - )

MM’ = NN’ = -sint = sin(t - x)

sin(t-n) _ -sint _
cos(t-n) -cost

tg(t - n) = tgt
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Am obtinut formulele de reducere la primul cadran:

cost=-cos(t - m), sint =-sin(t - ), tgt = tg(t - ), pentru orice t € (n, %’t)

Folosind masurile unghiurilor exprimate in grade sexagesimale, obtinem:

cos X = -cos(X - 180°), sinX =-sin(X - 180°), tg X = tg(X - 180°), pentru orice X € (180°, 270°)

EXEMPLE: @)
1. 5in225° = ~sin (225° - 180°) = -sin 45° = —g; 3.1g T=1g (%" - n) = tg

n_1
6 3

oo oo (AT_ ) - cosE- ]

2.cos3" = cos(3 n)— 053 = -3;

o Fiete (32—’t, 21:) si M(cost,sint) punctul de pe cercul trigonometric y
corespunzator unghiului cu masura t. Punctul N este simetricul punctului N
M fata de axa OX. Evident, punctul N apartine cercului trigonometric.
Punctul P este punctul de intersectie dintre axa OX si dreapta MN t A -t
(figura 5). Atunci OP = cost, MP = -sint. an-t[P]

/AR

in triunghiul isoscel OMN, segmentul OP este mediana si inaltime, deci
semidreapta OP este bisectoarea unghiului MON, de unde rezulta
<MOP = <NOP = 2z - t. Astfel, coordonatele punctului N sunt (cos 2x - t), Figura 5
sin(2x - 1)) si OP = cos(2x - t), NP = sin (2x - t).

M(cost, sint)

OP=0P = cost=cos(2r - 1)
MP =NP = -sint=sin(2x - t)

Am obtinut formulele de reducere la primul cadran:

cost=cos(2x - t), sint =-sin(2x - t).
Folosind masurile unghiurilor exprimate in grade sexagesimale, obtinem:

cos X = c0s(360°-X), sinX =-sin(360°- X).

EXEMPLE:

. o o o oV i zno. N3, Nr _ Ne\_ _.x_\3
1.5in300° = -sin (360° - 300°) = -sin 60°= -5; 2. cos1Z = cos (2n- TF) = cosZ =33,
OBSERVATIE.

2 T . T 3n - 3n L
Daca X € (0,2),atuncnr Xe (Z,J'C),TC"'XG <TC, 7 ),21: X € (2 ,2n> Sl:

sin(rt - X) =sinX; sin(z + X) = -sinX; sin(2z - X) = -sinX;
cos(m - X) = -cos X; cos(m + X) = -cos X; cos(2x - X) = cos X.
tg(m - X) = -tgX; tg(m + X) =tgX;
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Exercitii rezolvate PORTOFOLIU
1. Calculeazé: Transcrie i
a) tg 4 - sin 23n cosﬂfn, c)sin170°-sin10°; &) sin % +sinZ % completeaza tabelul
. 531 Ly 8w 2n 2n urmator.
b) sm27 + c0527; d) CoS 5 - C0S T f) cos ﬁ -sin<= 5 - .
t sint cost tgt
Rezolvare:
5n 3n s T 0
a)4€< >=>tg4'tg< )‘tg4'1
2n 2r _ . 2n . 3 g
?e<2, )=>sm3-sm<n—?>—sm§=7 .
1 <3n ) N _ ( _11_n>= n_\3 A
6 271) = cos— 6 cos | 2n 6 cos6 7 .
2n Nz V3 3 3
tg4—5|n3+cos?—1—7+7—1 i
4 bm h4m\ __ 3m 2
b)TE(E,TC>=>COST- cos(n 7) cos - 2
. .31 4u_ . ,3x ( 3n> ., 3n 3n_ 3
22T 28T _ 0 OT —cqin2 2T 22t
Sin’== + cos? == = sin? == 0s =7 ) =sin*Z-+cos’ === 1 %
€) 170° € (90°, 180°) = sin170° = sin (180°-170°) = sin 10° 4
sin170°-sin10° =sin10°-sin10°= 0 %

8t _ (3n 8m _ _8=n 2

d)?e<7,2n>:>cos?—cos<2n 5) cos -
8n_ . 2n n_ .21

cos 5 cos + 5 = C0S 5 cos + 5 =0

8n 3n 8n . (8n PR
e)7€< 2>:>sm7——sm<7—n>— sin 3
8x . T . T
S|n7+sm7 (—Sln7)+ sm7—0
_ T T 2n
f) cos10 sin (2 10) sin== 5

28 _ 21 2n
cos10 sm5 sm5 sm5 =0.

2. Comparasin2 cu cos1.
Rezolvare:
2€e (2, ) =sin2=sin(x - 2)

ol S5 Wl NE wlF Sl ol @

1€ (0 2) = €0s1=sin (5-1)

Trebuie s3 comparam sin (x - 2) cu sin (g - 1).

2n

n—z—(%—1)=n—2—§+1=§—1>0:>n—2>§—1

12 16(03)

‘2>§'1 =

n-2%

Functia f: [0, 2x] — [-1, 1], fit) = sint este crescatoare pe intervalul (0, %)

= sin(x - 2) >sin (§—1) = sin2>cos1
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POT MAI MULT Aplic
1. Completeaza
spatiile libere pentru
a obtine propozitii

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile

de mai jos. Este corecta o singura varianta de raspuns.

A. Numarul real sin 2%

adevarate: 6 este egal cu:
3n ) V3 1 1 V3
a sm—+sm— " NS, 1. 1. N3
o2
b) cos? 3 + sin? ?75 = B. Numarul real cos 53 este egal cu:
3n
) cos 23X - sin & N3, 1 1. \3
87 815 a) -5 b) -3; A)3; d)5-
2 /T 2 10T _
d) cos? g + sin” =3 C. Numarul realtg este egal cu:
eee o 1 1
. a) -V3; b) -—; C)—; d) V3.
2. Compara: ) ) V3 )\/§ )
3) sin4m si 0sE- 2. Calculeaza:
97 18’ . . .
X 5 a) sin135° + cos 45°; €) sin120°- cos150°;  e) cos330°+ sin240°;
sm Si C0S32; ) )
) 13’ b) tg135°- cos30°+sin150°;  d) sin330° + tg225°; f) c0s210° + cos 300°.
)cos%’c Si 5|n5, 3. Calculeaza:
d) SIn197:SI C05589t a) V3- cos—+3sm%, e) tg 4 Zsm%t, )cosz sm54“+ sm7l:r cosi—n;
e) sin4 si c0s3,5; b) sin 7" +sm3f’t, f) tgz’t+4cos2 lg“, J)cosz3—Jt cos76“—sm%Jt sm23—n,
f) sin\2 si cos?; c) cos% + smg, g) sinzﬂT7t + cosz%; k) c0556“ sm7 - sm% cos%;
g) sin\19 si cos4; 3 S )
N N 24T 29w, 5t . 3m, . 5S¢ L T
) sin32 si cos 275 d)cos4 +sins; h) tg 3 Ty l)cos6 tgy +sing - tgg.
i) sin3 si cos5. 4. Calculeaza:
a) cos0°+ cos1°+ €0S2° + ... + c0S180°;
b) sin0° +sin1° +sin2°+ ... + sin90°- sin91°- sin92°- ... - sin180°;
) sin0°+sin1°+sin2°+ ... + sin45° - c0S46° - COS47°- ... - 0S90°.
5. Calculeaza:
2 2475 21175 2 4T 475 21371: 2207[
a)c055+sm 5 f) cos 7 +5sin - k) cos 11 +5sin 110
In _ . 5, 8n_ . .x. Sn 17z,
b)sm14 SUE g)tg7 tg7; l)cos12+cos12,
VU _ 3¢, It 53¢, b 16z,
c) C0S3g ~ C0S3g; h) tg70 * 18307 m) sm11 +5sin 1
Nu. .. 1 51, . 131 2w, In.
d) sin5== T +sm11, )5|n8+sm 8 : n)tg5 g5
8n, . 7In 8t. _In Nz, . 25¢
e) oS35 + cos15, j) cos 5+ cos? 5 : 0)tg—o 78 " 1835
6. Calculeaza:
a) sin50° - cos40°; c) sin140° + cos130°; e) cos 115° - sin335°;
b) cos47° - sin 43°; d) c0s2290° + sin?2110°; f) sin190° - cos100°.
7. Calculeaza:
3r 13x, 4 _ 3n 1n by,
a) S'nzo + 05505 c)sin 77~ €055 e) sin 18~ 0SG
i In 15n_ 257, 2n_ . 331
= - b) cos30 S|n15, d) sin 16~ 0576 f) cos 50 sin=>-" 50 -
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Investigatie: Codul termic al corpului uman

Vei lucra ca un biostatistician (adica specialist atdt in biometrie, stiinta care presupune cercetarea
organismelor si organelor prin masurare, cat siin statistica, adica stiinta care se ocupa cu analiza si interpretarea
datelor colectate) pentru a cartografia ritmul interior al organismului uman. Misiunea ta este sa demonstrezi
ca temperatura corpului nu este un numar static, ci o ,unda vie” care pulseaza predictibil.

Vei colecta date termice corporale personale si le vei prelucra pentru a genera o functie trigonometrica,
menita sa anticipeze fluctuatiile de energie ale corpului tau si momentul in care odihna devine o necesitate.

Viata noastra este guvernata de un ceas biologic de 24 de ore. Datorita acestui mecanism, intelegem de ce
temperatura corpului scade noaptea pentru a favoriza somnul si creste ziua pentru a sustine activitatea.
Miscarea temperaturii este ,lind” (continud), nu brusca. Functiile trigonometrice pot descrie cu precizie
aceasta armonie a echilibrului natural, unde fiecare crestere este urmata de o scadere simetrica.

1. Colectarea datelor

Alege o zi de weekend (pentru un ritm relaxat) si masoara-ti temperatura de 4-5 ori in momente-cheie:
imediat dupa trezire, la pranz, dupa-amiaza (cand, de obicei, ar trebui sa fie maxima) si inainte de culcare.

Identifica in setul de date cea mai mare valoare (T ,,,), cea mai mica valoare (T,;,) si orele corespunzatoare.
2. Scrierea modelului matematic

f:[0,24] = R, fit) = Acos (B(t - C)) + D, unde:

~ I'min

« A este amplitudinea - reprezinta intensitatea oscilatiei termice. Se obtine prin formula %;

« D este linia de referinta - reprezinta nivelul termic de baza, punctul in jurul caruia corpul ,graviteaza”.

i i Tmax * Tmin
Se obtine prin formula =
» B este factorul temporal - deoarece corpul revine la aceeasi stare la fiecare 24 de ore, folosim frecventa
B = 2.
24!

« Ceste ora la care temperatura este maxima;
» teste ora exacta la care doresti sa afli temperatura corpului.

3. Proiectia digitala
» Acceseaza aplicatia Desmos si introdu formula.

» Foloseste butoanele [All] pentru a ajusta parametrii conform datelor tale.

« Configurarea vizualizdrii: Pentru o claritate optimd, seteaza axa OX (timpul) intre -1 si 24 si axa Oy
(temperatura) intre 35 si 38.

Atentie! Asigura-te ca lucrezi in Radians (radiani).
4. Verificarea acuratetei predictiei
« Alege o ora la care nu ai facut masuratori.

« Calculeaza valoarea temperaturii corpului folosind punctul corespunzator pe graficul din Desmos.

« Daca valoarea ,prezisa” matematic se apropie la cateva zecimi de grad de masuratoarea reala pe care ai
facut-o, atunci ai descifrat cu succes formula propriului ritm circadian.

» Ce semnificatie au abaterile majore de la modelul matematic?
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3. Teorema cosinusului

Descopar

. Un alpinist doreste sa determine distanta dintre doua varfuri muntoase, A si B.
El se afla intr-un punct de observatie C si stie ca distantele de la el la varfurile A
si B sunt egale cu 6 km si, respectiv, 10 km, iar masura unghiului format de liniile
sale de vizibilitate catre cele doua varfuri (<ACB) este egala cu 60°. Determina
distanta dintre cele doua varfuri muntoase A si B.

2. Fie ABC un triunghi cu laturile AB = ¢, BC = a si AC = b. Punctul D este proiectia
punctului A pe dreapta BC.

a) Arata ca AD = bsinC.

b) Determina lungimea segmentului AB in functie de lungimile segmentelor AC si
BC si cosC.

Invat

in clasele anterioare ati invatat cum puteti calcula lungimea unei laturi a unui triunghi dreptunghic in
functie de celelalte doua laturi ale acestuia sau de functiile trigonometrice ale unghiurilor ascutite ale
triunghiului. In aceasta lectie vom determina o relatie intre laturile unui triunghi oarecare, folosind si functii
trigonometrice ale unghiurilor triunghiului.

in continuare, pentru un triunghi ABC, vom considera notatiile consacrate A
AB=c,AC=bsiBC=a.

« Fie ABC un triunghi ascutitunghic (figura 1). Punctul D este proiectia
punctului A pe dreapta BC.

In triunghiul dreptunghic ABD (<ADB = 90°) avem:

_AD -
sinB = AB:>S|nB =>AD C-SinB;

BD

a

BD Figura 1

cosB— :cosB— = BD =c- cosB.

Cum BD =c- cosB, rezulta caDC=BC-BD=a- c- cosB.
in triunghiul dreptunghic ADC (<ADC = 90°), aplicam teorema lui Pitagora si obtinem:

AC?=AD?+DC?= b?=(c-sinB)?+(a-c-cosB)?= b2=c?-sinB+a?-2-a-c-cosB+c?-cos’B >
= b?=qa?+c?-(sin?B+cos?B)-2-a-c-cosB=b*=a’+c2-2-a-c-cosB.

in mod asemanator deducem si celelalte relatii pentru lungimile laturilor BC si AB.

« Fie ABC un triunghi obtuzunghic cu <B > 90° (figura 2). A

Punctul D este proiectia punctului A pe dreapta BC.

in triunghiul dreptunghic ADB (<ADB = 90°) avem:

sin(<ABD) = AD 5= sin(x - B) = AD 5= sinB = AD = AD =" sinB;
cos(<rABD) = BD g = COS (x-B)= Rg = -C0sB = BD = BD =-c- cosB. Figura 2
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Cum BD =-c- cosB, rezulta caDC=BD + BC=-c-cosB+a=a-c-cosB.
in triunghiul dreptunghic ADC (<ADC = 90°), aplicim teorema lui Pitagora si obtinem:
b2=a%*+c*-2-a-c-cosB.

Astfel, am obtinut unul dintre cele mai importante rezultate din matematica, care stabileste o relatie intre
lungimile laturilor unui triunghi si cosinusul unuia dintre unghiurile acestuia.

» Evident, daca triunghiul ABC cu AB = ¢, BC = a si AC = b, este dreptunghicin B,avem b2 =a?+c?>-2-a-c- cosB.

Teorema cosinusului. In orice triunghi ABC cu AB = ¢, AC = b, BC = a, avem:

a’2=b2+c%-2-b-c-cosA
b2=a2+c%2-2-a-c-cosB
c2=a?+b%-2-a-b-cosC

Consecintd. in orice triunghi ABC, cu AB = ¢, AC = b, BC = a, avem:

b2+ 2 - q?

24c2-p2 24 ph2-c2
a’+c’-b cosC =1 b%-c
2-b-c

cosB = 2-a-C 2-a-b

COSA =

EXEMPLE:
1. Daca ABC este un triunghi cu AB =5 cm, AC =7 cm si COSA = %, atunci:
BC?=AC>+AB%?-2-AC-AB:cosA= BC2=72+52—2-7-5-;: BC2=49+25-10 = BC?=64 = BC=8 cm.

2. Daca ABC este un triunghi cu AB = 4 cm, AC = 6 cm si BC = 7 cm, atunci:

62+ 42-72 _ 1 _72+42-62_29 _12+62-4_ 3

COSA = 764 —ﬁ,cosB— 374 —%,cosc- .76 " oa

Exercitiu rezolvat @

Punctele M si N sunt mijloacele laturilor AB, respectiv BC, ale patratului ABCD.
Calculeaza cos(<MDN).

Rezolvare: 3 a e

in figura 3 este reprezentat patratul ABCD cu AB = a. a

Cum punctele M si N sunt mijloacele laturilor AB si, respectiv, BC, avem 2

AM = CN = % si MN este linie mijlocie in triunghiul BAC. Deci MN = ATC = g. N

Aplicam teorema lui Pitagora n triunghiul DCN (<DCN = 90°) si obtinem:

DN = VDC7 N7 = a2+ & = 035, A m °
a5 Figura 3

Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul DAM (<DAM =90°) si obtinem DM = 5

Aplicam consecinta teoremei cosinusului in triunghiul MDN si obtinem:
5a’ . 5a° _2a?

_DM2+DN2-MN2 _ & * 4 4 _2a>_4
cos(<MDN) = DM DN - _ﬂ_ﬂ_S_az_S'

22557y 72
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STIAI CA...?

Teorema cosinusului
este cunoscuta si sub
numele de Teorema
lui Pitagora
generalizata. Enuntul
si demonstratia
acestei teoreme au
fost gasite in lucrarea
Elemente a lui Euclid,
material scris Tn anii
300 1.H.

Figura 4

Sy
220 5L {;;,

Aplic €

1. Se considera triunghiul ABC cu AB=¢,AC=bsiBC=a.
a) Calculeaza c, cosA si cosB, stiind ca a =10v3,b=13si C= %
b) Calculeaza b, cosA si cosC, stiind cda=c=12siB= %
¢) Calculeaza g, cosB si cosC, stiind ca b =20v2,c=30siA= %

2. Fie triunghiul ABC cu AB=c,AC=bsiBC=a.

a) Determina a si masurile unghiurilor B si C, stiind ca A = “ ,b=c=28.
b) Determina b, cosA si cosC, stiind cd B = 3? a=4,c= 2\/—
¢) Determina c si masurile unghiurilor A si B, stiind ca C =5_ng a=b=14
d) Determina a, cosB si cosC, stiind cd A = S—gc, b=2vV3,c=2.

3. Se considera dreptunghiul ABCD cu AB = 8 cm si BC = 7 cm. Punctele M si P sunt
mijloacele segmentelor AB si, respectiv, CD, iar punctele N si Q apartin
segmentelor BC si AD, astfel incat AQ = NB = % BC.

a) Arata ca triunghiul NPQ este dreptunghic isoscel.
b) Determina cos(<QMN) si cos(<MNP).
¢) Calculeaza perimetrul patrulaterului MNPQ.
4. Se considera triunghiul ABC cu AB = a, AC = 3a siBC= i unde a este numar

real pozitiv. Determina masura unghiului A.

. Demonstreaza ca in orice triunghi ABC cu AB = ¢, AC = b si BC = g, avem:

a)acosB + bcosA=c;

a’+b%+c?

b) bccosA + cacosB + abcosC = 5

. Fie ABCun triunghi cu AB = ¢, AC = b si BC = a astfel incat c = 2a cos B. Demonstreaza

ca triunghiul ABC este isoscel.

Se considera triunghiul ABC cu AB = 6 cm, AC = 8 cm si BC = 12 cm. Demonstreaza
ca triunghiul ABC este obtuzunghic.

. Pe 0 harta a unui oras, biblioteca (B), o scoala (S) si un magazin (M) sunt unite

doua cate doua prin strazi, ca in figura 4. Pe harta, distanta dintre biblioteca si
scoald este egald cu 8 cm (BS = 8 cm), distanta dintre biblioteca si magazin este
egala cu 5 ¢cm (BM = 5 cm) si <SBM = 60°. Scara hartii este 1:10 000. Determina
distanta dintre scoala si magazin in teren.
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4. Teorema sinusurilor

Descopar

1. Doua statii de salvamar situate in punctele A si B pe malul marii se afla la o
distanta de 12 km una de cealalta. Ambele receptioneaza un semnal de urgenta
de la 0 nava aflata in larg, in punctul C. Pentru a localiza nava, operatorii masoara
unghiurile fata de linia dreapta care uneste cele doua statii (AB): din statia A, se
formeaza un unghi de 45°, iar din statia B se formeaza un unghi de 75°.

a) Determina distantele de la statiile de salvamar la nava.

« « BC _ AC _ AB
b) Aratd ca sinA sinB sinC’

2. Fie ABC un triunghi cu laturile AB = ¢, BC = a si AC = b. Punctul D este proiectia
punctului A pe dreapta BC.

a) Arata ca AD = csinB.

s s a _ b _ ¢
b) Arata ca sinA~ sinB sinC’

Invat

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A (figura 1). Daca R este lungimea razei cercului C
circumscris triunghiului ABC, atunci BC = 2R.

in triunghiul ABC avem: 2R

ip=AC_ o p AC_ AC _, .
S|nB-BC=>S|nB-2R:>SinB—2R,

inCAB_ Gc_AB_ AB _
smC—BC:»smC—ZR:SmC 2R. b
AC AB

—_—— = = . F. 1
Asadar, SinB - sinC 2R igura

in cele ce urmeaza vom arata ca nu numai in triunghiul dreptunghic avem astfel de rapoarte constante,
ci in orice triunghi, indiferent de natura sa.

Teorema sinusurilor. n orice triunghi ABC, cu AB = ¢, AC = b, BC = a, avem a_. .b =-C = 2R, unde
sinA sinB sinC

R este lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.
Demonstratie:

Fie ABC un triunghi oarecare cu AB = ¢, AC = b, BC = a si R lungimea razei cercului

A
circumscris acestuia (figura 2). O
. . . . M
Consideram punctul M diametral opus punctului B, deci <BCM =90°. 7
in triunghiul dreptunghic BCM avem sin(<BMC) = o (1). Unghiurile BAC si '
B Ly
N

"BM 2R
BMC sunt unghiuri inscrise in cerc si au masura egala cu jumatate din masura

arcului BC, prin urmare sunt congruente. Astfel, relatia (1) se poate scrie

sin(<BAC) = %, de unde rezulta ﬁ = 2R.

Figura 2
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Construind diametrul CN, demonstram asemanator ca L = 2R, iar construind diametrul AP, obtinem

sinB
m‘ZR \
: a__ __C _
Asadar, am obtinut SnA-SnB_sincC 2R.
EXEMPLU:
Dacd ABC este un triunghi cu AB =18 cm, A-?—’zt iC=7,atunci:B=n-A-C=3si
a = b = ¢ = —b :—18 = L:E: L: =
SinA-SnB - snc 2R:>sin§ Gin® 2R:>E 7 2R =7 18V2 = 2R.
2 2 2

Obtinem b = 9V6 si R = 92.

Exercitii rezolvate

1. Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, BC = a si AC = b astfel incat asinA = bsinB + csinC.
Demonstreaza ca triunghiul ABC este dreptunghic.

Rezolvare:
Aplicam Teorema sinusurilor in triunghiul ABC:

a _ b _ _ _ b
sinA  sinB smC =2R=sinA= 2R’ 2R’

inlocuind in relatia asinA = bsinB + csinC, obtinem:
a_p b, c_ a@_ b, 2-p24 2
=D R*C2RT R R 2Rf”“ bf+ct=
= Triunghiul ABC este dreptunghicin A.

sinB=x5

e = G
smC—ZR

2. Se considera triunghiul ABC. Bisectoarea unghiului A intersecteaza dreapta BCin
BD _ AB

punctul D. Demonstreaza ca DC-AC

Rezolvare:
in figura 3 sunt reprezentate triunghiul ABC si semidreapta AD, bisectoarea
unghiului A.
Semidreapta AD este bisectoarea unghiului A = <BAD = <CAD =
= sin(<BAD) = sin(<«CAD).
B, D si C sunt puncte coliniare. = <ADB + <ADC = © = <ADC = & - <ADB =
= sin(<tADC) = sin(x - <ADB) = sin(<ADB)
Aplicam teorema sinusurilor in triunghiurile ABD si ACD si obtinem:
_BD ___AB___BD_ s!n(qBAD)_
sin(<BAD) sin(<ADB) ~ AB  sin(<«ADB)’
_DC_____AC___ DC_sin(CAD)
sin(<«CAD) sin(<ADC) ~ AC  sin(<ADC)

Dar sin(<BAD) = sin(<CAD) si sin(<ADC) = sin(<ADB), deci ﬁg R(C:, de unde,
BD _ AB

folosind proportii derivate, obtinem DC - AC'

B D C
Figura 3
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Aplic

1. Se considera triunghiul ABC cu AB =18 cm. Determina perimetrul triunghiului ABC
in fiecare dintre cazurile de mai jos:

DA=,B=4; SLA e)A=3,C=4;

b)A=F,C=¢; d)A=3,B=3; f)B=7,C=7.
2. Fie triunghiul ABC cu BC =20 cm, B=7si C=3.

a) Determina perimetrul triunghiului ABC.

b) Determina raza cercului circumscris triunghiului ABC.

c) Calculeaza cos(<BOC), unde O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
3. Se considera paralelogramul ABCD cu AB =12 cm, AD =10 cm si <BAD = 60°.
a) Determina lungimile diagonalelor paralelogramului ABCD.
b) Determina masurile unghiurilor triunghiului BDC.
¢) Determina lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.

4. Fie trapezul ABCD cu AB || CD, AD =10 cm, A = SI B =
bisectoarea unghiului ABC.

§- Semidreapta BD este
a) Determina lungimile segmentelor BD, BC si CD.
b) Calculeaza perimetrul trapezului ABCD.

5. 0 echipa de ingineri vrea sa construiasca un pod peste un rau, intre punctele
A si C, situate pe maluri opuse. Acestia fixeaza un punct B pe acelasi mal cu

punctul A astfel incat AB = 150 m. Masurand cu un teodolit, inginerii determina:
<ABC = 60° si <ACB = 45°. Calculeaza lungimea aproximativa a viitorului pod.

Portofoliu @

inainte de aparitia sistemelor GPS, marinarii foloseau geometria pentru a evita naufragiul. O metoda
ingenioasa de a afla distanta pana la un punct periculos de pe coasta (stanci, recifuri sau faruri), fara a face
calcule matematice complicate pe mare, se numea , dublarea unghiului la prova”.

0 nava comerciala navigheaza in linie dreapta de-a lungul unei coaste stancoase. Din pozitia A, capitanul
foloseste un sextant si masoara unghiul dintre directia de deplasare a navei si directia catre un far F,
obtinand o valoare de 30°. Nava isi continua drumulin linie dreapta si parcurge 2 km pana in punctul B. Din
acest punct, capitanul masoara din nou unghiul dintre directia de mers si directia catre far si observa ca
acesta s-a dublat, devenind 60°.

a) Realizeaza figura geometrica prin care se poate ilustra aceasta situatie.

b) Arata ca triunghiul ABF este isoscel si determina distanta (in km) de la nava la far in momentul in care
nava se afla in punctul B.

c) Pentru a nu se apropia prea mult de stanci, capitanul trebuie sa calculeze distanta minima de la far
la dreapta care reprezinta traiectoria navei. Calculeaza aceasta distanta (rotunijita la a doua zecimala).
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5. Rezolvarea triunghiurilor oarecare

Descopar

Doua turnuri de comunicatii sunt amplasate in punctele Asi B, la o distanta de 10 km
unul de celalalt. Operatorul din turnul A receptioneaza un semnal SOS de la telefonul
unui turist care se afla in punctul P, la o distanta de 8 km de turn. Sistemul radar
. indica faptul ca masura unghiului dintre directia catre turnul B si directia catre turist
| este egald cu 60° (<PAB = 60°). Determina distanta dintre turist si turnul B, precum
si masurile celorlalte doua unghiuri ale triunghiului APB.

A rezolva un triunghi inseamna a determina toate elementele sale (lungimile laturilor si masurile
unghiurilor), atunci cand se cunosc trei dintre ele, dintre care cel putin o latura.

OBSERVATIE.

Deoarece, in practica, masurile unghiurilor nu sunt intotdeauna valori remarcabile (precum 30°, 45°, 60°),
este necesar sa apeldm la instrumente de calcul pentru a obtine valorile functiilor trigonometrice. in acest
scop, putem folosi aplicatia Calculator de pe telefonul mobil, tableta sau computer astfel: deschidem
aplicatia, selectam modul stiintific, setdm unitatea de masura pe Deg (pentru grade sexagesimale) sau
Rad (pentru radiani), introducem functia trigonometrica si apoi masura unghiului. Pentru calculul masurii
unui unghi, atunci cand se cunoaste valoarea unei functii trigonometrice a acestuia, se activeaza optiunea
Inv, apoi se foloseste una dintre functiile sin"'/cos™'/tan™' urmata de valoarea corespunzatoare.
Dupa introducerea valorilor, rezultatul afisat va fi o fractie zecimala, pe care, de obicei, o rotunjim la doua,
trei sau patru zecimale, pentru a asigura precizia necesara in calculele ulterioare.

Rezolvarea triunghiului oarecare
Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, AC = b si BC = a (figura 1).
Distingem trei cazuri:

» Se cunosc lungimile laturilor triunghiului ABC (AB = c, AC = b si BC = a) si se cer
masurile unghiurilor acestuia.

In acest caz, folosim consecinta teoremei cosinusului:
b2+ c2-q?
2:b-c

EXEMPLU:
Fie ABC un triunghicua =5, b =3, ¢ = 7. Atunci:

32472-152
2-3-7

2 2 _22
%:cosh%:&:zz%

2 2_72
%:cos&—%:&um

a2+ c?- b2
2-a-C

a2+ b?-c?

COSA = 7a.b A

, COSB = ,cosC-=

Figura 1

COSA = :'cosA=%:»A=38°;
cosB =

cosC =
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o Se cunosc lungimea unei laturi a triunghiului ABC si masurile unghiurilor alaturate acesteia si
se cer lungimile celorlalte doua laturi si masura celui de-al treilea unghi.

Daca se cunosc AB = ¢ si masurile unghiurilor A si B, atunci C = 180°- A - B, iar pentru determinarea lungimilor

laturilor AC si BC ale triunghiului ABC folosim teorema sinusurilor, de unde rezulta a = Cssilnn? sib= CsSiInnCB'

EXEMPLU:
Fie ABC un triunghi cu ¢ =10, <A = 30° si <B = 100°. Atunci:
<C=180°-30°-100°= 50°;

_csinA -9  _cra
@="Gnc = @ Singoe - O
_csinB _10sin100° _
b= sinC sin50° R
OBSERVATIE.

Cazul in care intr-un triunghi se cunosc lungimea unei laturi si masurile a doua unghiuri, dintre care unul
este cel opus laturii, se reduce la cazul precedent (se poate calcula masura celui de-al doilea unghi alaturat
laturii respective).

» Se cunosc lungimile a doua laturi ale triunghiului ABC si unghiul cuprins intre ele si se cer lungimea
celei de-a treia laturi a triunghiului si masurile celorlalte doua unghiuri.

Daca se cunosc AB = ¢, AC = b si masura unghiului A, atunci folosim teorema cosinusului pentru a determina
lungimea laturii BC a triunghiului (a? = b? + ¢2-2- b - ¢ - cosA) si consecinta acesteia pentru a determina
unghiurile B si C.

EXEMPLU:

Fie ABC un triunghi cu b =3, ¢ = 8 si A = 60°. Atunci:

a>=32+82-2-3-8-c0560° = qa’=49=>a=7;

72+82-3? 13

= - ~ 0.
cosB = 7.7-8 = C0sB =1, = B~22°%
_72+32-8? ] ~ 0RO
cosC= 573 = cosC= 7:>C~98.

» Se cunosc lungimile a doua laturi ale triunghiului ABC si unghiul opus uneia dintre ele si se cer
lungimea celei de-a treia laturi a triunghiului si masurile celorlalte doua unghiuri.

Daca se cunosc AB = ¢, AC = b si masura unghiului B, atunci folosim teorema sinusurilor pentru a determina

csinB
b

- Daca csinB > b, problema nu are solutie.
- Daca csinB = b, atunci sinC = 1, deci C=90°,A=180°-B - Csia = Vb? - c2.

unghiul C si obtinem sinC = .Tn acest caz, exista mai multe situatii:

- Daca csinB < b, atunci ecuatia sinC = canB are doua solutii: C' < 90° si C" > 90°, si A =180°- B - C, iar
_bsinA
9= "5inB -
EXEMPLU:
Fie ABC un triunghi cu b =5, ¢ =8 si B =30°. Atunci, sinC = @ = %, de unde rezulta C = 53° sau C = 127°.
Daci C = 53°, atunci A= 97° si a = 2309 . g g3,
' sin30
Daca C = 127°,atunciA=23°sia = 55'”—230 =39.
' sin30
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Elemente de trigonometrie

POT MAI MULT

0 echipa de
constructori vrea sa
amenajeze o rampa de
acces pentru o cladire
situata pe un teren
inclinat. Din motive de
sigurantd, normele
tehnice impun ca
unghiul pe care il
formeaza rampa cu
planul orizontal sa nu
depaseasca 15°.
Platforma de acces a
cladirii este situata la
inaltimea de 1 m fata
de baza peretelui.
Terenul inclinat
formeaza un unghi

de 60° cu peretele
vertical al cladirii,

iar distanta masurata
de-a lungul terenului,
de la perete pana

la baza rampei, este
de3m.

a) Realizeaza figura
geometrica.

b) Calculeaza
lungimea rampei

de acces.

c) Determina masura
unghiului format de
rampa cu planul
orizontal si verifica
daca rampa respecta
standardele de
siguranta.
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Exercitiu rezolvat

Se considera triunghiul isoscel MNP cu <M = 120° si NP = 413 cm. Rezolva triunghiul
MNP.

Rezolvare:

Triunghiul MNP este isoscel cu <M = 120°. Atunci:

<N = <P =(180° - 120°) : 2 = 30° si segmentele MN si MP sunt congruente.
Aplicam teorema cosinusului si obtinem:

NP2 = MN2 + MP2-2 - MN - MP - cos M = (4v3)? = MN2 + MN2 -2 - MN - MN - c0s120°
= 48=2MN2- 2+ MN? - (-c0560°) = 48 =2 MN2 -2 M2+ (-7) = 48 =3 MN2 =
= MN2=16 = MN = 4.

Asadar, <N = <P =30° si MN = MP = 4 cm.

Aplic

1.

. Se considera triunghiul ABC cu AB = 0,4 dm, BC = 0,6 dm si B =

Rezolva triunghiul ABC, stiind ca:
a)a=12,b=13,c=5
b)a=8,b=9,c=6;

e)a=82,b=62, A=60°
f)b=10,c=6, A=45°
c)a=8,B=50° C=60° g)a=8,b=6, A=40°

d) b=12,B=45° C=70° h)b=10,c=7, B=50°.

Rezolva triunghiul ABC, cu perimetrul egal cu 15 cm, stiind ca lungimile laturilor
sale, exprimate in cm, sunt numere naturale consecutive.

Rezolva triunghiul isoscel ABC, stiind ca lungimile a doua laturi ale sale sunt
direct proportionale cu numerele 2 si 3, iar perimetrul sau este egal cu 7,7 cm.

Cate solutii are problema?
T

3 Rezolva

triunghiurile ABC si AMC, unde M este mijlocul segmentului BC.

. . v v - .= v
. Asupra unui corp actioneaza doua forte concurente F; si F, care formeaza un

unghi cu masura egala cu 60° si au intensitatile F, = 30 N si F, = 40 N. Determina
intensitatea rezultantei celor doua forte si masurile unghiurilor pe care
rezultanta le formeaza cu fiecare dintre forte.

. Un balon cu aer cald se deplaseaza orizontal la inaltimea constanta de 1000 m.

Un observator il vede sub un unghi fata de orizontala de 30°, iar dupa 4 minute
sub un unghi de 45°. Determina viteza balonului. Analizeaza toate cazurile
posibile.

Un arcas tinteste centrul unui panou vertical aflat la o distanta de 34,38 metri.
Din cauza vantului, traiectoria sagetii sufera o deviere unghiulara constanta de 5
fata de directia perpendiculara pe panou. La ce distanta de centrul tintei
(exprimata in centimetri) va lovi sageata?

. Un stalp de electricitate este montat pe versantul unui deal care are o inclinatie

de 20° fata de linia orizontului. Intr-un anumit moment al zilei, razele soarelui
formeaza cu linia orizontului un unghi cu masura egala cu 50°, iar umbra stalpului

.....

cazurile posibile.
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9. Un turn de observatie este construit pe coasta unui deal care are o inclinatie de EXERSEAZA!
10° fata de planul orizontal. Un turist se afla pe poteca, in josul pantei, la o
distanta de 30 m de baza turnului. Din acel punct, turistul vede turnul sub un
unghi de 45°. Ce inaltime are turnul?

Pentru a fi sigura, o
scara de constructii
lunga de 6 m trebuie

10. O echipa de ingineri proiecteaza un pod suspendat peste un canion adanc si sprijinita de un perete
trebuie sa determine distanta dintre doua puncte de ancorare, A si B, situate sub un unghi de
pe versantul opus (punctele B si C sunt de aceeasi parte a dreptei AD). Pentru sigurantd de 60° fata
masuratori, pe marginea accesibila a canionului se stabilesc doua statii C si D, de sol. La ce Tnaltime
aflate la o distanta de 100 de metri una de alta. Folosind un teodolit, se masoara pe perete va ajun'ge
urmatoarele unghiuri: <ACD = 40°, <BCD = 70°, <BDC = 35° si <ADC = 80°. scara si la ce distanti
Calculeaza distanta aproximativa dintre punctele de ancorare A si B. de per'ete trebuie '

plasata baza ei?

Proiect in echipe: Cat de inalta este cladirea?

Ce veti face?

Veti lucra in echipe de cate trei elevi pentru a determina
inaltimea aproximativa a unei cladiri din localitatea voastra.
Pentru aceasta, veti utiliza telefoanele mobile ca
instrumente topografice, descarcand una dintre aplicatiile
Dioptra, Theodolite sau Clinometer.

De ce veti elabora proiectul?

Veti vedea modul in care conceptele teoretice de trigonometrie sunt utilizate in inginerie si topografie
pentru a afla dimensiuni care nu pot fi masurate direct cu o ruleta.

Cum veti face?
» Alegeti cladirea pentru care veti determina inaltimea si marcati pe sol doua puncte A si B, la o distanta
de cativa metri unul de celalalt. Masurati distanta dintre ele cu o ruleta si notati valoarea obtinuta.

» Stati in punctul A, deschideti aplicatia si vizati punctul B, apoi rotiti telefonul (mentinandu-l la nivelul
orizontului) catre baza cladirii (punctul N). Notati masura unghiului <NAB.

» Statiin punctul B, deschideti aplicatia si vizati punctul A, apoi rotiti telefonul catre baza cladirii (punctul
N). Notati masura unghiului <NBA.

» Stati in punctul B, indreptati camera telefonului catre varful cladirii (punctul M). Notati mdsura
unghiului format <MBN.

» Masurati inaltimea de la sol pana la nivelul ochilor colegului care a tinut telefonul.

Faceti o fotografie a cladirii si, folosind editorul foto, trasati liniile intre punctele A, B, N si M.

» Desenati pe o coala schita si calculati lungimea segmentului MN.

» Determinati inaltimea cladirii.

Cum veti sti daca ati reusit?

Veti prezenta in fata clasei fotografia editata cu punctele A, B, N, M clar marcate, capturile de ecran din
aplicatie care confirma masuratorile si rezolvarea matematica completa a problemei.
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y 6. Aria triunghiului; ariile unor suprafete
poligonale
Descopar
s in figura 1 sunt reprezentate triunghiurile dreptunghice 0'0A
% si OAA,.., n€{1,2,3,.., 7}, cu catetele 00’ = 0A, = 1 (u.m.) si
OA =AA ..
—d]

a) Determina perimetrul poligonului OAAA,...A,.
b) Calculeaza aria poligonului OAAA,...A,.

Ag

Figura 1

Invat

Aria triunghiului

Ne reamintim din gimnaziu ca aria unui triunghi este data de formula A = %, unde [ reprezinta lungimea

unei laturi a triunghiului, iar h este lungimea inaltimii corespunzatoare laturii respective.

in continuare, pentru triunghiul ABC vom folosi notatiile uzuale: AB = ¢, AC= b, BC=asi h,, h, si h. pentru
lungimile inaltimilor triunghiului corespunzatoare laturilor BC, AC si, respectiv, AB.

Astfel, vom avea o prima formula pentru calculul ariei unui triunghi:

ha'a hb'b hC'C
Apgc = 2 "2 T
2\3 3

Daca ABC este un triunghi echilateral cu AB = [, atunci A = T3§i hy=hy=h =~

ha'a b-c

2 ~ a

, de unde obtinem h, =bT'C.

Daca ABC este un triunghi dreptunghic in A, atunci Ay =
OBSERVATIE.
in orice triunghi, produsul dintre lungimea unei inaltimi si lungimea laturii corespunzatoare este constant.

Altfel spus, pentru orice triunghi ABC cu AB = ¢, AC= b, BC=a, h,, h, si h, - lungimile inaltimilor triunghiului
corespunzatoare laturilor BC, AC, respectiv AB, avem:

ha'a=hb'b=hc'c.
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in continuare vom folosi teorema sinusurilor si teorema cosinusului pentru a obtine si alte formule pentru
calculul ariei unui triunghi.

in figura 2 este reprezentat triunghiul ascutitunghic ABC. Punctul D este A
proiectia punctului A pe dreapta BD.

AD

in triunghiul ABD dreptunghic in D, sinB= AR’

AD = csinB. (1)

de unde rezulta ¢ b

in triunghiul ACD dreptunghic in D, sinC= ﬁ—g,

AD = bsinC. (2) a

AD - BC Figura 2
B (3)

de unde rezulta B mm! 4 c
D

Segmentul AD este inaltime in triunghiul ABC si A g =

Din relatiile (1) si (3) obtinem A = acsz_lnB’ iar din relatiile (2) si (3) obtinem A g = %.

besinA

in mod analog, folosind o altd inaltime a triunghiului ABC, obtinem A, = >

in figura 3 este reprezentat triunghiul ABC cu <A > 90°. Punctul D este
proiectia punctului B pe dreapta AC. In triunghiul ADB, sin(<DAB) = %, A

de unde rezulta BD = AB - sin(<DAB). Cum unghiurile DAB si BAC sunt

suplementare, sin(<DAB) = sin(<BAC), deci BD = AB-sin(<BAC) si B C

0 _BD - AC _AB-sin(<BAC) - AC _bc - sinA Figura 3
ABCTT ) T 2 T2

Notand aria triunghiului ABC cu S, obtinem S = ab;mC= bc;'"A= acsémB' (4)

Din teorema sinusurilor avem —%— = b _ ¢ ,deunderezultéa=b?'nA,b=C§'nB,c=a§mc.()
sinA sinB sinC sinB sinC sinA

a’sinBsinC _ b%sinAsinC _ c?sinAsinB
2sinA 2sinB 2sinC
a __abc __ abc _abc
2sinA  2bcsinA -, bcsinA - 45
2

Din relatiile (4) si (5) obtinem S =

Din teorema sinusurilor avem ﬁ = 2R, de unde rezulta R =

Am obtinut astfel o noua formula pentru calculul ariei unui triunghi: S =¢z_l’)ac'

_besinA . b ¢ _
CumS—' 2 ?I sinB ~ sinC
SEAECIIED 2R25|n L smA, ceea ce conduce la o alta formula pentru aria unui triunghi:

2R, obtinem b = 2RsinB si ¢ = 2RsinCsi

S = 2R?sinAsinBsinC.

in continuare vom nota cu p semiperimetrul triunghiului ABC, deci p = %.

0 alta formula pentru calculul ariei unui triunghi, numita Formula lui Heron, este:

A=+p(p - a)(p - b)(p - c) .(6)
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Ariile unor suprafete poligonale

Daca o suprafata poligonala se descompune in suprafete triunghiulare
disjuncte, atunci suma ariilor acestor suprafete triunghiulare reprezinta aria
suprafetei poligonale.

De exemplu, Ay 5 5 =Apan *Appn * ot App g (figura &),

in gimnaziu ati invatat urmatoarele formule pentru calculul ariilor unor

poligoane particulare: Figura 4
o Aria patratului cu latura [ este (2 (figura 5). Folosind formula 4 si proprietatile paralelogramului,
0 [ C 0 c ABCD putem spune ca: . .
Apgcp =AB-AD -sinA=AB-BC-sinB.
[ [ d e Aria unui romb este produsul dintre lungimea unei
laturi si inaltimea corespunzatoare acesteia (figura 9).
A B A g Aria unui romb este egala cu semiprodusul
! lungimilor diagonalelor sale (figura 10).
d2
Appep = 2 Apseo = 2 i o
Figura 5 Figura 6 [
o Aria unui patrat este egala cu semiprodusul
lungimilor diagonalelor sale (figura 6). 5 D . %o b
» Aria dreptunghiului cu laturile L i leste L - d,
(figura 7).
D L C
C C
d,-d
[ l Apcp=1-h L) =1Tz
Figura 9 Figura 10
A L B o Aria unui trapez este produsul dintre semisuma
Agcp=L- lungimilor bazelor si inaltimea acestuia (figura 11).
. D b C
Figura7 1
o Aria unui paralelogram este produsul dintre h
lungimea unei laturi si inaltimea corespunzatoare A — B
acesteia (figura 8). B
(figura 8)  (b+B)-h
D C Agecp = 2
Figura 11
_f: « Aria unui hexagon regulat se calculeaza folosind
2
AL M B formula A = %? (figura 12).
[
Apcp=h-1 A _312V3
Figura 8 ABCDEF 2

Figura 12
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Exercitiu rezolvat

Determina aria unui triunghi, stiind ca lungimile laturilor acestuia sunt direct
propotionale cu numerele 2, 3, si, respectiv 4, iar perimetrul sau este egal cu 18 cm.

Rezolvare:

Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului. Atunci:

Q_Q=£= = = =

5 3°4-kR=>a=2kb=3kc 4k}=>2k+3k+4k=18:>k=2.
a+b+c=18

a_b_c. =4 b=6 C=

5_3-4—2:}0—4,b—6,c—8

Pentru calculul ariei triunghiului ABC, folosim formula lui Heron:
==9-(9-4)-(9-6)-(9-8) =315 cm2,

Aplic

1. Determina aria unui triunghi echilateral a carui latura are lungimea egala cu:
a)4tcm; b) % cm; c) 0,6 cm; d)2,2)cm;  e)6v3cm.

2. Determina aria si perimetrul unui triunghi ABC, dreptunghic in A, stiind ca:
a) AB =2 cm si cosB:%; c) AB = 4 cm si BC = 2,5 AB.
b) AB =3 cm si cosC = %;

Se considera triunghiul echilateral ABC cu AB = 8 cm. in exteriorul triunghiului se
construiesc triunghiul isoscel MBC, dreptunghicin M, si patratul ACDE. Determina
aria patrulaterului ABMC si aria triunghiului AME.

. Se considera rombul ABCD cu A =§ si BD =2,5 cm. Punctul M apartine dreptei CD

astfel incat triunghiul AMD este dreptunghicin M.
a) Calculeaza lungimea laturii rombului ABCD.

b) Determina perimetrul si aria rombului ABCD.
¢) Detemina ariile patrulaterelor ABDM si ABCM.
d) Rezolva triunghiul AMB.

Se considera triunghiul ABC cu AB = 6 cm Si <A = 120°. Bisectoarea unghiului BAC
intersecteaza dreapta BC in punctul M si AM = 4 cm. Rezolva triunghiul ABM si
calculeaza aria sa.

. Fie ABCDEF un poligon astfel incat triunghiurile ABC si DEF sunt echilaterale si

raportul lungimilor laturilor acestora este egal cu 0,5. Perimetrul triunghiului DEF
este egal cu 24 cm, iar ACDF este trapez cu bazele AC si DF si cu inaltimea egala cu
5V3 cm.

a) Determina lungimile laturilor triunghiurilor ABC si DEF.

b) Determina aria poligonului ABCDEF si aria patrulaterului ABCD.

Fie ABCD un patrulater convex cu AC L BD. Demonstreaza ca A scp = @

UNITATEA 7

POT MAI MULT

Fie ABC un triunghi.
Calculeaza aria
triunghiului ABC cu si
fara elemente de
trigonometrie,

stiind ca:

a) AB=6 cm, BC=8 cm
si <B =30°;

b) AC=10 cm,

AB=8 cm si <A = 45°;
c)BC=8 cm,AC=5cm
si <A = 120°;

d) AB=10 cm, <A=30°,
<B = 45°;

e) AB=7 cm, BC=8 cm,
AC=9 cm.
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Elemente de trigonometrie

EXERSEAZA!

i) Determina lungimea
razei cercului
circumscris
triunghiului ABC,
stiind ca:

a) <A =90°,AB=6cm
SIAC=8cm;

b) AB =13 cm,

BC=14 cm, AC=15cm;
¢)BC=12cm, <A = 60°.
d) AB=5cm,
AC=7cm, <A =60°.

i) Utilizeaza GeoGebra
pentru a verifica
rezultatele obtinute
prin calcul la punctul i).
Pentru fiecare
subpunct:

- construieste
triunghiul ABC.

- selecteaza
instrumentul Cerc prin
trei puncte (sau
Circumcircle) si da
click pe cele trei
varfuri ale triunghiului
pentru a genera cercul
circumscris acestuia.

- foloseste
instrumentul Distanta
selectand centrul
cercului si unul dintre
varfuri (sau verifica
ecuatia cerculuiin
bara algebrica din
stanga) pentru a afla
lungimea razei.

- compara valoarea
afisata de aplicatie cu
rezultatul obtinut de
tine prin calcul
matematic.
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8. 0 persoana doreste sa paveze o zona de relaxare care are forma unui patrulater

convex ABCD. In urma masurdtorilor au reiesit urmatoarele dimensiuni:
AB=10m,BC=17m,CD=13m,AD=20 msiAC=21m.

a) Calculeaza aria suprafetei zonei de relaxare.

b) Cati metri patrati de pavele trebuie sa cumpere persoana, daca pentru taieri si
finisaje se recomanda sa se achizitioneze cu 10% mai multi m*> de pavele decat
aria suprafatei pe care acestea se monteaza?

c) Care este costul total al materialului achizitionat daca pretul pavajului este
de 120 RON/m??

. Un topograf trebuie sa determine aria unui teren care are forma unui patrulater

convex ABCD. In urma masuratorilor au reiesit urmatoarele dimensiuni:
AB =30 m, BC =40 m, CD =39 m,AD =17 m si <B =90°. Care e aria terenului?

10. Peunacoperis orizontal al unei cladiri se pun 6 panouri solare, montate inclinate,

ca in figura 13. Un panou are forma unui trapez isoscel ABCD, cu bazele
AB =200 cm si CD = 100 cm. Baza CD este situata pe suprafata acoperisului, iar
marginea superioara a panoului (AB) este sustinuta de doi stalpi verticali, AM si
BN (punctele M si N sunt situate pe suprafata acoperisului), cu lungimea egala
cu 50 cm. Distanta masurata pe suprafata acoperisului de la piciorul fiecarui
stalp pana la coltul inferior corespunzator al panoului este egala cu 120 cm
(MD = CN =120 cm).

Figura 13

a) Panoul se izoleaza pe fiecare latura cu o banda speciala. Determina lungimea
benzii necesara izolarii celor 6 panouri, stiind ca se pierde 2% din lungime la
montaj.

b) Determina aria suprafetei unui panou.

c) Daca puterea maxima produsa de un panou este de 220 W/m?, calculeaza
puterea totala maxima care poate fi produsa de cele 6 panouri.



Recapitulare

Exercitii recapitulative @

1. Determina masura in radiani a unui unghi, stiind ca masura sa in grade sexagesimale este egala cu:

a) 35°%; b) 76°; c) 218°; d) 270°; e) 320°.
2. Determina masura in grade sexagesimale a unui unghi, stiind ca masura sa in radiani este egala cu:
3, ., Im, Iz, 3n
a)% b) 75 A% d) % )5
3. Precizeaza cadranele in care sunt situate punctele asociate unghiurilor cu masurile:
T, 2z, 5w, 1=, 23z, 10z, In
a)ﬁ, b)7, c)3' d)7, 9)15, f)7, g)5
4, Calculeaza:
a) sin30°- cos60° + sin90°- sin45°- cos 45°; ) (tg120°~ tg30°)°.
! €0s180°- sin270°’
i 0. o_ o. 0.4 ci o. -2sin 240°
b) sin120° - cos135° - cos 150°- cos315° + sin180°; d) C05300°- tg260°
5. Calculeaza:
a) (sinE-cosE+sinE-cosE) ng% o) sin2Z + sin % e) 4 <t ——cosz—“) +C0S
4 0% "3 TO% ) T 4 L § 3
o 21, _ Nz, In n 5t
b) V3- (cos 5 F3sing ), d) tg 3 200557 f) cos—= 5 - sin2 3 T, sin
6. Determina semnul fiecarui numar real: sin 25”, cos 13’—“ g lax, :sin 3; cos V17; tg2
7. Determina semnul numarului real a:
13
C0S2 - COS+5
a)as cos tg&t b)a-= ] 5 3 0 c)a=tgg—tg%t.
C0S5 * 0S5 - COS—
8. Calculeaza:
23m 2 Im, 10n In _
a)sin 10 * €08’ o b) tg +tg 7 : c) sm18 cos9
9. Compara numerele reale:
)S|n37Jt Si cos?;t, b) cos1gm Si sm%t c) sin3si cos5; d) sin\11 si cos2.
10. Determina sinX, stiind ca:
-1 T\. - ; T ).
a) cosX 5SiXe (0,2), otgx=-V5siXxe (2,7:),
2 3n b 3n
b)cosx-3 |Xe<2,2n> d)th—3$|Xe(n,2>.
.. .. <. sy o1 T _\. ; __‘/_§ i 3n
11. Determina tgX, stiind ca:  a) sinx=g sixe (2, n), b) sinX = 5 SiX€ (2,2n).

12. Fie triunghiul ABC care are BC = 2v/3 c¢m, B =
AB, AC, respectiv BC.
a) Determina aria triunghiului ABC.
b) Rezolva triunghiul ABC.
¢) Calculeaza sin(<MNP) si cos(<NMP).

-J-\I?-l

241,
3 ’

Tn

L

siC= % Punctele M, N si P sunt mijloacele segmentelor

13. Se considera triunghiul ABC cu AB =26 cm, BC = 28 cm si AC = 30 cm. Punctul M este mijlocul segmentului BC.

a) Calculeaza cos(<ABC) si sin(<ACB).
b) Calculeaza aria triunghiului ABC.
¢) Determina lungimea inaltimii corespunzatoare laturii BC.
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Timp de lucru: 45 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.

Subiectul I 30 de puncte

30 de puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd varianta de raspuns.

(10 p.) A. Un unghi are masura egala cu 150°. Exprimata in radiani, masura acestui unghi este
egala cu:
5. 3, 5w, In
a)?y b)l|.’ C)3, ; d)6-
(10 p.) B. Punctul corespunzator unghiului cu masura 7“ se afla in cadranul:
a)l; b) II; o ll; d) IV.
(10 p.) C. Rezultatul calculului cos lg—’t +sin ‘%” este egal cu:
a)-1; b) -3; Q) 0; d)1.
Subiectul al ll-lea 60 de puncte

Scrie rezolvdrile complete.

10 puncte 1. Determina semnul numarului real a = sin%Jt + cos%ﬂ +1g 97n

10 puncte 2. Compara numerele reale sin1,3 si cos 5,4.

10 puncte 3. Determina tgX, stiind ca sinX = g siXe (’Z—t, n).

30 de puncte 4. Se considera triunghiul ABC cu AB = 15 cm, BC = 14 cm si AC = 13 cm. Punctul M este
mijlocul segmentului BC.

(10p.) a) Calculeaza cos(<BAC) si sin(<ABC).
(10p.) b) Calculeaza aria triunghiului ABC.

(10p.) ¢) Determina lungimea medianei AM.
Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.
LA SFAR$|TUL ACESTEI UNITATl: 5foarte bine 4bine 3mediu  2slab  1foarte slab

Mi-a fost usor sa rezolv exercitiile.
Am inteles criteriile de rezolvare.
Mi-am amintit continuturile invatate.
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. 2 )
. Se considera numerele reale a = sib=
V3-17

T245 +43°

a) Arata ca [a] = [b], unde [X] reprezinta partea intreaga a numarului real X.

)
b) Compara numerele reale a si b.
c) Determina [{a} + {b}].
d) Scrie aproximarile prin lipsa si prin adaos cu eroare mai mica decat 102 ale numarului real a.
. Se considera predicatul p(X): ,X>-4<0" XeR.
a) Precizeaza daca propozitia p(1) este adevarata.
b) Determina multimea de adevar a predicatului p(X).
c) Scrie propozitiile =p(2), p(-2) A p(3), p(4) v p(0), p(-2) — p(5), p(6) < p(7) .
d) Scrie negatiile propozitiilor (VX) p(x) si (3X) p(X).
. Restulimpartirii polinomului f=X*-2X* + X2 + 2X - 2la polinomul g = X3 + 1 este c € RIX]. Determina numarul
1 1 1 _2025

natural n pentru care Tt T 208

. Restul impartirii polinomului f € RIX] la X? - 1 este 2X + 2025. Demonstreaza ca suma coeficientilor de rang
par ai polinomului f este patratul unui numar natural.

. Fie progresia aritmetica (a,), cu a; = -8 si a, = 0.

a) Determina ratia progresiei aritmetice (a,), si termenii a,, a, si a,g,;.

b) Verifica daca numarul 204 este termen al progresiei aritmetice (a,),.

c) Calculeaza suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a,,),.

. Fie progresia geometrica cu termeni pozitivi (b,),, cu b, = 6 i bg = 54.

a) Determina ratia progresiei geometrice (b,), si termenii b,, b, si b

b) Verificd daca numarul real 2 - 3'° este termen al progresiei geometrice (b,),,.
c) Calculeaza suma primilor 10 termeni ai progresiei geometrice (b,),.

. Se considera numerele realea=X-3,b=X+1, ¢ =4X -2, unde X este numar real.
a) Determina numarul real X pentru care a, b si ¢ sunt in progresie aritmetica.
b) Determina numarul real X pentru care a, b si ¢ sunt in progresie geometrica.
. In reperul cartezian X0y se considera punctele A(-1, 2), B(1, 5) si C(2, 0).

a) Demonstreaza ca triunghiul ABC este dreptunghic isoscel.

b) Scrie ecuatia medianei din A a triunghiului ABC.

c) Determina coordonatele simetricului punctului A fata de punctul C.

d) Scrie ecuatia dreptei care contine punctul B si este paralela cu dreapta AC.

e) Scrie ecuatiile dreptelor suport ale laturilor patrulaterului ABCD, unde D este simetricul punctului B fata
de mijlocul segmentului AC.

f) Scrie ecuatia cercului cu centrul in punctul A si raza AB.
. Se considera functia f: R — R, f(X) = X2 - 4X + 3.
a) Reprezinta grafic functia f in reperul cartezian X0y.

b) Identifica punctele de intersectie a reprezentarii grafice a functiei f cu axele de coordonate OX si OY si
scrie coordonatele acestora.

c) Care este ordonata punctului de pe reprezentarea grafica a functiei f care are abscisa egala cu -1?
d) Verifica daca punctul A(-2, 7) apartine reprezentarii grafice a functiei f.
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e) Determind valorile numarului real a pentru care punctul B(a, -1) apartine reprezentarii grafice a functiei f.

f) Determina coordonatele varfului parabolei si precizeaza daca acesta este un punct de minim sau de
maxim.

g) Calculeaza fis) - 2f(1).

h) Compara f\7) cu f(3).

i) Precizeaza monotonia functiei f.

j) Care este multimea valorilor functiei f?

k) Determina coordonatele punctelor de intersectie dintre reprezentarile grafice ale functiilor f si g, unde
g:R —>R,g(X)=-2X+6.

[) Determina valorile numarului real a pentru care f(a) = 3.
m) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia fiX) + 1= VX - 2.

n) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < log2(15X 7)

10. Determina cosX, stund ca:

. 4 3n
a)smx-55|Xe(2, ), c)tgX = 15|Xe( 2),
inx=-1sixe (& D eive (E )
b) sinX = 2§|Xe<2,2n> d)tgx = 2§|Xe(2,n),
11. Determina semnul numarului real a.
a)as cos75“, b) a= sm27n, ca= tg1196t, d)a=cos2; e)a=sint; f) a=tg5.
12. Compara numerele reale a si b:
a) sin 1sicos 2; b) sin 5 si cos 5 ¢) sin 2 si cos 1.
13. Calculeaza:
a) sin30° - cos60° - 3 - sin45° - oS 45° + Sin60° - oS 60°; e) tng + thS_at,
b) sin120° - cos135° - cos120° - sin150°; f) sm53—7c + cos7ét,
c) (cosE + sing)2 S (Y g)ltgﬂ(cosZE + sin25> - cosZ:
47>k sin3t )’ 2576\ 9%3 6 2
4
T T2 T, 9cin®)2 a1
d) (3sm5 2c055) + (3cos5 + 25|n5) ; h)1+1tg 8 coszg'

14. Se considera triunghiul ABC cu AB =10 cm, BC = 8 cm si AC = 12 cm. Pe paralela prin punctul C la dreapta AB
se considera un punct D astfel incat CD = 15 cm si punctele A si D sunt situate in semiplane diferite
delimitate de dreapta BC.

a) Calculeaza cosA si sinC.

b) Calculeaza raza cercului circumscris triunghiului ABC.
¢) Calculeaza aria patrulaterului ABDC.

d) Calculeaza sinD.
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Timp de lucru: 45 de minute
Subiectul |

30 de puncte

(10 p.)

(10 p.)

(10 p.)

Subiectul al II-lea

Se acorda 10 puncte din oficiu.
30 de puncte

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

A. Se considera predicatul p(X): ,2X - 4 > 3X", X € R. Dintre propozitiile =p(5), p(2) A p(-6),
p3) v p(-10), p(-2) — p(5), cea falsa este:

a) —p(5);
b) p(2) A p(-6);

c) p3) v p(-10);
d) p(-2) = p(s).

B. Rezultatul calculului cos150°- sin120° este egal cu:

3. : 1
47 b) 07 C)21

C. in reperul cartezian X0y se considera punctele A(-5, 1), B(-7, 2) si C(-1, -3). Distanta de
la punctul B la mijlocul segmentului AC este egala cu:

b) 9;

a) d)%

a)5; c) 16; d) 25.

60 de puncte

Scrie rezolvarile complete.

20 de puncte

(10 p.)
(10 p.)

20 de puncte
(5p.)

(5p.)

(5p.)
(5p.)

10 puncte

10 puncte

1. 0 sala de spectacole are 16 de randuri de scaune. Pe fiecare rand, incepand cu al doilea,
sunt cu doua locuri mai multe decat pe randul anterior. Pe randul 15 sunt 49 de locuri.

a) Cate locuri are sala?

b) Pentru un spectacol, un bilet costa 60 de lei. Ce suma a fost incasatd, stiind ca s-au
vandut toate biletele?

2. in figura 1 este reprezentarea graficd a functiei \ T [
f:R =R, fiX)=X2-2X. \

a) Scrie coordonatele punctelor de intersectie dintre '
graficul functiei f si axele de coordonate. \

(=] E (5 - ~ -3 L -]

b) Precizeaza multimea valorilor functiei f.

-t

—
L]
e

¢) Determina solutiile ecuatiei fix) + 1= 2.

.d_,.o-""

f

Yo
- -z —1:?\_t

Figura 1

d) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(X) < 8.

X
3 4

3. Catul impartirii polinomului f = X3-2X2 + 4X - 3 la polinomul g = X - 2 este polinomul
¢ € RIX]. Calculeaza c(-1).

4. Determina tgX, stiind ca sinX =

[S21[EF)

siXxe (g,n).
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Unitatea 1. Lectia 1. 6. a) 0; b) 6; ¢) 7; d) 5. 18. @) -7; b) 6. 19. 13. 20. 41. 21. 10V2. 22. 14. Lectia 2. 18. @) 9;
b)1:3+2-5+3-7+..+9-19+10=625¢c) 4 950.19.a = 4.20.a=7.26.a) 7,25; b) 7; ) 9 sau 10; d) nu; ) 8 5i 8 sau 9 si 9
sau 10 si 10.
2}, n) A; o) F; p) F; q) nu este propozitie.
2.a)A;b)A; ) F; d) A; @) F. 4.a) F; b) F; ) A. 5. a) {0}; b) {2, 3}; h){ } |)[ ],J)(-oo,4];l){2,1 3
Lectia 1.2. 1.a) Temperatura aerului nu este pozitiva; b) Nu imi place matematica. 2. a) A; b) A; ¢) A; d) F; e) A; f) A.
5. (-7, 9]. 6. @) [4, +); b) R; c) [3, 4); d) [3, +); €) [3, 4). 9. (11, +o0); R; (&4, 11]. 1. @) p(X): ,X e numar par’, X € N,
q(X): X este divizibil cu 2", X € N; p(X) < q(X). Lectia 1.3. 1. a) A;b)A;c)F,d)Fe)A.2.a)A;b)F, c)F; d)F; e) A; f) A.
3.a)Ab)Fc)F;d)F; e) A f) A; ) A 6.a) F; b) A. Lectia 1.4. 1. a) p: ,Elevul a invatat”, g: ,Elevul a rezolvat exercitiile.,
=(p A q) = (=p) v (g): ,Elevul nu a invatat sau nu a rezolvat exercitiile.”. 2. c) Exista un numar real X astfel incat
X>1si X?<1. Lectia 2.1. 2. Presupunem ca n este par, deci exista un numar natural k astfel incat n = 2k. Prin urmare

1,1 % 1__ 1 >= M Recapitulare. 1. a) F; b) A;
X

Unitatea 2. Lectia 1.1. 1. @) F; b) nu este propozitie; c) F; d) A; m) predicat, {

n? = 4k?, care nu este impar. Lectia 2.2. 4.a) 3 <"Z 4 *375 3n+1 I+
c)Fd)F2a){2;b) @.5.a)A; b)F,c)A; d)F.7. a)(EIX( ) X € R\ {1}; ¢) (3X)(X nu este par si X nu este impar),

X € N. 10. a) 55; b) 784; ¢) n%.

X+1

Unitatea3.Lec;ia1.2.a)a=O,b=2,c=1,d=1;b)m=t\/7,n=1,p=—2;c)a=%,b=2,c=11,de{0,1};d)m=i2,n=1,

p=tV2,q=-23.a)-9; b)%;c)—zo;d)7\/§—4;e)4(3—2\/§).5.me{—2,0,2}.9.a=—1,b=1,c=2.14.m=2,n=3,
p=11.0a=3>b=12c=36 16.a) a, = 2; b) 2®+2; 17. a) 510050; b) a, = 1, a, = 3, a, = 6, Ay = 199,
Q99 = 100. 19. @ = -4, b = 4. Lectia 2. 5. -17. 6. 3. 7. m = 24,n = -80, p = -64.9.n=-5p=-1.10.a=-7,b = 6.

1. X, 4X2 = 7X +10. 12. €) 4X + 4. 13. (22926 + 2)X - (22 + 3). Lectia 3. 18. -5, -3, -2, 0. 19. =11, -7, -3, 1. 20. =16, - 11, -4, -1,
14.21.a) 2;b) 5, €) 3X2+5X +2.22.a) n + 1; ) %x? +3x4 1; @) -5 050. 23. @) 25. 24.a) V = 2tRX6 - R); b) f= -2nR3 + 12n R,
d) Vmax

2
= 64ndm3, pentru R = 4 dm. 25. @) V(X) = (X + 2)(X + 1)(10 - X); b) f = -X3 + 7X2 + 28X + 20. Recapitulare 1. A. c)
B.c);.C.a);.D.a); E.b);F. a).5.11.9. 13X + 19.10. m = 24, n = 28, p = -10. 11. a) 2, '1 b) 1, +V3; ¢) £1,2; 3; d) 1, -
e)-1,2+v2,f)1,1+5.12. 4X - 2.
Unitatea 4. Lectia 1. 7.a) a,=-1,r=4b)a,=-19,r=2;c)a,=-2,r=5d)a,=7,r=-2,e)a,=5r=2f) a,=12,r=-2;
g)a,=-2,r=3.9.a)-4b)-2; c)%;d)Xe{—1,2}; e)1;f)Xe {2 ——} 10. a) 676; b) 1092; c) 133; d) 1712; €) 1364; ) 1717.
11.a) 69; b) 18; ¢) 21; d) 34. 12. 1200 lei. 13. 5,2%. 14. a) 82 160 lei; b) 15 luni. 15. a) 576 locuri; b) 96 120 lei; c) 24 minute.
16.0,=2;17.0,=1.18.0,=3,r=2. Lectia2.1.2) 3; b) -2; ©) -4 d) 2; €) 6; f) 5, g) 3. 2.A. d); B. b); C. b); D. ¢} E. c). 5.2) %
b) 8;¢) 3; d) X € {—3 2}.6.a) X=1b)X=3c)Xe {—— 2} d)X € {-2,0,2; €)X € {-V3, V3 ) 1.7.21. 1. a) b, = 2,
q=3b)b,=1,q=-20)b,=6,q=25aub, =2 q=-2,d) b,=1,q=2saub,=-3,q=-2, ) b, = 1,q = -2.15.n = 4.
16. 4 060 401. 17. Da. 18. 146 932,81 €. 19. 429% 20 2 56 g. 21. 12 288 €. Recapitulare. 1. 31. 2. = 29 387. 3. a) a, = 11;
a, =23; a, = 149; b) da, ag, = 533; €) 1925. 4.a) b, = -10; b, = 20; b, = 80; b) -1705.7.a,=3n-7.8.b,=3 - 2" 9.3.10. 10.
12.2)61;b) 2. 13.a=2,b =5 c=85aua=8,b=5=2.14.189.16.a) a, = -10, r =2, b) @, =, r = -4;c) 0, = 2, r =
17.a)b,=2,q=3;.b)b,=-1,q="1sau b1=—1,q=—2;c)b1=8,q=%.18.825.19.503.20.7.
Unitatea 5. Lectia 1. 1. @) (-1, 2); b) (-3, -1); ¢) (-2, -5). 2. @) 2~/5; b) 6+2; ¢) 5. 5. @) 2(3 + 5); b) 1+ 10 +V17.
7.a) (-5, 11); b) (-2, 11); ) (1, -14). 8. b) E(2, -2); c) segmentele AC si BD au acelasi mijloc; d) (4, 0); e) (0, 5); f) dreptunghic
isoscel; g) (-3, -3); ) A(2,2).9.2) V26; b) (£,2); ) (6, 4% d) F(2, 5% ) (-2, 2); @) h) 6;1) 4. 11.2) 4Z; b) 5, 4;
c) (3,0);d) (0,2); e)x=% f)(-3,0) sau (5, 0); 8) (1, 8); h) (7,-2). 12. a) A(-4, 2), B(2, 5), C(5, -1), D(0, 4), E(2, 0); b) 2005 m.
¢) triunghiuri dreptunghice isoscele; d) (% %) e) 52 tone; f) 80 tone. 13.a) C,(-3, 0), C,(3, -4), C4(7, 2), C,(3, 6); b) F;(0, -2),

Fy(5, -1), F5(5, 4), F,(0, 3); €) 10413 m, 1013 m, 20v2 m, 30v2 m; d) <(C,C,,C,C;) = 90°; e) F(2, 1); f) .. Lectia 2. 9.
a) Myg = M, My # Mg, AD = BC = 3+/5.10.a) AB || CD || OX, AD || OY; b) m g =mp, myg - Myp =-1.11. a)mAB Mep, Map = Mg,
Mg # Mpe. 12.2) Mg = My, Myp = My, Mg - Myp = =1.13.2) Mg = My, My = My, Mg - My = =1, M, - Mgy = -1, Lectia 3. 6. a)

-7;b) 3. 14.2) 2, b) -1.15.2) (-3, 0), (0, -1 b) (-3, 0), (0, 1) © (- o), (0,7).17.a)m =4 n=8b)m=-3n=3.

’ 31

1
5
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Lec;iakﬁa)m-— b)m-§ c)m-— d)m=6.9.a)(-4,-3); b)(1,0); ¢) (-2,1);d) (2, -3).10.a) 3X - Y + 10 = 0; b) 2X - y - 2
= 0; ¢ 3x+4y 8 = 0. 11. a) 7X+Yy+4 = 0; b) 2X-3y-12 = 0. 12 a) m € {1, 4}
b)m=-2.13.2X-y-13=0,X+2y+1=0.16.a)3X-Y+7 =0; b) X+7y +5=10.19. (2, 4). 20. a) X +2Yy - 13 = 0;

¢) 205 m. Lectia 5. 7. a) 3vZ; b) (X + ) (y+1>2=g. 9.a) XZ+y? = 5 ¢) X2+ (y+ 4)2 = 16; d) X2+y? = 2.
10.2) (X + 3 + ( - 22 =49;b) (X - 207 + (Y + 5)2=4;€) (X - 3)7 + (y - 1)2=;€) (X - )2 + (y - 5)2= 12 15.2) 3K - 4y + 25 = ;
b) X +3y -5 = 0. Recapltulare.1.a)Aed B d;b)(-9,10; 9 (3 )d)9 e) (6, 0), (0, 4); g)—§,h)2X+3y—4—0
i)3X-2y-16 = 0.2.2) -+ 37 D) AB: X+3y +7 =0, AC: 2X -3y - 13 = 0;BC: X -6y -38 = 0; ) X+2y + 4 = 0; d) X = 2,

y=-5X-3y-17=0. 4 a) d,nd, = {A(7, -2)} b) d, = d;; ) d, || d;; d) d,nd, = {A(—%, %)} 5. a) (-28, 19).
6. Mpg = Mcp, Mg # My 7. Myg - My = =1, AB = AC = 24/5. 8. a) Segmentele AC si BD au acelasi mijloc, iar punctele A, B si
C nu sunt coliniare; b) m g - m,, = -1, AB = AD = 2v/13. 9. Segmentele AC si BD au acelasi mljloc punctele A, B, C nu sunt
coliniare si AC = BD = 5. Pygp = 6\/3 10. Segmentele AC si BD au acela§| mijloc, punctele A, B, C nu sunt coliniare,
Mpyg* Mg = =18 My - Mgy =-1.

Unitatea 6. Lectia 1. 1. A. c); B. b); C. b); D. ). 2.a) ) = -3X + 6; (X) = 4X - 5; h(X) = 2; () = =1 X; b) (“ 9) 0 (2 —9)

d) -4. 4. b) £:(0,+) > R, f(X) = %X +20.5.b) 4 lei; ¢) 3 lei; d) 2[0, +o0) > R, f(X) = 3X + 4; e) 46 lei. 8. a) 5 ore; b) ora 10;

€) 33 °C; d) £:[10, 15] = R, fiX) = 4X - 27. €) 29 °C; f) ora 12. Lectia 2. 2. @) 4; 4; b) (3,0); (0,9); c) 4; d) 2; 4; e) 4; f) 0; 6;
g) X =3; h) [0, +o0); i) nu; j) [3, +o0); k) f(-1) > f(2); V) f(1) < f(7); n) {3}. & b) 2 solutii, X, = 0, X, = 4; c) 0(0, 0); d) 3; €) -15i 5;
f) da, A3, 3), 0(0, 0); 8) -5; h) a = 2; i) X = 2; j) (-0, 4]; k) nu; ) f e crescatoare pe intervalul (oo, 2] si descrescatoare pe
intervalul [2, +c0); m) A; n) 2 solutii; 0) X € (-00,-2) U (6, +e0); p) (0, 4). Lectia 3.9.a) (0, 0), (-3, 0), ('3, 0); b) 2; ¢) -2 si
1; d) f e crescatoare pe intervalele (-co, -1] si [1, +o0) si descrescatoare pe intervalul [-1, 11 ; e) R; f) X € {-1, 2};
g) X € (-3, 0) U (V3, +o); h) X & (o0, -2); i) nu exista asimptote; j) X € (-2, 0) U (2, ®). 10. a) (-2, 0); b) X € {-5, 2};
)X e(-6,-2)u (1, +o0); d) y = 0 e ecuatia asimptotei orizontale spre -o si +co la graficul functiei f, X = -6 si X = 1 sunt
ecuatiile asimptotelor verticale la graficul functiei f. Lectia 6. 5. a) 240; 288; b) 200 - 1,2%; ¢) = 597; = 1783.10. €) Y = 0;
d) 9; e) 3; f) f si i sunt crescatoare, g si h sunt descrescatoare; g) 0; h) (-, 0]. Lectia 7. 1. @) (-1,+0); d) (0, +o0). 4. a) 27;

b) 1; c) ecuatia nu are solutie; d) %; e) ecuatia nu are solutie; f) ecuatia nu are solutie. 5. a) [9, +o0); b) inecuatia nu are
solutie; ¢} (0,+e2);d) (3, +eo); @) [0, T1; ) (0, ).

Unitatea7.Lectia1.2.4.a) :b) 0; ¢) 1;d) 0; e)\/_ f)4,g)1 h) 1;i) 1; j) k) 1; l) .7.a) a<o; b)a<0 c)a<0 d)a<0
e)a<0 f) a >0; g)a<0 h)a<0 i) a >0.8.a) cos11n>sm— b) sm17—n>sm118—1n, ) cos—>cos— 9. a) ) . ) §;
a) 238 10.2) & b) -2 o 25,d)\/_11.a)2-b)25 Lectia 13. 1. a)2-b)lrc)O-d)2-e)£-f)0-g)£;h)8-z )
)3 + %92 d)1. 6.2) sin > tg b)tg5<tg3—,c)sm4<tg17a)\/_5 b)-24Z; ) 15 @) V3. 8.2) 2, b) - ( o0,
0)-25.9. )\/_,b) 0-2d- Lect|a22a)\/—-b) -c)\/—-d)i;e)o-f)—\/_3a)0-b)0-c)0-d)—\/7;e)2;
f) 4 €)1 h)10,|)01) k)1 l)oz.a)o b) 1; c) 5a)1 b)o 6.a) 0;d)1.7.a) 0. Lectia3.1.a) c = \/_cosA——¥97_9,
osB—7;/52872 a)B=C=X g=28V3:b) b= Zv_cosA-&cosC 3\1/0_04120°7cosA<0 Lectlal;2c)—£
3.a) BD = 2V37 cm, AC = 2\/_cm c)ZWAa)BD-chm Be= 0 = 1% ¢ b)5<\/— 2+2>cm.5.75\/—m.

Lectia 5.1.a) <B = 90°, <A = 23°, <C = 67°; €) b = 6,52 cm, ¢ = 7,37 cm; d) <A = 65°, a = 15,38 cm, ¢ = 15,95 cm. 9. = 37 m.
10. = 69 m. Lectia 6. 3. Aygyc = 16(~3 + 1) cm? Ay = 8(V3 + 3)cm2 5. BM = 247 cm, <B = 41°, <M = 79°. 8. a) 210 m%

b) 231 m2 c) 27 720 RON. Recapitulare. 1. 2) 2%; b) 1%, )1(9’?)"; d) 3% €) 19T 2. 2) 135°; b) 10°; ¢) 324°; d) 210°; €) 270°.
16w Mrx

4, a)3, b) 0; c) +d) 2.5. a)2\/_ b)3 c) \/_ 2;d)0; e)5 f)—— 0. a)5|n—>cos— b)cos—>sm— ¢) sin3 < cos5;

137 9
f)5|n\/_1>c052 10. a) b) ) d) = 1. a)-

b) 12 a)=3,8cm% b)<A=75°,b=25cm,c=3]1cm.
13. a) cos (<ABC) = ﬁ, sin (<[ACB) =g b) 336 cm? c) 24 cm.
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SUGESTII DE FISE PENTRU OBSERVAREA SISTEMATICA A ACTIVITI\'[II
SI A COMPORTAMENTULUI ELEVILOR

FI$T\ DE OBSERVARE A ACTIVITI\'[II INDIVIDUALE

Indicator Frecvent Rar Deloc

Foloseste corect termenii specifici disciplinei.

Este implicat in indeplinirea sarcinilor de lucru.

Exprimare sociala si emotionala adecvata.

Are o atitudine adecvata fata de ceilalti colegi.

FI$I\ DE OBSERVARE A ACTIVITA'!'II GRUPULUI

Indicator Frecvent Rar Deloc

Fiecare membru al grupului este implicat in rezolvarea sarcinii.

Elevii formuleaza idei clare si usor de inteles de catre ceilalti.

Toate ideile propuse sunt luate in considerare.

Elevii se sprijina si se incurajeaza pentru a fi productivi si creativi.

Rezultatul activitatii de grup este relevant si prezentat intr-o
maniera care faciliteaza intelegerea.

Elevii urmaresc cu atentie prezentarile celorlalte grupuri.

Elevii acorda feedback colegilor.

ETAPELE REALIZARII UNUI PORTOFOLIU

1. Stabileste o tema si alege un titlu
adecvat pentru fisa de portofoliu.

1. Stabileste cateva obiective si imparte 2. Realizeaza un plan. imparte sarcinile in
sarcinile in pasi mai mici. pasi mai mici.

ETAPELE REALIZARII UNUI PROIECT

N 240

2. Cauta pe internet sau in diverse
publicatii informatiile de care ai nevoie.
Foloseste doar surse de incredere.

3. Tndeplinegte, n ordine, obiectivele
stabilite. Vei realiza astfel o prezentare. Fii
creativ! Poti include imagini sau ilustratii.
4. Prezinta proiectul in fata clasei.

3. Cauta pe internet sau in diverse
publicatii informatiile de care ai nevoie.

4. Folosind aceste informatii, realizeaza o
prezentare.

5. Prezinta fisa in fata clasei.

6. Pastreaza toate fisele create de tine intr-
un dosar.

ETAPELE REALIZARII UNEI INVESTIGATII

1. Aduna informatiile de care ai nevoie. Poti folosi inte

notezi informatiile gasite.
3. Prezinta in fata clasei rezultatele investigatiei.

rnetul sau poti studia carti la biblioteca.

2. Prelucreaza informatiile si realizeaza prezentarea. Realizeaza o diagrama sau un tabel in care sa







Trunchi comun si curriculum de specialitate (TC+CS), filiera teoretica,
profilul real, specializarea stiinte ale naturii — clasa a IX-a

UNITATEA 1 - Multimea numerelor reale

UNITATEA 2 - Elemente de logica matematica

UNITATEA 3 - Polinoame cu coeficienti reali

UNITATEA 4 - Progresii aritmetice si progresii geometrice
UNITATEA 5 - Geometrie analitica

UNITATEA 6 - Functii: observarea unor proprietati ale functiilor
utilizand lecturi grafice

UNITATEA 7 - Elemente de trigonometrie si aplicatii ale
trigonometriei in geometrie
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